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1 ベクトル・複素数平面の図形・空間図形の問題
問題 1.1. １辺の長さが 1である正四面体 OABCにおいて，OAの中点
を P, OBを x : (1 − x) (0 < x < 1)に内分する点を Q,さらに OCを
(1 − x) : xに内分する点を Rとする．この時，三角形 PQRの面積 S(x)

を求め，S(x)の最小値を求めよ．

S(x) =

√
3

4

{(
x− 1

2

)2

+
1

4

}
=

√
3

8

{
x2 + (1− x)2

}
問題 1.2. △OABの辺 OAを s : (1 − s) (1 < s < 1)に内分する点を P，
辺 OBを t : (1 − t) (0 < t < 1)に内分する点を Qとする．さらに，線
分 AQと線分 BPの交点を Rとし，線分 ORの延長と辺 ABの交点を S

とする．このとき，
−→
OSを

−→
OA,

−→
OBおよび s, tをを用いて表せ．さらに，∣∣∣−→OA∣∣∣ = ∣∣∣−→OB

∣∣∣かつ −→
OSと

−→
ABが直交するとき，Sは辺 ABの中点であるこ

とを示せ．
問題 1.3. |a| = |b| = |c|を満たす全ての複素数 a, b, c,及び複素数 dに対し

W = (a− b)(c− d)(a− d)(c− b) + i(|c|2 − |d2)Im (cb− ca− ab)

は実数であることを示せ．
問題 1.4. 二つの 0でない複素数 z, wはRe (zw) = 0のとき直交するとい
う．今，z ̸= 0および αz ̸= 0は αが純虚数のとき直交することを示せ．
問題 1.5. 複素平面上の３点 α = a < 0, β = b > 0, γ = ic (c > 0)を頂
点とする三角形の３垂線の交点を求めよ．このことを利用して複素平面
ないの三角形に対する３垂線の定理の証明をせよ．
問題 1.6. a ̸= b, uを複素数とする．uから a, bを通る直線 Lに下ろした
垂線の足を vとする．このとき，

v =
1

2

[
a+ u+ (u− a)

b− a

b− a

]
特に，|a| = |b|のときは

v =
1

2

(
a+ b+ u− u

ab

|a|2

)
であることを示せ．
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問題 1.7. y = 3
√
xと y = x2の原点以外の交点を Pとし，点 P におけ

る y = x2の接線と y-軸との交点をQ．さらに，点Qから点 Pにおける
y = 3

√
xの接線に下した垂線の足をRとする．

(1) ∠QPR = θとおく．このとき，tan θの値を求めよ．

(2) Rの座標を求めよ．

(3) △PQRの外接円の中心Cの座標を求めよ．

2 数と式の問題
問題 2.1. 次の連立方程式{√

x2 + 1 +
√

y2 + 1 = 4

(x+
√
x2 + 1)(y +

√
y2 + 1) = 1

の解を求めよ．

3 整数の問題
問題 3.1. pを素数とする．そのとき，px + 1 = y2を満たす自然数（正の
整数）x, yを求めよ．また，そのときの pも求めよ．

問題 3.2. a, bを自然数とする．そのとき，x2 − (ab)x+ (a+ b) = 0の自
然数解が存在するように a, bを定め，そのときの解 xも求めよ．

4 微積分の問題
問題 4.1. x5 − x4 − 1 = 0は 1 < x < 2の範囲に唯一つの実数解αを持つ
ことを示せ．さらに，放物線 y = αx− x2と x軸で囲まれる部分の面積 S

は 1

3
< S <

1

2
を満たすことを示せ．

問題 4.2. (1) f(x) =
x2

2x2 − 6x+ 9
の極大値及び極小値を求めよ．
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(2)

∫ 3

0

x2

2x2 − 6x+ 9
dx =

3

2
を示せ．

注意 4.1. 一般に，
∫ b

a

f(x)

f(a+ b− x) + f(x)
dx =

b− a

2
である（各自証明

を試みよ）．
このことから，

(1)

∫ π
2

0

n
√
sinx

n
√
sinx+ n

√
cosx

dx =
π

4

(2)

∫ b

a

xn

(a+ b− x)n + xn
dx =

b− a

2

問題 4.3. 放物線 y = x2と円 x2 + (y − a)2 = r2が接するおき，r > 0の
値をもとめよ．

問題 4.4. (1) 2 3
√
2x+ 1 + 1 = x3の解を求めよ．

(2) y = 3
√
2x+ 1と y =

x3 − 1

2
で囲まれる部分の面積を求めよ.

5 解答および解説
問題 1.1∣∣∣−→OA∣∣∣ = ∣∣∣−→OB

∣∣∣ = ∣∣∣−→OC
∣∣∣ = 1,

−→
OA ·

−→
OB =

−→
OB ·

−→
OC =

−→
OC ·

−→
OA =

1

2

−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP = x

−→
OB− 1

2

−→
OA

−→
PR =

−→
OR−

−→
OP = (1− x)

−→
OC− 1

2

−→
OA

−→
PQ ·

−→
PR =

x(1− x)

2∣∣∣−→PQ∣∣∣2 = x2 − x

2
+

1

4
= x2 −

(
x

2
− 1

4

)
∣∣∣−→PR∣∣∣2 = (1− x)2 +

x

2
− 1

4
= (1− x)2 +

(
x

2
− 1

4

)
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面積を S(x)とすると

4S2(x) =
∣∣∣−→PQ∣∣∣2 · ∣∣∣−→PQ∣∣∣2 − ∣∣∣−→PQ ·

−→
PR

∣∣∣2
= x2(1− x)2 + 3

(
x

2
− 1

4

)2

− x2(1− x)2

4

=
3

4
x2(1− x)2 +

3

4

(
x− 1

2

)2

=
3

4

{(
x− 1

2

)2

− 1

4

}2

+
3

4

(
x− 1

2

)2

=
3

4

{(
x− 1

2

)2

+
1

4

}2

=
3

16

{
x2 + (1− x)2

}2

S(x) =

√
3

8

{
x2 + (1− x)2

}
=

√
3

4

{(
x− 1

2

)2

+
1

4

}

問題 1.2

BR : RP = x : 1− x, AR : RQ = y : 1− y, AS : SB = z : 1− z

但し、0 < x, y, z < 1とおく．
−→
OR = x

−→
OP + (1− x)

−→
OB = xs

−→
OA+ (1− x)

−→
OB

= (1− y)
−→
OA+ y

−→
OQ = (1− y)

−→
OA+ yt

−→
OB

−→
OAと

−→
OBは平行でない（一次独立）なので{

xs = 1− y

1− x = yt
∴ x =

1− t

1− st
, y =

1− s

1− st

∴
−→
OR =

s(1− t)

1− st

−→
OA+

t(1− s)

1− st

−→
OB

−→
OS = k

−→
OR (k > 1)とおくと，

k
s(1− t)

1− st
= 1− z

k
t(1− s)

1− st
= z

∴ k =
1− st

s(1− t) + t(1− s)
, z =

t(1− s)

s(1− t) + t(1− s)
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よって，
−→
OS =

s(1− t)

s(1− t) + t(1− s)

−→
OA+

t(1− s)

s(1− t) + t(1− s)

−→
OB

さらに，
∣∣∣−→OA∣∣∣ = ∣∣∣−→OB

∣∣∣（△OABは２等辺三角形）かつ
−→
AB ⊥

−→
OS ならば

−→
OS ·

−→
AB = 0 ⇐⇒

−→
OS ·

−→
OA =

−→
OS ·

−→
OB

s(1− t)

s(1− t) + t(1− s)

∣∣∣−→OA∣∣∣2 + t(1− s)

s(1− t) + t(1− s)

−→
OA ·

−→
OB

=
t(1− s)

s(1− t) + t(1− s)

∣∣∣−→OB
∣∣∣2 + s(1− t)

s(1− t) + t(1− s)

−→
OA ·

−→
OB

∠AOB = θ (0 < θ < π)とおくと，
∣∣∣−→OA∣∣∣ = ∣∣∣−→OB

∣∣∣より
−→
OA ·

−→
OB =

∣∣∣−→OA∣∣∣2 · cos θ
こうして，

(s− t)
∣∣∣−→OA∣∣∣2 (cos θ − 1) = 0

cos θ ̸= 0ゆえ，s = t z =
1

2
. 即ち，Sは辺ABの中点である．

問題 1.3

W = (a− b)(c− d)(a− d)(c− b) + i(|c|2 − |d2)Im (cb− ca− ab))

とおき，
A = (a− b)(c− d)(a− d)(c− b)

とおく．
W = A− iImA

を示せば，ImW = ImA−ImA = 0.よってWは実数となる．a| = |b| = |c|
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に留意して
A = (a− b)(c− d)(a− d)(c− b)

=
{
|a|2 − (ad+ ab− bd)

}{
|c|2 − (bc+ cd− bd)

}
=

{
|c|2 − (ad+ ab− bd)

}{
|c|2 − (bc+ cd− bd)

}
= |c|4 − |c|2(ad+ ab− bd+ bc+ cd− bd) + (ad+ ab− bd)(bc+ cd− bd)

= |c|4 − |c|2(ad+ ab− bd+ bc+ cd− bd)

+ abcd+ ac|d|2 − ab|d|2 + ac|b|2 + abcd− ad|b|2 − cd|b|2 − bc|d|2 + |b|2|d|2

= |c|4 − |c|2(ad+ ab− bd+ bc+ cd− bd) + abcd+ abcd

+ |d|2(ac− ab− bc) + |c|2(ac− ad− cd) + |c|2|d|2 (∴ |b| = |c|)

= |c|4 − |c|2(ad+ ab− bd+ bc+ cd− bd− ac+ ad+ cd)

+ |d|2(ac− ab− bc) + |c|2|d|2 + abcd+ abcd

= |c|4 + |c|2|d|2 − |c|2
{
2Re (ad)− 2Re (bd) + 2Re (cd) + ab+ bc− ac

}
+ 2Re (abcd) + |d|2(ac− ab− bc)

∴ ImA = −|c|2Im (ab+ bc− ac) + |d|2Im (ac− ab− bc)

= |c|2Im (ac− ab− bc) + |d|2Im (ac− ab− bc)

= −(|c|2 − |d|2)Im (ac− ab− bc) ∵ Im (ac− ab− bc) = −Im (ac− ab− bc)

Im (ac−ab−bc) = Im (ac)−Im (ab)−Im (bc) = −Im (ac)−Im (ab)+Im (bc) = Im (cb−ca−ab)

−ImA = (|c|2 − |d|2)Im (cb− ca− ab)よりW = A− iImAを得る．
∴ ImW = ImA− ImA = 0 よってW は実数である．

注意 5.1. 複素数 a, b, c, dを原点中心の円周上にある異なる４点とすると，
|a| = |b| = |c| = |d|より，

W = (a− b)(c− d)(a− d)(c− b) + i(|c|2 − |d|2)Im (cb− ca− ab)

= (a− b)(c− d)(a− d)(c− b)

= |a− d|2|c− b|2 (a− b)(c− d)

(a− d)(c− b)

は実数，即ち，ImW = 0である．よって
Im

(a− b)(c− d)

(a− d)(c− b)
= 0
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問題 1.4

αは純虚数よりRe (α) = 0.

Re (αz · z) = Re
(
α|z|2

)
= |z|2Re (α) = 0

よって αzと zは直交する．
問題 1.5

３垂線の交点 δは虚数軸上にある．δ = ki (0 < k < c)とおく．ベク
トル

−→
αδ,

−→
βδ,

−→
αγ,

−→
βγ

に対応する複素数はそれぞれ

δ − α, δ − β, γ − α, γ − β

. α = a, β = b, γ = icより，{
Re (δ − α)(γ − β) = Re (ki− a)(−ic− b) = kc+ ab = 0

Re (δ − β)(γ − α) = Re (ki− b)(−ci− a) = kc+ ab = 0

∴ k = −ab

c
よって δ = −i

ab

c

注意 5.2. 一般に複素平面上の△αβγの垂心δは
{
Re (δ − α)(γ − β) = 0

Re (δ − β)(γ − α) = 0

を解いて

δ =
(γ − α)Reα(γ − β)− (γ − β)Re β(r − α)

i Im (γ − α)(r − β)

= i
(γ − α)Reα(γ − β)− (γ − β)Re β(r − α)

Im (αγ + βγ − αβ)

問題 1.6

複素平面内の a, bを通る直線の方程式 Lは

L : z = a+ (b− a) t (但し, tは実数)
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で与えられる．uからLに下した垂線の足を vとおくと，vは uを通り直
線Lに垂直な直線L′とLとの交点である．b− aと i(b− a)が直交するこ
とから，L′の方程式は

L′ : z = u+ i(b− a)s (但し，sは実数)

と表されるので

a+(b−a)t = u+i(b−a)s ∴ (b−a)(t−si) = u−a ∴ t−si =
u− a

b− a

両辺の共役をとって t+ si = t− si =
u− a

b− a
.

2t = t−si+(t+si) =
u− a

b− a
+
u− a

b− a
∴ v =

1

2

[
a+ u+ (u− a)

b− a

b− a

]
一方，|a| = |b|ならば，b− a

b− a
= − b

a
より

v =
1

2

(
a+ b+ u− u

ab

|a|2

)

問題 1.7

y = x2と y = 3
√
xとの交点 P の座標はP = (1, 1).点＄P＄での y = x2

及び y = 3
√
xの接線の方程式はそれぞれ

y = 2x− 1, y =
1

3
x+

2

3

(1) tanα = 2, tan β =
1

3
とおく．

tan θ = tan(α− β) =
tanα− tan β

1 + tanα tan β
=

2− 1
3

1 + 2
3

= 1

よって，θ =
π

4
.

(2) Qの座標はQ = (0,−1)である．Qから y =
x

3
+
2

3
に下した垂線の傾

きは−3でなので，垂線の方程式はy = −3(x−0)−1 = −3x−1.よっ

て，Rの座標は
y =

x

3
+

2

3
y = −3x− 1

の解であるので，R =

(
−1

2
,
1

2

)
.
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(3) △PQRは∠PRQ =
π

2
なる直角２等辺三角形ゆえ，外接円の中心C

は線分 PQの中点である．よってC =

(
1

2
, 0

)
.

問題 2.1

(x+
√
x2 + 1)(y +

√
y2 + 1) = 1から

x+
√
x2 + 1 =

1

y +
√

y2 + 1
=

√
y2 + 1− y

y +
√

y2 + 1 =
1

x+
√
x2 + 1

=
√
x2 + 1− x

よって

x+ y =
√

y2 + 1−
√
x2 + 1

x+ y =
√
x2 + 1−

√
y2 + 1

∴ 2(x+ y) = 0, x+ y = 0.

√
x2 + 1 +

√
y2 + 1 = 4

に x = −yを代入して,

(x, y) = (±
√
3,∓

√
3)

問題 3.1

0 < px = y2 − 1 = (y − 1)(y + 1) ∴ px

y + 1
= y − 1 ̸= 0.

p ≧ 2は素数ゆえ，p = y+1 =でなければ pa = y+1 (a ≧ 2)ゆえ結果と
して，pa = y+1 (a ≧ 1)なる自然数 aが存在する．そこで，b = x−a ≧ 0

とおけば，pb = y − 1. y + 1 > y − 1より a > bを得る．今，

pa − pb = (y + 1)− (y − 1) = 2 ∴ pb(p(a−b) − 1) = 2

ゆえ，

pb = 2, p(a−b) − 1 = 1 または pb = 1, p(a−b) − 1 = 2
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すなわち，
pb = 2, p(a−b) = 2 または pb = 1, p(a−b) = 3

このことから，
p = 2, b = 1, a = 2 または b = 0, a = 1, p = 3

以上より
p = 2, x = 3, y = 3, 又は p = 3, x = 1, y = 2

を得る．
問題 3.2

一般性を失うことなくa ≦ bとしてよい．x2−(ab)x+(a+b) = 0の解は
x =

ab±
√

(ab)2 − 4(a+ b)

2
ゆえ，a+ b ≧ 2より ab >

√
(ab)2 − 4(a+ b).

こうしてxが自然数であるためにはn :=
√

(ab)2 − 4(a+ b)整数でなけれ
ばならない（この段階では，逆は言えない！）．(ab)2− 4(a+ b) = n2より

(3.2.1) 4(a+ b) = (ab− n)(ab+ n)

よって，(ab− n)(ab+ n)は偶数であり，ab± nは両方偶数か両方奇数で
あることから，ab− nも ab+ nも偶数であることが分かる．ここで，次
の不等式

(3.2.2) ab ≧ a+ b− 1

を準備しておく．証明は簡単で，a, b ≧ 1より
(a− 1)(b− 1) ≧ 0 ∴ ab+ 1 ≧ a+ b

であることから分かる．次に
ab− n < 6であることを背理法で示す
(∵) ab− n ≧ 6と仮定する．(3.2.1), (3.2.2)より，

4(a+ b) ≧ 6(ab+ n) ∴ 2

3
(a+ b) ≧ ab+ n ≧ (a+ b)− 1 + n

1 ≧ 1

3
(a+ b) + n > 1 (∵ n ≧ 1)

これは矛盾である．こうして，ab − n < 6.特に，ab − nは偶数より，
ab− n = 2または ab− n = 4である
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(1) ab− n = 2ならば (3.2.1)より
2(a+ b) = ab+ n = ab+ (ab− 2) = 2ab− 2.

∴ a+ b = ab− 1 ∴ (a− 1)(b− 1) = 2

a ≦ bより，a− 1 = 1, b− 1 = 2 ∴ a = 2, b = 3, n = 4.

∴ x =
6± 4

2
= 5, 1

(2) ab−n = 4ならば (3.2.1)よりa+b = ab+n = ab+(ab−4) = 2ab−4.

両辺を 2倍して
∴ (2a− 1)(2b− 1) = 9

a ≧ bを考慮すれば，
{
2a− 1 = 1

2b− 1 = 9

{
2a− 1 = 3

2b− 1 = 3

(a, b) = (1, 5), n = 1または (a, b) = (2, 2), n = 0.

∴ x =
5± 1

2
= 3, 2if (a, b, n) = (1, 5, 1)または x =

4± 0

2
= 2 if (a, b, n) = (2, 2, 0)

問題 4.1

x5−x4−1 = (x2−x+1)(x3−x−1) =

{(
x− 1

2

)2

+
3

4

}
(x3−x−1) = 0

の実数解は x3 − x− 1 = 0の実数解である（逆も正しい）．
f(x) = x3−x− 1とおくと，f ′(x) = 3x2− 1 = 0の解は x = ± 1√

3
ゆえ

極大値 f(− 1√
3
) =

2− 3
√
3

3
√
3

< 0，極小値 f(
1√
3
) =

−2− 3
√
3

3
√
3

< 0.

また，f(1) = −1 < 0かつ f(2) = 5 > 0ゆえ，中間値の定理より
f(α) = 0なる 1 < α < 2が唯一つ存在する．即ち，x3 − x − 1 = 0の実
数解 αは 1 < α < 2を満たす．
y = αx− x2と x-軸で囲まれる部分の面積 Sは

S =

∫ α

0

(αx−x2) dx =

∫ α

0

x(α−x) dx =
α3

6
=

α + 1

6
(∵ α3 = α+1)

∴ 1 < 6S − 1 = a < 2 ∴ 2

3
< S <

1

2

問題 4.2
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(1) f(x) =
x2

x2 + (3− x)2
．∴ f ′(x) =

3x(3− x)

(x2 + (3− x)2)2
. f ′(x) = 0の解

は x = 0, 3.f(x)の極小値は f(0) = 0で，極大値は f(3) = 1（詳し
くは増減表及びグラフを描けば分かる）

(2)

I =

∫ 3

0

x2

x2 + (3− x)2
dx

t=3−x
=

∫ 0

3

(3− t)2

t2 + (3− t)2
(−dt) =

∫ 3

0

(3− x)2

x2 + (3− x)2
dx

∴ 2I =

∫ 3

0

x2 + (3− x)2

x2 + (3− x)2
dx =

∫ 3

0

dx = 3 ∴ I =
3

2

問題 4.3

放物線 y = x2上の点 (x, x2)と円の中心 (0, a)との距離を
√
h(x)とおく

と h(x) = x2 + (a − x2)2.h′(x) = 2x (2x2 − (2a− 1)). h(x)の最小値（最
短距離）を rとすれば，円 C : x2 + (y − a)2 = r2と放物線 y = x2は接
する．

(i) a ≦ 1

2
ならば h′(x) = 0の解は x = 0で h(x)の最小値は h(0) =

a2 ∴ r = a.

(ii) a >
1

2
ならば h′(x) = 0の解は x = 0,±

√
2a− 1

2
. 増減表から h(x)

の最小値は h(±
√

2a− 1

2
) =

4a− 1

4
，最大値は h(0) = a2．よって，

求める rは
r =

√
4a− 1

2

注意 5.3. α =

√
2a− 1

2
とおく． y = x− 2の x = αでの接線の方

程式はL : y = 2αx− α2，即ち，L : 2αx− y− α2 = 0. 点 (0, a)か
ら接線 Lに下した垂線の長さHは

H =
| − a− α2|√

4α2 + 1
=

a+ a− 1
2√

4a− 1
=

2a− 1
2√

4a− 1
=

1

2

4a− 1√
4a− 1

= r

問題 4.4
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(1) y = 3
√
2x+ 1とおくと，2y + 1 = x3 ∴ y =

x3 − 1

2
. 一方，

y3 = 2x+ 1ゆえ x =
y3 − 1

2
.

(4.4.1) y =
x3 − 1

2

(4.4.2) x =
y3 − 1

2

(4.4.1)− (4.4.2)より，　 y− x =
x3 − y3

2
=

(x− y)(x2 − xy + y2)

2
.

∴ (y − x)(x2 − xy + y2 + 2) = 0

x2 − xy + y2 + 2 > 0ゆえ x = y.よって，

x = 3
√
2x+ 1 ∴ x3 − 2x− 1 = (x+ 1)(x2 − x− 1) = 0

こうして，
x = −1,

1±
√
5

2
.

(2) y = 3
√
2x+ 1，即ちグラフ y3 = 2x+1とグラフ y =

x3 − 1

2
は y = x

に関して対称である．y = xと y =
x3 − 1

2
は３点 x = −1, β =

1 +
√
5

2
> 0, α =

1−
√
5

2
< 0の異なる３点で交わる．したがっ

て，y = 3
√
2x+ 1と y =

x3 − 1

2
は３点で交わり交点の x座標は

x = α < −1 < βである．こうして，求める部分の面積 Sは

S =

∫ β

−1

(
3
√
2x+ 1− x3 − 1

2

)
dx+

∫ −1

α

(
x3 − 1

2
− 3

√
2x+ 1

)
dx

=

∫ β

−1

(
3
√
2x+ 1− x3 − 1

2

)
dx+

∫ α

−1

(
3
√
2x+ 1− x3 − 1

2

)
dx

=

[
3

8
(2x+ 1)

4
3 − x4

8
+

x

2

]β
−1

+

[
3

8
(2x+ 1)

4
3 − x4

8
+

x

2

]α
−1

β2 = β + 1, α2 = α + 1, β3 = 2β + 1, α3 = 2α + 1に注意すれば

S =
1

4
β4 +

β

2
+

1

4
+

1

4
α4 +

α

2
+

1

4
=

β4 + α4

4
+

α + β

2
+

1

2
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ここで，β4 = (β + 1)2 = β2 + 2β + 1 = 3β + 2．同様に,α4 = 3α+ 1より

S =
3(α + β) + 4

4
+

α + β

2
+

1

2
=

11

4
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