
平均値の定理の応用　解答

1 平均値の定理は

(a)
f(x + h) − f(x)

h
= f ′(x + θh)

(0 < θ < 1)と表される。分母を払って

(b) f(x + h) − f(x) = hf ′(x + θh)

とした表示も有用である。

(1) 実数全体で定義された関数 f(x)について，定数 C = 0があって

|f ′(x)| 5 C

が成り立っているとする。このときすべての xについて

|f(x + 1) − f(x)| 5 C

が成り立つことを示せ。

[解] 平均値の定理 (b)より

f(x + 1) − f(x) = 1 · f ′(x + θ) = f ′(x + θ)

が得られるので，
|f(x + 1) − f(x)| = |f ′(x + θ)| 5 C

を得る。�

(2) 不等式
| sin(θ + h) − sin θ| 5 |h|
| cos(θ + h) − cos θ| 5 |h|

を示せ。

[解] (sin θ)′ = cos θだから，平均値の定理 (b)より

sin(θ + h) − sin θ = h cos(θ + σh)

(0 < σ < 1)を得る。これより | cos x| 5 1だから

| sin(θ + h) − sin θ| = |h cos(θ + σh)| 5 |h|

が得られる。同様に

| cos(θ + h) − cos θ| = | − h sin(θ + σh)| 5 |h|

を得る。�
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(3) 自然数 nについて不等式

1
n + 1

< log(n + 1) − log n <
1
n

を示せ。

[解] (log x)′ =
1
x
だから，平均値の定理 (b)より

log(n + 1) − log n = 1 · 1
n + θ

=
1

n + θ

(0 < θ < 1)を得る。ここで 0 < θ < 1より

1
n + 1

<
1

n + θ
<

1
n

だから標記の不等式が得られる。�

(4) 不等式
e

1
100 <

100
99

を示せ。

[解] (ex)′ = exだから，平均値の定理 (b)より

e
1

100 − e0 =
1

100
e

θ
100

を得る。ここで e0 = 1，また 0 < θ < 1で exは単調増加だから，

e
θ

100 < e
1

100

も成り立つ。これらを上式に代入して，

e
1

100 − 1 <
1

100
e

1
100(

1 − 1
100

)
e

1
100 < 1

99
100

e
1

100 < 1

e
1

100 <
100
99

が得られる。�
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