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§9 重積分の定義と基本性質 演習問題1 解答
� 問題の難易度の目安【基礎】899 【標準】889 【発展】888

1 (889)(定義から計算 1©)

重積分の定義にしたがって，区分求積法により重積分∫∫
D

(x+ y + 1) dxdy, D := {(x, y) : 0 5 x 5 3, 1 5 y 5 2}

を求めよ．

解 f(x, y) := x+ y + 1とおく．区間 0 5 x 5 3を n等分して，分点を

0 = x0 < x1 < · · · < xn = 3, xk :=
3

n
k (k = 0, 1, . . . , n)

とおき，同様に区間 1 5 y 5 2をm等分して，分点を

1 = y0 < y1 < · · · < ym = 2, yl := 1 +
1

m
l (l = 0, 1, . . . ,m)

とおく．次に長方形領域Dを nm個に分割し，1 5 k 5, 1 5 l 5 mに対し，

Dkl := {(x, y) : xk−1 5 x 5 xk, yl−1 5 y 5 yl}

とおく．Dklは横∆xk =
3

n
，縦∆yl =

1

m
の小長方形であり，Dkl内の代表点として ξkl = (xk, yl)

をとると，重積分の定義により∫∫
D

f(x, y)dxdy = lim
|∆|→0

n∑
k=1

m∑
l=1

f(ξkl)∆xk∆yk

= lim
n→∞
m→∞

n∑
k=1

m∑
l=1

(xk + yl + 1)
3

n
· 1

m

= lim
n→∞
m→∞

3

nm

n∑
k=1

m∑
l=1

{
3

n
k +

1

m
l + 2

}

= lim
n→∞
m→∞

3

nm

{
m · 3

2
(n+ 1) + n · m+ 1

2
+ 2nm

}

= lim
n→∞
m→∞

3

{
3

2

(
1 +

1

n

)
+

1

2

(
1 +

1

m

)
+ 2

}

= 3

(
3

2
+

1

2
+ 2

)
= 12.
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2 (889)(定義から計算 2©)

重積分の定義にしたがって，区分求積法により重積分∫∫
D

x2y dxdy, D := {(x, y) : 0 5 x 5 3, 1 5 y 5 2}

を求めよ．

解 ff(x, y) := x2yとおく．区間 0 5 x 5 3を n等分して，分点を

0 = x0 < x1 < · · · < xn = 3, xk :=
3

n
k (k = 0, 1, . . . , n)

とおき，同様に区間 1 5 y 5 2をm等分して，分点を

1 = y0 < y1 < · · · < ym = 2, yl := 1 +
1

m
l (l = 0, 1, . . . ,m)

とおく．次に長方形領域Dを nm個に分割し，1 5 k 5, 1 5 l 5 mに対し，

Dkl := {(x, y) : xk−1 5 x 5 xk, yl−1 5 y 5 yl}

とおく．Dklは横∆xk =
3

n
，縦∆yl =

1

m
の小長方形であり，Dkl内の代表点としてpkl = (xk, yl)

をとると，重積分の定義により∫∫
D

f(x, y)dxdy = lim
|∆|→0

n∑
k=1

m∑
l=1

f(ξkl)∆xk∆yk

= lim
n→∞
m→∞

n∑
k=1

m∑
l=1

x2
kyl

3

n
· 1

m

= lim
n→∞
m→∞

3

nm

n∑
k=1

x2
k

m∑
l=1

yl

= lim
n→∞
m→∞

3

nm

(
n∑

k=1

9

n2
k2

)(
m∑
l=1

(
1 +

l

m

))

= lim
n→∞
m→∞

3

nm
· 9

n2
· n(n+ 1)(2n+ 1)

6
·
(
m+

m+ 1

2

)

= 9 lim
n→∞
m→∞

(
1 +

1

n

)(
1 +

1

2n

)(
3

2
+

1

2m

)

=
27

2
.
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3 (888)(面積確定集合)

R2は平面全体を表し，DをR2の有界な部分集合とする．

(1) 2変数関数 χD(x, y)を χD(x, y) :=

1 ((x, y) ∈ D)

0 ((x, y) ∈ R2 \D)
で定める．Dが面積

確定であるとは，Dを含む長方形領域 I ⊃ Dをとったとき χDが I上積分可能
であることをいう．Dが面積確定であるという定義は，長方形領域 Iの取り方
によらず定まることを示せ．

!HINT. Dを含む Iとは別の長方形領域 I ′をとって

I で積分可能 ⇐⇒ I ′ で積分可能

となることを示す．

(2) A :=
{
(x, y) : 0 5 x 5 1, 0 5 y 5 1 かつ x, y は有理数

}
とおく．Aは面積確定

集合でないことを示せ．

!HINT. 重積分の定義に立ち返って，集合 [0, 1]× [0, 1]上の関数 χAの上限和
と下限和を求める．

解 (1) 座標軸を回転することにより，ここで出てくる長方形領域は，すべてその各辺が座標
軸に平行であるとしても一般性を失わない．Dを含む Iとは別の長方形領域 I ′をとる．Iと I ′

を共に含むような長方形領域Ξ ⊃ I ∪ I ′をとる．I，I ′は共にΞの部分長方形領域とみなすこと
ができる．χD(x)はDの外では常に 0であるから，Ξ \ I，Ξ \ I ′上でも 0である．したがって，

χDが I上積分可能 ⇐⇒ χDがΞ上積分可能 ⇐⇒ χDが I ′上積分可能

である．

(2) Aが面積確定であるとする．このとき χAは長方形領域 I := [0, 1]× [0, 1]上積分可能とな
らなければならない．長方形領域 Iの任意の分割

∆ : Iij := [xi−1, xi]× [yj−1, yj], i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

（ただし，0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1，0 = y0 < y1 < · · · < ym = 1はそれぞれ区間 0 5 x 5 1

および 0 5 y 5 1の分割の分点を表す）に対する上限和 S∆(χA) :=
∑
15i5n
15j5m

maxχA(Iij)Area(Iij)

および下限和 s∆(χA) :=
∑
15i5n
15j5m

minχA(Iij)Area(Iij)について考察する．ここでArea(Iij)は小長

方形 Iijの面積を表す．
有理数の稠密性により xi−1 < ri < xi, yj−1 < qj < yj となる有理数の組 (ri, qj) ∈ Q2が存在
する．したがって xi−1 < si < xi, yj−1 < tj < yj となる無理数の組 (si, tj)も存在する．この
とき，

maxχA(Iij) = 1, minχA(Iij) = 0
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であるから，

S∆(χA) =
∑
15i5n
15j5m

maxχA(Iij)Area(Iij) =
∑
15i5n
15j5m

Area(Iij) = Area(I) = 1 · · · 1©

s∆(χA) =
∑
15i5n
15j5m

minχA(Iij)Area(Iij) = 0 · · · 2©

を得る．ゆえに， 1©, 2©より

s(χA) := sup
∆

s∆(χA) = 0 < 1 = S(χA) := inf
∆

S∆(χA)

となるので，これはχAは I上積分可能であることに矛盾する．ゆえにAは面積確定ではない．
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