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§2 行列の和・積・転置 演習問題2 解答
� 問題の難易度の目安【基礎】899 【標準】889 【発展】888

1 (899)(行列の可換性)

(1) 次の行列が可換aかどうか調べよ．

(a) A =

(
3 −1

−4 1

)
, B =

(
2 −3

−1 7

)
.

(b) A =

(
1 4

−3 2

)
, B =

(
−11 12

−9 −8

)
.

(2) 行列A =

(
0 1

1 0

)
と可換な行列をすべて求めよ．

a2つの行列 Aと B が可換とは AB = BAのことをいう．

解 (1)(a) 行列A =

(
3 −1

−4 1

)
，B =

(
2 −3

−1 7

)
について，

AB =

(
3 −1

−4 1

)(
2 −3

−1 7

)
=

(
7 −16

−9 19

)
,

BA =

(
2 −3

−1 7

)(
3 −1

−4 1

)
=

(
18 −5

−31 8

)
.

(b) (a) 行列A =

(
1 4

−3 2

)
，B =

(
−11 12

−9 −8

)
について，

AB =

(
1 4

−3 2

)(
−11 12

−9 −8

)
=

(
−47 −20

15 −52

)
,

BA =

(
−11 12

−9 −8

)(
1 4

−3 2

)
=

(
−47 −20

15 −52

)

ゆえ，AB = BA．したがってAとBは可換．

(2) X =

(
x y

z w

)
とおく．AとXが可換であるとする．

AX = XA ⇐⇒

(
0 1

1 0

)(
x y

z w

)
=

(
x y

z w

)(
0 1

1 0

)

⇐⇒

(
z w

x y

)
=

(
y x

w z

)
· · · 1©
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となるような行列Xを決定したい．このとき 1©より x = w, y = z．

逆に x = w, y = zならば，X =

(
x y

y x

)
と書けて，

AX =

(
0 1

1 0

)(
x y

y x

)
=

(
y x

x y

)
,

XA =

(
x y

y x

)(
0 1

1 0

)
=

(
y x

x y

)

より確かにAX = XAとなる．以上より，Aと可換な行列は
(

x y

y x

)
の形の行列のすべて．

2 (899)(行列のべきの計算 1)

行列A =

(
−2 −1

3 1

)
について，次の問いに答えよ．ただし，I は単位行列，Oは

零行列とする．

(1) A2 + A+ I = Oを示せ．

(2) A3 = Iを示せ．

(3) A100を求めよ．

解 (1) 行列A =

(
−2 −1

3 1

)
について，A2 =

(
1 1

−3 −2

)
ゆえ，

A2 + A+ I =

(
1 1

−3 −2

)
+

(
−2 −1

3 1

)
+

(
1 0

0 1

)
=

(
0 0

0 0

)
= O.

あるいは，次のように解いてもよい：
【別解】Cayley-Hamiltonの定理よりA2 − (trA)A + (detA)I = O · · · a©が成り立つ．ここ
で，trA = −2 + 1 = −1，detA = (−2) · 1− (−1) · 3 = 1であるから，これら a©へ代入して，

A2 + A+ I = O.

(2) A2 + A+ I = Oの両辺にA− Iを左から掛けて，

(A− I)(A2 + A+ I)︸ ︷︷ ︸
=A3−I

= O ∴ A3 = I.

(3) A100 = (A3)
33 · A (2)

= I33A = A.
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3 (889)(行列のべきの計算 2)

(1) 行列 X =

 0 1 0

0 0 1

0 0 0

のべきを求めよ．
(2) 2つの行列A, Bが可換なとき，2項定理

(A+B)n = nC0A
n + nC1A

n−1B + · · ·+ nCnB
n

および，(1)を用いて，行列 Y =

 1 1 0

0 1 1

0 0 1

のべきを求めよ．

解 (1) 行列X =

 0 1 0

0 0 1

0 0 0

について，X2 =

 0 0 1

0 0 0

0 0 0

，X3 =

 0 0 0

0 0 0

0 0 0

．ゆえに
Xn = O (n = 3)．以上をまとめて，

Xn =




0 0 0

1 0 0

0 0 0

 (n = 2)

O (n == 3).

(2) 行列Y =

 1 1 0

0 1 1

0 0 1

はXを用いてY = I+Xと分解できる．このときXn = O (n = 3)

に注意して，2項定理を用いると，

Y n = (I +X)n = nC0I
n + nC1I

n−1X + nC2I
n−2X2

= I + nX +
n(n− 1)

2
X2

=

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

+

 0 n 0

0 0 n

0 0 0

+

 0 0 n(n−1)
2

0 0 0

0 0 0



=

 1 n n(n−1)

2

0 1 n

0 0 0

 .
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4 (888)(行列のべきの計算 3)

以下を証明せよ．

(1) 正方行列A, Bがべき零行列かつ可換ならば，AB, A+Bもべき零行列である
ことを示せ．ここに，正方行列Xがべき零であるとは，ある自然数 kがあって
Xk = Oとなることをいう．

(2) べき零行列A (Am = O)に対して，Aの指数関数を

expA := I + A+
1

2!
A2 + · · ·+ 1

(m− 1)!
Am−1

と定義する．A, Bがべき零かつ可換ならば指数法則

exp (A+B) = expA · expB

が成り立つことを示せ．

解 (1) A, Bが可換とすると，ある自然数 r, sが存在してAr = Bs = Oが成り立つ．ここで
t := min{r, s}とおく．A, Bは可換でもあるから，(AB)t = AtBt = O．したがって，ABはべ
き零である．次に，A, Bが可換だから 2項定理

(A+B)n = nC0A
n + nC1A

n−1B + · · ·+ nCnB
n =

n∑
k=0

nCkA
kBn−k · · · 1©

が成り立つ．ここで n := r + s− 1ととる．k = rならばAk = O．また，k < rならば

k < r ⇐⇒ n− k > n− r = s− 1

⇐⇒ n− k = s

ゆえ，Bn−k = Oである．ゆえに，すべての 0 5 k 5 nに対してAkBn−k = Oだから， 1©より
(A+B)r+s−1 = O，すなわちA+Bもべき零である．

(2)
expA · expB =

(
r−1∑
k=0

1

k!
Ak

)(
s−1∑
j=0

1

j!
Bj

)

=
n−1∑
`=0

1

`!

(∑
k+j=`

`!

k!j!
AkBj

)
, n = r + s− 1.

ここで，0 5 k 5 r − 1，0 5 j 5 s− 1より k = rのときAk = O，j = sのときBj = Oである
ので，これらの項も補うことにより

expA · expB =
n−1∑
`=0

1

`!

(∑̀
k=0

`!

k!(`− k)!
AkB`−k

)

=
n−1∑
`=0

1

`!
(A+B)` = exp (A+B) .
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5 (899)(行列の転置 1)

行列A =

(
1 2 −1

3 1 0

)
に対して，転置行列 tAを求め，積 tAAおよびAtAを求めよ．

解 行列A =

(
1 2 −1

3 1 0

)
に対する転置行列は tA =

 1 3

2 1

−1 0

．また，

tAA =

 1 3

2 1

−1 0

( 1 2 −1

3 1 0

)
=

 10 5 −1

5 5 −2

−1 −2 1

 ,

AtA =

(
1 2 −1

3 1 0

) 1 3

2 1

−1 0

 =

(
6 5

5 10

)
.

6 (889)(行列の転置 2;対称行列・交代行列)

n次正方行列Aについて，次の各問いに答えよ．

(1) 1

2
(A+ tA)は対称行列であることを示せ．

(2) 1

2
(A− tA)は交代行列であることを示せ．

(3) Aは対称行列と交代行列の和で表されることを示せ．

(4) A =

 1 2 3

3 4 5

5 6 7

を対称行列と交代行列の和で表せ．

解 以下，Aは n次正方行列とする．

(1) t

(
1

2
(A+ tA)

)
=

1

2
(tA+ t(tA)) =

1

2
(A+ tA)ゆえ，1

2
(A+ tA)は対称行列．

(2) t

(
1

2
(A− tA)

)
=

1

2
(tA− t(tA)) = −1

2
(A− tA)ゆえ，1

2
(A− tA)は交代行列．

(3) 任意の正方行列Aは，(1),(2)を用いると．次のように表される：

A =
1

2

(
A+ tA

)
+

1

2

(
A− tA

)
= (対称行列) + (交代行列).
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(4) A =

 1 2 3

3 4 5

5 6 7

に対して，tA =

 1 3 5

2 4 6

3 5 7

であるから，(1), (2)より

1

2

(
A+ tA

)
=

 1 5/2 4

5/2 4 11/2

4 11/2 7

 : 対称行列,

1

2

(
A− tA

)
=

 0 −1/2 −1

1/2 0 −1/2

1 1/2 0

 : 交代行列.

したがって，(3)の証明の過程から

A =

 1 5/2 4

5/2 4 11/2

4 11/2 7

+

 0 −1/2 −1

1/2 0 −1/2

1 1/2 0

 .
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