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1 実数および連続関数

1.1 自然数、整数、有理数について

• N : 自然数全体の集まり (集合）:{1, 2, 3, · · · , n, n+ 1, · · · }

• Z : 整数全体の集まり（集合）:{0,±1,±2,±3, · · · ,±n, · · · }

• Q : 有理数全体の集まり（集合）
{ n

m
: m,nは整数でm ̸= 0

}

1.2 小数

• 小数 : 0と 1の間にある数で 0.a1a2 · · · an · · · と表記する．但し,

各 an は 0 ≦ an ≦ 9を満たす整数

• 0.a1a2 · · · an · · · の a1a2 · · · an · · · を小数部分という．また an を

小数第 n位の数という．

例題 1 (小数の型).

(1) 0.141421356, 0.23620679, 0.33（有限小数：小数点以下の数が

有限個）

(2) 0.333333 · · · , 0.12121212 · · ·（循環小数：小数点以下一定の長
さの数が循環して現れる）

(3) 0.14159765 · · · , 0.123254809 · · ·（非循環小数）

注意 1. (1) 有限小数は有理数である．また，循環小数も有理数である．

証明 1. 有限小数は 0.a1a2 · · · an (an ̸= 0)(小数 n位）と表わされ

るので，

0.a1a2 · · · an = 0.a1 + 0.0a2 + 0.00a3 + · · ·+ 0.

n−1︷ ︸︸ ︷
000 · · · 0 an

=
a1
10

+
a2
102

+ · · ·+ an
10n

=
a1 10n−1 + a2 10n−2 + · · ·+ an

10n−1

は有理数である（分母は整数であり分子も整数の和として整数で

ある）．

次に，循環小数が有理数であることを示そう．循環小数を

0.a1a2 · · · ȧn = 0.
︷ ︸︸ ︷
a1a2 · · · an

︷ ︸︸ ︷
a1a2 · · · an · · ·

とかく．但し，最後の an ̸= 0とする．

0.a1a2 · · · ȧn =
a1a2 · · · an

10n
+

a1a2 · · · an
102n

+ · · ·

=
a1a2 · · · an

10n

(
1 +

1

10n
+

1

102n
+

1

103n
+ · · ·

)
=

a1a2 · · · an
10n

· 1

1− 1
10n

=
a1a2 · · · an
10n − 1

· · · (∗)

となり，有理数であることが分かる．但し，最後の式において，無

限等比級数の和に関する次の事実を用いた．

定理 1. |r| < 1ならば

1 + r + r2 + r3 + · · · = lim
n→∞

1− rn

1− r
=

1

1− r
(∵ lim

n→∞
rn = 0)

特に，r =
1

10n
と置けば最後の式 (∗)が得られる．

(2) 有理数 rは整数部分と小数部分に分けたとき，その小数部分は循

環小数として表されるもの，即ち，r = N+（循環小数），但し，

N ̸= 0は整数．

(3) 無理数 zは整数部分と小数部分に分けたとき，小数部分が循環し

ない小数として表されるもの，即ち，z = N+（循環しない小数）．

(4) 実数は有理数と無理数からなるり，実数全体の集合 Rは数直線上
の点と１対１に対応する．実数全体の集合を Rで表す

以上，４つの数の集合には次の包含関係がある．

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R

1.3 実数数列

実数からなる数列（実数列）x1, x2, · · · , xn, · · · ,= {xn}∞n=1を考える．

▶ {xn}が有界とは、全ての番号 nに対し、|xn| ≦ M となる実数 R

が存在するときをいう．

例題 2.

• 実数列
{ n

3n

}∞
n=1
は有界である．実際、

n

3n
< 1.

証明 2. 不等式 n < 3nを、数学的帰納法で示す．まず、(I) n = 1

のとき、左辺= 1,右辺= 3で不等式は成立．(II) n = k > 1のと

き、不等式が成立していると仮定する, 即ち、k < 3kと仮定する．

n = k+ 1のとき、帰納法の仮定から 3k+1 = 3 · 3k > 3k > k+ 1．

このことは、不等式が n = k + 1のとき成立している事を示して

いる．故に、全ての自然数 nに対して、n < 3n,即ち、
n

3n
< 1が

成立する．

定義 1.

• 実数列 {xn}が単調増加であるとは、xn ≦ xn+1 がすべての自然数 n

に対して成立するときをいう．逆に，xn ≧ xn+1 が全ての nに対して

成立するとき，数列 {xn}は単調減少であるという．

レポート問題 1. 次の問いに答えよ．

(1)
2

7
を循環小数で表せ．

(2) 循環小数 0.17
·
4 = 0, 174174174 · · · を有理数表記せよ．

(3) 数列
{
n2

3n

}
は有界である．

(4) 数列
{ n

2n

}
は単調減少である．

1.4 変数と関数

• 変数とはある範囲内にある任意の数を記号で表したもので，x, y

等の記号（文字）を用いる．

• 関数とは，変数 xに対して唯一つの値 yを対応させる規則のこと

をいう．この対応の規則を xの関数といい y = f(x)とかく．こ

の yを従属変数と呼ぶこともある．

• 関数 y = f(x)が定義できる（有限な値として一意的に確定する）

ときの，xが満たすべき条件（範囲）を定義域という．このとき，

関数値 y = f(x)が取り得る範囲を値域という
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注意 2. (1) 変数 xが 0 ≦ x ≦ 1を満たす，または，0 ≦ x ≦ 1を満

たす変数 xとは 0以上 1以下の全ての値をとり得る数を記号で表

したもので，xは特定された値を指すものでない．

(2) 　変数 xに対して x2 を対応させる規則を f(x) = x2 とかく．

(3) 関数 f(x) = x2の定義域は−∞ < x <∞ = (−∞,∞)（数直線全

体R）である．また，y = f(x) = x2 ≧ 0より，地域は {y ≧ 0} =
[0,∞)（半開区間）

(4) y = f(x) =
√
xの定義域は {x : x ≧ 0}である．そのとき，

√
x ≧ 0

より値域は {y : y ≧ 0} = [0,∞)

例.

(1) f(x) = ax+ b (a ̸= 0)（１次関数）

(2) f(x) = ax2 + bx+ c (a ̸= 0)（２次関数）

(3) f(x) = sinx, cosx tanx（三角関数）

(4) f(x) = ax (a > 0)（指数関数）

(5) f(x) = loga x (a > 0, x > 0)（対数関数）

1.5 連続関数

定義 2. f(x) が閉区間 [a, b] で連続であるとは，a ≦ c ≦ b に対し，

f(c) = lim
x→c
x ̸=c

f(x)⇐⇒ lim
x→c
x̸=c

(f(x)− f(c)) = 0 のとき

コラム. lim
x→a

f(x) = f(a), lim
x→a

g(x) = g(a) のとき，

lim
x→a

f(x) · g(x) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x) = f(a)g(a).

逆は一般には成り立たない．実際，

1 = lim
x→0

1 = lim
x→0

(
x · 1

x

)
= lim

x→0
x · lim

x→0

1

x
= 0×∞

．

例題 3. f(x) =
1

x(1− x)
は開区間 (0, 1)で連続である．しかし．x = 0, 1

では連続でない．

lim
x→0

f(x) = lim
x→1

f(x) =∞

実は f(x)は x = 0, 1では定義できない．大学初年次で扱う関数の多く

は連続関数である．

例題 4. f(x) =


sinx

x
if x ̸= 0

A if x = 0
が x = 0で連続になるように A

の値を求めよ．

lim
x→0

f(x) = f(0) = A となるように Aの値を求める．

lim
x→0

f(x) = lim
x→0
x ̸=0

f(x) = lim
x→0
x ̸=0

sinx

x
= 1

f(x)が x = 0で連続であるためには lim
x→0

f(x) = f(0) = A より A = 1

を得る．

例題 5. f(x) =

x2 if x < 1

x+A if x ≧ 1
が x = 1で連続となるように

Aの値を求めよ．

実際，

lim
x→1

x2 = 1 , lim
x→1

(x+A) = 1 +A

f(1) = 1 = 1 +A ∴ A = 1

2 微分可能な関数

2.1 微分可能性

定義 3. 関数 x = aを含む開区間で定義された関数 f(x)について，次

の極限値

f ′(a) := lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h

が存在するとき，f(x) は x = a で微分可能という．f ′(a) を f(x) の

x = aでの微分係数という．関数 f(x)が開区間 (a, b)の各点で微分可能

であるとき，f(x)は (a, b)で微分可能という．

定理 2. f(x)が x = aで微分可能ならば f(x)は x = aで連続．逆は一

般には正しくない．

証明 3. lim
x→a

(x− a) = 0, lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a)より，

lim
x→a

(f(x)− f(a)) = lim
x→a

(x− a) · f(x)− f(a)

x− a

= lim
x→a

(x− a) · lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

= 0 · f ′(a) = 0.

よって，0 = lim
x→a

(f(x)− f(a)) ∴ lim
x→a

f(x) = f(a).

故に，f(x)は x = aで連続．

例題 6. f(x) =
√
x(1− x) (0 ≤ x ≤ 1)について，

lim
x→0

√
x(1− x)−

√
0

x− 0
= lim

x→0

√
x(1− x)

x

= lim
x→0

√
1− x√
x

= +∞

よって，f(x)は x = 0で微分可能ではない．

2.2 導関数

定義 4. 閉区間 [a, b]で連続かつ開区間 (a, b)（の各点）で微分可能な関

数 f(x)について，関数

df

dx
(x) = f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

を関数 f(x)の導関数という．

コラム. 導関数 f ′(x)の x = aでの値 f ′(a)が f(x)の x = aでの微分

係数である．

公式 1 (覚えておこう). (1) (af(x)± bg(x)) = af ′(x)±bg′(x)（微分

操作の線形性）.

(2)
{
f(x) · g(x)

}′
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)（積の微分法）.

(3)

{
f(x)

g(x)

}′
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g(x)2
（分数関数の微分法）.

(4)
{
f (g(x))

}′
= f ′ (g(x)) · g′(x)（合成関数の微分法）．

(5)
{
log |f(x)|

}′
=

f ′(x)

f(x)
　（対数微分法）.
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3 初等関数の導関数

3.1 高校数学に登場する関数の導関数（復習）

公式 2 (覚えておこう). (1) f(x) = xk, f ′(x) = kxk−1．更に，(
n∑

k=0

akx
k

)′
=

n∑
k=1

kakx
k−1.

(2)

( n
√
x)′ =

(
x

1
n

)′
=

1

n
x

1
n−1

(xα)
′
= αxα−1，但し，xα = eα log x.

(3)

(sinx)′ = cosx

(cosx)′ =
(
sin(x+

π

2
)
)′

= cos(x+
π

2
)
(
x+

π

2

)′
= cos(x+

π

2
) · 1 = − sinx

(4) (tanx)′ = sec2 x = 1 + tan2 x.

(5) (ex)′ = ex, (log |x|)′ = 1

x
.

(6)
(
log(x+

√
x2 + 1)

)′
=

1 +
x√

x2 + 1

x+
√
x2 + 1

=
1√

x2 + 1

3.2 高階導関数

関数 f(x)が n-回微分して得られる関数を n-階導関数といい，

dnf

dxn
(x) = f (n)(x)

とかく．特に，f(x) = f (0)(x)．帰納的に

f (n)(x) =
dnf

dxn
(x) =

d

dx

(
dn−1f(x)

dxn−1

)
と定義される．

例題 7.

f(x) = sinx → f ′(x) = sin(x+
π

2
)

→ f
′′
(x) = sin(x+ 2 · π

2
)→ · · ·

→ f (n)(x) = sin(x+
nπ

2
)

f(x) = cosx → f ′(x) = cos(x+
π

2
)

→ f
′′
(x) = cos(x+ 2 · π

2
)→ · · ·

→ f (n)(x) = cos(x+
nπ

2
)

f(x) = tanx → f ′(x) = 1 + tan2 x

→ f
′′
(x) = 2(tanx+ tan3 x)

→ f3(x) = 2(1 + 4 tan2 x+ 3 tan4 x)

公式 3 (ライプニッツの公式). :(
f(x) · g(x)

)(n)
=

n∑
k=0

nCk f
(k)(x) · g(n−k)(x)

例題 8. 次が成り立つ：

• f(x) = xmex =⇒ f (n)(x) = ex ·
n∑

k=0

nCk k!mCk x
m−k

• f(x) = ex sinx =⇒ f (n)(x) = ex ·
n∑

k=0

sin(x+
kπ

2
)

演習問題 1. f(x) = sinx cosxの n-階導関数 f (n)(x)を求めよ．

（ヒント：sinx cosx =
1

2
sin 2x）

4 微分学の基本定理

定理 3. (1) 閉区間 [a, b]で連続かつ開区間 (a, b)で微分可能な関数を

f(x)とする．そのとき，
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)となる a < c < bが

少なくとも一つ存在する．

(2) 閉区間 [a, b] で連続かつ開区間 (a, b) で微分可能な非定数関数を

f(x)とする．そのとき，f(a) = f(b)ならば，f ′(c) = 0をみたす

a < c < bが少なくとも一つ存在する（ロールの定理）

Proof. g(x) = f(x)−f(b)− f(a)

b− a
xとおけば，g(a) = g(b) =

bf(a)− af(b)

b− a
.

ロールの定理より，g′(c) = 0を満たす a < c < bが少なくとも一つ存在

する．g′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
より，平均値の定理の証明を得る．

ロールの定理は最大値・最小値定理から従う．実際，g(x)は閉区間で

連続なので，最大値 M = g(x1)・最小値 m = g(x0) (a ≤ x0, x1 ≤ b)

をとる．

• x0 = x1 ならば g(x) = M = m.　よって，g(x)は定数関数．こ

の場合は除外する．こうして，以後は，x0 ̸= x1 とする．

• x0 = aならば x1 ̸= x0 より a < x1 < b.

ここで g(x1) = mは最小値なので a < x < bを満たす任意の xに

対して g(x) ≧ g(x1) = m．こうして，十分小さな h > 0に対し

g(x1 ± h) ≧ g(x1)が成立する．故に，

0 ≧ g(x1 + h)− g(x1)

h

h→0−→ g′(x1)

0 ≦ g(x1 − h)− g(x1)

−h
h→0−→ g′(x1)

よって，

0 ≦ g′(x1) ≦ g′(x1) ≦ 0 ∴ g′(x1) = 0.

この時は c = x1 と置けばよい．

• x1 = aならば x0 ̸= x1 より a < x0 < b.

0 ≧ g(x0 + h)− g(x0)

h

h→0−→ g′(x0)

0 ≦ g(x0 − h)− g(x0)

−h
h→0−→ g′(x0)

よって，

0 ≦ g′(x0) ≦ g′(x0) ≦ 0 ∴ g′(x0) = 0.

この時は c = x0 と置けばよい．

• x0 = bおよび x1 = bの場合も同様の議論で定理は証明される．
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例題 9. f(x) = x3について f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
となる cを求めよ．但

し，0 < a < bとする．

実際，

f ′(c) = 3c2 =
b3 − a3

b− a
= b2 + ab+ a2 =⇒ c =

√
a2 + ab+ b2

3

特に，a < c < bは明らか．

例. f(x) = x3 − 3x (1 ≤ x ≤ 2)について f ′(c) =
f(2)− f(1)

2− 1
となる

c (1 < c < 2)を求めよ．

実際，f ′(c) = 3c2 − 3 = 2より，c =

√
5

3
.

5 テーラーの定理

5.1 平均値の定理の一般化

定理 4. 関数 f(x)を (a − r, a + r) (r > 0)で Cn+1-級とする,そのと

き，f(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1 を満たす c =

a+ (x− a)θ (0 < θ < 1)が存在する．

Proof.

F (x) = f(b)−
n∑

k=0

f (k)(x)

k!
(b− x)k −A(b− x)n+1

とおく（これはテクニックでもある）．但し，F (a) = F (b)となるよう

に Aを決める．

F (a) = f(b)−
n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k −A(b− a)n+1

= F (b) = f(b)− f(b) = 0

f(b) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k +A(b− a)n+1

F ′(x) = −
n∑

k=0

f (k+1)(x)

k!
(b− x)k +

n∑
k=1

f (k+1)(x)

(k − 1)!
(b− x)k−1

+(n+ 1)A(b− x)n

= −
n∑

k=0

f (k+1)(x)

k!
(b− x)k +

n−1∑
k=0

f (k)(x)

k!
(b− x)k

+(n+ 1)A(b− x)n

= −f (n+1)(x)

n!
(b− x)n + (n+ 1)A(b− x)n

よって，ロールの定理より，F ′(c) = 0となる c (a < c < b)が少なくと

も一つ存在する．このとき，A =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
. よって、

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k +

f (n+1

(n+ 1)!
(c)(x− a)n+1

と表される．

例題 10. • ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+

eθx

(n+ 1)!
xn+1 (0 < θ < 1)

∴ ex =

∞∑
n=0

xn

n!
<∞

• sinx =

n∑
k=1

(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
cos θx (0 < θ < 1)

∴ sinx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
<∞

• ∴ cosx =

n∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)!
+ (−1)n+1 x2n+2

(2n+ 2)!
cos θx (0 < θ < 1)

∴ cosx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
<∞

• log(1 + x) =

n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
+

(−1)n

n+ 1
·
(

x

1 + θx

)n+1

(0 < θ < 1)

∴ log(x+ 1) =

∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
<∞

5.2 関数の近似（マクローリン展開の応用

• f(x) = f(0) + f ′(0)x+ o(|x|)（一次近似）

lim
x→0

o(|x|) = 0 = lim
x→0

o(|x|)
x

.ここで，o(1) = o(|x|)と書くことも
ある．

• f(x) = f(0) + f ′(0)x+
1

2
x2 + o(|x|2)（２次近似）

lim
x→0

o(|x|2) = 0 = lim
x→0

o(|x|2)
x2

.ここで，o(2) = o(|x|2)と書くこと
もある．

例. sinx = x+ o(|x|2). cosx = 1− 1

2
x2 + o(|x|3).

6 応用微分学

6.1 極値問題

高等学校で学んだように，極大値・極小値については以下の事が知ら

れている：

(1) f ′(a) = 0 & f
′′
(a) > 0 =⇒ f(a)は極小値である．

(2) f ′(a) = 0 & f
′′
(a) < 0 =⇒ f(a)は極大値である．

コラム. f(x)が x = aで極値をもつ =⇒ f ′(a) = 0.

一方，３次関数 f(x) = x3 については f ′(x) = 3x2 より f ′(0) = 0で

あるが f(0) = 0は極大値でも極大値でもない． f ′(a) = 0は x = aで

極値をもつための必要条件であって十分条件でない．

それでは，x = aで極値を取るための必要十分条件は何であろうか．

▶ f(a)を極大値とすると，h > 0（十分小）に対して

f(a± h) ≦ f(a) =⇒ 0 ≧ f(a+ h)− f(a)

h
&

f(a− h)− f(a)

h
≦ 0.

. h→ 0とすれば，0 ≧ f ′(a) &f ′(a) ≦ 0より f ′(a) = 0.　

▶ f(a)が極小値とすると，h > 0（十分小）に対して

f(a± h) ≧ f(a) =⇒ 0 ≦ f(a+ h)− f(a)

h
&

f(a− h)− f(a)

h
≧ 0.

　 h→ 0とすれば，0 ≦ f ′(a) &f ′(a) ≦ 0より f ′(a) = 0.　

コラム (極値の求め方). (i) f ′(a) = 0なる aを求める.即ち，f ′(x) =

0の解を求める（解が極値を与える候補となる）．

(ii) f ′(x) = 0の解の一つを x = aとする．f
′′
(a)の値を求める．

• f
′′
(a) > 0 =⇒ f(a)極小値 • f

′′
(a) < 0 =⇒ f(a)極大値.
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6.2 ロピタルの定理

定理 5. ．

(1) f(x), g(x)は開区間 (a − r, a + r)で微分可能かつ (a − r, a + r)

の x = a以外で g′(x) ̸= 0とし，lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0とする．

そのとき，

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
<∞ =⇒ lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

f(x)

g(x)
.

(2) f(x), g(x) は開区間 (a,+∞) で微分可能かつ g′(x) ̸= 0 とし，

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =∞とする．そのとき，

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
<∞ =⇒ lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

f(x)

g(x)
.

例題 11. (1) lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

sinx

2x
=

1

2
.

(2) lim
x→0

4x − 3x

x
= lim

x→0

4x log 4− 3x log 3

1
= log 4− log 3 = log

4

3
.

(3) lim
x→∞

xn

ex
= lim

x→∞

nxn−1

ex
= · · · = lim

x→∞

n!

ex
= 0.

6.3 一次近似

関数 f(x)を x = aで C2-級とする．このとき，テーラーの定理より，

h = x− a⇐⇒ x = a+ h(hは十分小）とおくと，

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+R2(=
f

′′
(a+ θh)

2
h2)

を得る．この応用としての次の No.7(6.2)例題を考えてみよう．

例題 12. (1) f(x) =
√
x (x > 0)について，

f ′(x) =
1

2
√
x
, f

′′
(x) = −1

4
x−

3
2 より，

√
a+ h =

√
a+

1

2
√
a
h− 1

8
(a+ θh)−

3
2h2.

故に，a = 4, h = 0.01とおくと，4 < c = 4 + 0.01θ < 4.01より，

√
4.01 =

√
4 +

0.01

2
√
4
= 2 +

0.01

4

|R2| =
1

8c
3
2

(0.01)2 <
1

8× 4
3
2 × 10000

=
1

64× 10000
< 0.000002.

こうして１次近似
√
4.01 ∼ 2 + 0025 = 2.0025, R1 < 0.000002を

得る．誤差の限界は R1 < 0.000002である．

(2) ea = 1 + a+
1

2!
a2 + · · ·+ ea

n!
an +Rn+1

Rn+1 =
eaθ

(n+ 1)!
<

ea

(n+ 1)!
(∵) eaθ < ea (for 0 < θ < 1).

特に，a = 1とおけば，e = 1 +１+
1

2!
+ · · ·+ e

n!
+Rn

e < 3より，Rn+1 =
eθ

(n+ 1)!
<

e

(n+ 1)!
<

3

(n+ 1)!

特に，n = 3なら，e ∼ 1 + 1 +
1

2
+

1

6
=

8

3
.

最大誤差は
3

24
=

1

8
= 0.125.

特に，eが有理数でないことも最大誤差を用いて示せる．

6.4 逆関数

▶ 関数 y = f(x)の定義域とは f(x)が関数として定義される xの範

囲の事である．そのとき，y = f(x)の取りうる値の範囲を値域と

いう．

▶ 関数 f(x)と関数 g(x)の合成関数 f(g(x))を考えるとき，g(x)の

値域は f(x)の定義域に含まれなければならない．

▶ y = f(x)の逆関数とは f(g(x)) ≡ x（恒等的）なる関数 g(x)の事

である（関数 f(x)に対し，その逆関数 g(x)が常に存在するとは

限らない）.特に，f(g(x)) = xで xが g(x)の定義域内を動くの

で，f(x)の値域は g(x)の定義域に含まれる事が分かる．

▶ 　 y = f(x)の逆関数 g(x)を f−1(x)にて表す．

こうして，f(f−1(x)) = xを得る．両辺を xで微分して，逆関数

の微分の公式

f (g(x)) = x =⇒ (g(x))
′
=

1

f ′ (g(x))

∴
(
f−1(x)

)′
=

1

f ′ (f−1(x))

6.4.1 三角関数の逆関数

(1) 関数 y = sin−1 xを逆正弦関数といい，定義域 −1 ≦ x ≦ 1の範

囲で連続で，値域は −π

2
≦ y ≦ π

2
.特に，sin

(
sin−1 x

)
= xより(

sin−1 x
)′

=
1

cos(sin−1 x)
=

1√
1− x2

（例題１０を見よ！）

(2) 関数 y = cos−1 x を逆余弦関数といい，定義域 −1 ≦ x ≦ 1 の

範囲で連続で，値域は 0 ≦ y ≦ π. 特に，cos
(
cos−1 x

)
= x より(

cos−1 x
)′

=
1

− sin(cos−1 x)
= − 1√

1− x2
（例題１０を見よ！）

(3) 　関数 y = tan−1 xを逆正接関数といい，定義域−∞ < x < +∞
の範囲で連続で，値域は −π

2
< y <

π

2
.このとき，

(
tan−1 x

)′
=

1

1 + tan2(tan−1 x)
=

1

1 + x2

例題 13. (1) −π

2
≦ sin−1 x ≦ π

2
より，cos

(
sin−1 x

)
≧ 0.よって，

cos
(
sin−1 x

)
=

√
1− sin2

(
sin−1 x

)
=

√
1−

(
sin
(
sin−1 x

))2
=

√
1− x2.

(2) 0 ≦ cos−1 x ≦ πより，sin
(
cos−1 x

)
≧ 0. よって，

sin
(
cos−1 x

)
=

√
1− cos2 (cos−1 x)

=

√
1− (cos (cos−1 x))

2
=
√
1− x2.

(3) a = sin−1(
1√
2
) , b = cos−1(

1√
2
) とおく．そのとき，a + b =

sin−1(
1√
2
) + cos−1(

1√
2
) は次のようにして求める．sin a =

1√
2

より a =
π

4
.一方， cos b =

1√
2
より b =

π

4
.よって，a+ b =

π

2
.

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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7 演習問題（補足）

演習問題 2.

(1) lim
n→∞

an

n!
(a > 0) = 0を示せ．

(2) lim
n→∞

n
√
n = 1を示せ．

(3) lim
n→∞

(1 +
1

n
)n = eを認めて， lim

n→∞
(1 +

1

n2
)n = 1を示せ．

演習問題 3.

(1) lim
x→1

1

x− 1

(
1√
x
− 1

)
= −1

2
を示せ．

(2) lim
x→0

sin(x2)

x
= 0を示せ．

(3) lim
x→0

tanx

x
= 1を示せ．

(4) lim
x→π

2

sin(cosx)

cosx
= 1を示せ．

(5) lim
x→∞

(
√
x2 + x+ 2−

√
x2 − x+ 2) = 2を示せ．

演習問題 4. (1) sin−1
1√
2
, (2) sin−1(−

√
3

2
)

(3) tan−1
1

2
+ tan−1

1

3
(4) sin−1 1, (5) cos−1

√
3

2
(6) tan−1

√
3 (7) tan−1(−1) (8) lim

x→∞
tan−1 x

(9) 2 tan−1
1

3
+ tan−1

1

7
, (10) lim

x→−∞
tan−1 x

· · · · · ·
(1) :

π

4
(2) : −π

3
(3) :

π

4
(4) :

π

2
(5) :

π

6
(6) :

π

3
(7) : −π

4
(8) :

π

2
(9) :

π

4
(10) : −π

2

演習問題 5. (1) cos2(sin−1 x) = 1− x2, (2) cos2(cos−1 x) = x2

(3) cos2(tan−1 x) =
1

x2 + 1
を示せ．

演習問題 6. y = f−1(x)について，

f(f−1(x)) = x =⇒ f ′(f−1(x))
(
f−1(x)

)′
= 1

より，y′ =
(
f−1(x)

)′
=

1

f ′(f−1(x)
=

1

f ′(y)
.次の公式を示せ．

(1) (sin−1 x)′ =
1√

1− x2
. (2) (cos−1 x)′ =

−1√
1− x2

(3) (tan−1 x)′ =
1

1 + x2
.

演習問題 7 (次を示せ). 　

1) sin−1
x

a
(a > 0) =

1√
a2 − x2

.

2) cos−1
x

a
= − 1√

a2 − x2
.

(3) tan−1
x

a
=

a

a2 + x2
.

演習問題 8 (次の関数を微分せよ).

(1) x log x− x (2) log(x+
√

x2 + 1) (3) 4x − 3x (4) 2sin x

(5) xx(x > 0) (6) xlog x (7) sin−1
√
1− x2 (8) tan−1

1 + x

1− x

演習問題 9. n階導関数を求めよ

(1) x2ex (2) cosx cos 2x (3)
1

x(x+ 1)
(4)xn−1 log x

(5) f(x) = tan−1 xのとき，(1 + x2)f(x) = 1を示し，

(1 + x2)f (n)(x) + 2nxf (n−1)(x) + n(n− 1)f (n−2)(x) = 0 (n ≧ 2)

を示せ．また，f (n)(0)を求めよ．

演習問題 10. 次の関数のマクローリン展開を求めよ．

(1) 2x (2) (ex + 1)2 (3) 2 sinx sin 2x (4) cos2 x

演習問題 11 (ロピタルの定理). 次の極限値を求めよ．

(1) lim
x→0

4x − 3x

x
(2) lim

x→∞

log x

x
(3) lim

x→∞

xn

ex

(4) lim
t→0

e4t − et − 3t

t2
(5) lim

x→∞

(log x)n

x
(6) lim

x→∞
x

1
x

演習問題 12. テーラーの公式：

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+
f ′′(a)

2!
h2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
hn +Rn+1(a;h)

但し，

Rn+1 =
f (n+1)(a+ θ h)

(n+ 1)!
hn+1 (0 < θ < 1)

この公式を利用して，次の値の一次近似と誤差を求めよ．

(1)
3
√
8.01 (2)

5
√
31 (3) log(1 +

1

100
)

f(x) = m
√
x, f ′(x) =

1

m

m
√
x

x
, f

′′
(x) = − (m− 1)

m2

m
√
x

x2

g(x) = log(1 + x), g′(x) =
1

1 + x
, g

′′
(x) = − 1

(x+ 1)2

(1) 2.00083, |R2(8, 0.01) < 0.00000035

(2) 1.9875, |R2(32,−1)| < 0.0027

(3) 0.01, |R1(1, 0.01)| < 0.00005

演習問題 13.

ea = 1 + a+
1

2!
a2 + · · ·+ 1

n!
an +Rn ; Rn <

3

(n+ 1)!

を示して e が無理数である事を示せ．

演習問題 14. 次の関数の極値を求めよ．

(1) f(x) = x3 − 3x+ 2

(2) f(x) = x log x (x > 0)

(3) f(x) = sinx (0 ≦ x ≦ 2π)

(4) f(x) =
1

1 + x2
(−1 ≦ x ≦ 1)

(5) f(x) = xe−
x2

2
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7.1 演習問題の解答例

演習問題３

(1) 0 < a < 1ならば lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

n!
= 0 ∴ lim

n→∞

an

n!
= 0.

a ≧ 1のときは，k > 2aとなる自然数 kをとる．n > kとなる任

意の自然数 nに対して，
a

n
<

a

k
<

1

2
ゆえ，

an

n!
=

k︷ ︸︸ ︷
a · a · · · a
1 · 2 · · · k

·

(n−k)︷ ︸︸ ︷
a · a · · · a

(k + 1) · · · ·n
=

ak

k!
· a

k + 1
· · · a

n

<
ak

k!
·
(
1

2

)n−k

=

(
2k · a

k

k!

)
· 1

2n
n→∞−→ 0

(2) ロピタルの定理から lim
x→∞

log x

x
= lim

x→∞

1

x
= 0. f(x) = x

1
x = e

log x
x

より， lim
x→∞

x
1
x = lim

x→∞
e(

log x
x ) = e0 = 1.

(3) n2 = mとおくと． lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n

= lim
m→∞

(
1 +

1

m

)√m

= lim
m→∞

e

(
1√
m

log(1+ 1
m )m

)

lim
m→∞

1√
m

log

(
1 +

1

m

)m

= lim
m→∞

log
1√
m
· lim
m→∞

log

(
1 +

1

m

)m

= 0 · 1 = 0

∴ lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n

= e0 = 1

演習問題 4

(1)

lim
x→1

1

x− 1

(
1√
x
− 1

)
= lim

x→1

(−1)√
x · (
√
x+ 1)

= −1

2

(2)

lim
x→0

sinx2

x
= lim

x→0
x · sinx

2

x2
=
(
lim
x→0

x
)
·
(
lim
x→0

sinx2

x2

)
= 0 · 1 = 0

(3) lim
x→0

tanx

x
= lim

x→0

(
1

cosx

)
·
(
sinx

x

)
= 1 · 1 = 1

(4) lim
x→π

2

sin(cosx)

cosx

t=cos x
= lim

t→0

sin t

t
= 1 (∵ x→ π

2
←→ t = cosx→ 0)

(5) lim
x→+∞

(√
x2 + x+ 2−

√
x2 − x+ 2

)
= lim

x→+∞

2x√
x2 + x+ 2 +

√
x2 − x+ 2

= lim
x→+∞

2√
1 + 1

x + 1
x2 +

√
1− 1

x + 1
x2

= 1

演習問題 5

(1) sin−1
1√
2
= t⇐⇒ sin t =

1√
2

(
−π

2
< t <

π

2

)
∴ t =

π

4

(2) sin−1

(
−
√
3

2

)
= t⇐⇒ sin t = −

√
3

2

(
−π

2
< t <

π

2

)
∴ t = −π

3

(3) α = tan−1
1

2
, β = tan−1

1

3
=⇒ tanα =

1

2

tanβ =
1

3
−→ tan(α+ β) =

1− tanα tanβ

tanα+ tanβ
=

5
6

1− 1
6

= 1.

tan(α+ β) =
π

4
←→ α+ β =

π

4
i.e. tan−1

1

2
+ tan−1

1

3
=

π

4

(4) sin−1 1 = t⇐⇒ sin t = 1 ∴ t =
π

2

(5) cos−1
√
3

2
= t⇐⇒ cos t =

√
3

2
(0 < t < π) ∴ t =

π

6

(6) tan−1
√
3 = t⇐⇒ tan t =

√
3

(
−π

2
< t <

π

2

)
∴ t =

π

3

(7) tan−1 1 = t⇐⇒ tan t = 1 ∴ t =
π

4

(8) t = tan−1 x⇐⇒ x = tan t. x→∞←→ t→ π

2
}

∴ lim
x→∞

tan−1 x = lim
t→π

2

t =
π

2

(9) α = tan−1
1

3
, β = tan−1

1

7
⇐⇒ tanα =

1

3
,

tanβ =
1

7
tan(2a+ β) =

tan 2α+ tanβ

1− tan 2α tanβ

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
=

2
3

1− 1
9

=
3

4
.

∴ tan(2α+ β) =
3
4 + 1

7

1− 3
4

1
7

=
25

25
= 1

(10) t = tan−1 x⇐⇒ x = tan t. x→ −∞←→ t→ −π

2

∴ lim
x→−∞

tan−1 x = lim
t→−π

2

t = −π

2

演習問題６

(1) cos2(sin−1 x) = 1− sin2(sin−1 x) = 1− {sin(sin−1 x)}2 = 1− x2

(2) cos2(cos−1 x) = {cos(cos−1 x)}2 = x2

(3)

cos2(tan−1 x) =
1

1 + tan2(tan−1 x)

=
1

1 + {tan(tan−1 x)}2
=

1

1 + x2

演習問題７

(1)
(
sin−1 x

)′
=

1

cos(sin−1 x)
=

1√
1− sin2(sin−1 x)

=
1√

1− x2

∵ −π

2
≦ sin−1 x ≦ π

2
∴ cos(sin−1 x) ≧ 0

(2)
(
cos−1 x

)′
=

−1
sin(cos−1 x)

=
−1√

1− cos2(cos−1 x)
=

−1√
1− x2

∵ 0 ≦ cos−1 x ≦ π ∴ sin(cos−1 x) ≧ 0

(3)
(
tan−1 x

)′
=

1

1 + tan2(tan−1 x)
=

1

1 + x2
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演習問題８

(1)
(
sin−1(

x

a
)
)′

=

(
x
a

)′
cos
(
sin−1(xa )

) =
1
a√

1− sin2
(
sin−1(xa )

)
=

1
a√

1− (xa )
2
=

1√
a2 − x2

(2)
(
cos−1(

x

a
)
)′

=
−
(
x
a

)′
sin
(
cos−1(xa )

) =
− 1

a√
1− cos2

(
cos−1(xa )

)
=

− 1
a√

1− (xa )
2
=

−1√
a2 − x2

(3)
(
tan−1

x

a

)′
=

(
x
a

)′
1 + tan2(tan−1 x

a )
=

1
a

1 +
(
x
a

)2 =
a

a2 + x2

演習問題９

(1) y = x log x− x =⇒ y′ = log x+ x · 1
x
− 1 = log x

(2) y = log(x+
√
x2 + 1) =⇒ y′ =

1 + x√
x2+1

x+
√
x2 + 1

=
1√

x2 + 1

(3) y = 4x − 3x = ex log 4 − ex log 3 =⇒ y′

= (log 4)ex log 4 − (log 3)ex log 3 = (log 4) · 4x − (log 3) · 3x

(4) y = 2sin x = e(log 2) sin x =⇒ y′ = e(log 2) sin x{(log 2) sinx}′

= e(log 2) sin x(log 2) cosx = 2sin x(log 2) cosx

(5) y = xx = ex log x =⇒ y′ = ex log x · (x log x)′ = xx (log x+ 1)

(6) y = xlog x = e(log x)2 =⇒ y′ = e(log x)2
{
(log x)2

}′
= e(log x)2(2 log x)

1

x
= 2xlog x−1 log x

(7) y = sin−1
√
1− x2 =⇒ y′ =

− x√
1−x2

cos
(
sin−1

√
1− x2

)
=

− x√
1−x2√

1− (1− x2)
= − 1√

1− x2

(8) y = tan−1
1 + x

1− x
=⇒ y′ =

(
1+x
1−x

)′
1 +

(
1;x
1−x

)2 =

2
(1−x)2

(1−x)2+(1+x)2

(1−x)2
=

1

1 + x2

演習問題１０

(1)
{
x2ex

}(n)
=

(
2∑

k=0

nCk · 2Pkx
2−k

)
ex = ex

(
x2 + 2nx+ n(n− 1)

)
(2) y = cosx cos 2x =

1

2
(cos 3x+ cosx)

∴ y(n) =
1

2

{
3n cos(3x+

nπ

2
) + cos(x+

nπ

2
)
}

(3) {
1

x(x+ 1)

}(n)

=

{
1

x
− 1

x+ 1

}(n)

=

{
(−1)(−2) · · · (−n) 1

xn+1

}
−

{
(−1)(−2) · · · (−n) 1

(x+ 1)n+1

}
= (−1)nn!

{
1

xn+1
− 1

(x+ 1)n+1

}

(4) y = xn−1 log x. 今，1 ≦ k ≦ n− 1対して，

y(k) = n−1Pkx
n−k−1

log x+

k∑
j=1

1

n− j


であることが数学的帰納法で示せる．

y(n−1) = n−1Pn−1x
0

log x+

n−1∑
j=1

 = (n− 1)!

(
log x+

n−1∑
ℓ=1

1

ℓ

)

∴ y(n) = {y(n−1)}′ = (n− 1)!

x

(5) f’(x) = 1
x2+1 より (1 + x2)f ′(x) = 1．両辺を xで微分すると

(1 + x2)f
′′
(x) + 2xf ′(x) = 0

更に，両辺をxで微分すると，(1+x2)f (3)(x)+4xf (2)(x)+2f(x) =

0.一般に

(1+x2)f (n+1)(x)+2nxf (n)(x)+n(n−1)f (n−1)(x) = 0 (n ≧ 2)

が成立することが数学的帰納法で示す事ができる．x = 0を代入

すると f(0) = f (2)(0) = . . . = f (2n)(0) = 0, f (1)(0) = 1,

f (3)(0) =
−1
2!

, . . . , f (2n+1)(0) =
(−1)n

(2n)!

演習問題１１

(1) f(x) = 2x = ex log 2 ∴ f (n)(x) = (log 2)n2x

−→ f (n)(0) = (log 2)n ∴ 2x =

∞∑
n=0

(log 2)n

n!
xn

(2) (ex + 1)2 = e2x + 2ex + 1

=

∞∑
n=0

(2x)n

n!
+ 2

∞∑
n=0

xn

n!
+ 1 =

∞∑
n=0

(2n + 2)

n!
xn + 1 + 1

= 2

∞∑
n=0

2n−1 + 1

n!
xn

(3) 2 sinx · sin 2x = cos(2x− x)− cos(2x+ x) = cosx− cos 3x

=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n −

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(3x)2n

=

∞∑
n=0

(−1)n(1− 9n)

(2n)!
x2n

(4) cos2 x =
1 + cos 2x

2
=

1

2
+

1

2

∞∑
n=0

(−1)n (2x)
2n

(2n)!

=
1

2
+

1

2

∞∑
n=0

(−4)n

(2n)!
x2n
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演習問題１２

(1) lim
x→0

4x − 3x

x
= lim

x→0

(log 4)4x − (log 3)3x

1
= log

4

3

(2) lim
x→∞

log x

x
= lim

x→∞

1
x

1
= 0

(3) lim
x→∞

xn

ex
= lim

x→∞

nxn−1

ex
= . . . = lim

n→∞

n!

ex
= 0

(4) lim
t→0

e4t − et − 3t

t2
= lim

t→0

4e4t − et − 3

2t
= lim

t→0

16e4t − et

2
=

15

2

(5) lim
x→∞

(log x)n

x
= n lim

x→∞

(log x)n−1

x

= n(n− 1) · lim
x→∞

(log x)n−2

x
. . . = n! · lim

x→∞

(log x)0

x

= n! · lim
x→∞

1

x
= 0

(6) lim
x→∞

x
1
x = lim

x→∞
e

1
x log x = e

(
lim
x→∞

log x

x

)
= e

(
lim
x→∞

1

x

)
= e0 = 1

演習問題１３

(1)
3
√
8.01 = 3

√
8 + 0.01 =

3
√
8 +

0.01

12
+R2 = 2.000833 +R2. 　

|R2| <
(0.01)2

18× 16
< 0.00000035.

(2)
5
√
31 = 5

√
32− 1 =

5
√
32− 1

80
+R2 = 1.9875 +R2.

|R2| <
1

2
× 4

25
× 2

210
=

1

6400
< 0.00017

(3) log

(
1 +

1

100

)
= log 1 +

1

100
+R2 = 0.01 +R2.

|R2| <
1

20000
= 0.00005

演習問題１４

e を有理数と仮定する．そのとき，e =
m

n
，但し,m, n は互いに素

な整数，と表す事ができる．このとき，ne = mは整数である．両辺に

(n− 1)!を乗じて，n!e = (n− 1)!mもまた整数である．exの n次マク

ローリン展開において，x = 1とおくと

(♠) e = 1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+Rn

を得る．但し，Rn =
eθ

(n+ 1)!
(0 < θ < 1)．一方，eθ < e1 < 3より，

(♣) Rn <
3

(n+ 1)!

を得る．(♠)の両辺に n!を乗ずると，

n! · e = n! ·
(
1 + 1 +

1

2
+ · · · 1

n!

)
+ n! ·Rn

を得る．今，n! · eも n! ·
(
1 + 1 +

1

2
+ · · · 1

n!

)
も整数ゆえ，

n! ·Rn もまた整数である．ところが，(♣)より

0 < n! ·Rn <
3n!

(n+ 1)!
=

3

n+ 1

こうして，n = 1なければならない，即ち，e = m（整数)でなければ

ならない．(♠)から 2 < e < 3．これは明らかに矛盾である．ゆえに，e

は有理数でない．即ち，eは無理数である．

演習問題１５

(1) f(x) = x3 − 3x+ 2．

∴ f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x− 1)(x+ 1) = 0⇐⇒ x = ±1.

f
′′
(x) = 6xゆえ，f

′′
(1) = 6 > 0, f

′′
(−1) = −6 < 0．こうして，

f(1) = 0は極小値であり，f(−1) = −4は極大値．

(2) f(x) = x log x

∴ f ′(x) = log x+ 1 = 0⇐⇒ x = e−1 =
1

e

f
′′
(x) =

1

x
より，f

′′
(e−1) = e > 0.

よって，f(e−1) = −1

e
は極小値．

(3) f(x) = sinx

f ′(x) = cosx = 0⇐⇒ x =
π

2
,
3π

2

f
′′
(x) = − sinxより，f

′′
(π2 ) = −1 < 0, , f

′′
( 3π2 ) = 1 > 0.

故に，f(π2 ) = 1は極大値であり f( 3π2 ) = −1は極小値である．

(4) f(x) =
1

1 + x2

∴ f ′(x) = − 2x

(1 + x2)2
= 0⇐⇒ x = 0

f
′′
(x) =

−2(1 + x2)2 − x · 2(1 + x2) · 2x
(1 + x2)4

= 2
3x2 − 1

(1 + x2)3

f
′′
(0) = −2 < 0より，f(0) = 1は極大値．

(5) f(x) = xe−
x2

2

f ′(x) = e−
x2

2 (1− x2) = 0⇐⇒ x = ±1

f
′′
(x) = e−

x2

2 (x3 − 3x)

よって，f
′′
(1) < 0, f

′′
(−1) > 0 こうして，f(1) = e

1
2 は極大値，

f
′′
(−1) = −e 1

2 は極小値．
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8 １変数の積分

8.1 定積分

f(x)を閉区間 [a, b]で連続な関数とする．そのとき，f(x)の [a, b]で

の最大値をM ,最小値をmとする（最大値・最小値の定理），即ち，

min
a≦x≦b

f(x) = m ≦ f(x) ≦ M = max
a≦x≦b

f(x)

を満たす．

∆ : a = x0 < x1 < . . . < xi < . . . < xn = b

を閉区間 [a, b]の分割とする（等分割とは限らない）．f(x)の [xi−1, xi]

での最大値をMi，最小値をmi とする．xi−1 ≦ ξi ≦ xi を満たす ξi に

対し

S∆ =

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

Smin =

n∑
i=1

mi(xi − xi−1)

Smax =

n∑
i=1

Mi(xi − xi−1)

但し，|∆| = max
1≦i≦n

|xi − xi−1|．

Smin を不足和といい，Smax を過剰和という．そのとき，

m(b− a) ≦ Smin ≦ S∆ ≦ Smax ≦ M(b− a)

を得る．|∆| → 0⇐⇒ n→∞であることに注意せよ．そこで，n→∞
としたときの極限値

lim
n→∞

S∆ = lim
|∆|→0

S∆ =

∫ b

a

f(x) dx

を f(x)の区間 [a, b]での定積分という．この極限値は必ず存在する．特

に，n-等分割をとれば，高校で習ったような定義∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
k=1

b− a

n
f

(
a+

k(b− a)

n

)
となる.

例えば，

lim
n→∞

2n∑
i=1

n

n2 + i2
= lim

n→∞

1

2n

2n∑
i=1

2n2

n2 + i2

= lim
n→∞

1

2n

2n∑
i=1

2

1 + 4(
i

2n
)2

=

∫ 1

0

2

1 + (2x)2
dx =

[
tan−1 2x

]1
0

= tan−1 2

f(x) ≧ 0なら，
∫ b

a

f(x) dxは y = f(x)のグラフの [a, b]上の部分の

面積そのものである．定積分の定義から容易に次が分かる．

• f(x), g(x)を閉区間 [a, b]で連続な関数とする．そのとき，∫ b

a

(αf(x) + βg(x)) dx = α

∫ b

a

f(x) dx+ β

∫ b

a

g(x) dx

•
∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx ,但し (a < c < b)も明ら

か．

8.2 定積分の基本的性質と第１基本定理

f(x), g(x)を閉区間 [a, b]で連続な関数とする．a ≤ ∀t ≤ bに対し

て，F (t) :=

∫ t

a

f(x) dxとおく．a < t + h < bなる十分小さな hに対

し，閉区間 [t, t + h]の分割：∆n : t = x0 < x1 < . . . < xn = t + h

を考える．平均値の定理より f(xi)− f(xi−1) = (xi − xi−1)f
′(ξi)とな

る ξi が存在する．そこで，S∆n
=

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) とおく．一方，

max
t≦x≦t+h

f(x) = M(h), min
t≦x≦t+h

f(x) = m(h)とおくと，　

m(h)

n∑
i=1

(xi − xi−1) ≦ S∆n ≦ M(h)

n∑
i=1

(xi − xi−1)

∴ m(h) · h ≦ S∆n
≦ M(h) · h ∴ m(h) ≦ S∆n

h
≦ M(h).

lim
h→0

m(h) = lim
h→0

M(h) = f(t)より，

m(h) ≦
lim
n→∞

S∆n

h
≦ M(h) =⇒

lim
n→∞

S∆n

h

h→0−→ f(t)

を得る．

F ′(t)
0←h←− F (t+ h)− F (t)

h
=

1

h

∫ t+h

h

f(x) dx =
lim

n→∞
S∆n

h

h→0−→ f(t)

∴ F ′(t) = f(t)

こうして，
d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x)（積分学の第１基本定理）を得る．

9 定積分の計算

9.1 定積分の第２基本的性質

次に，閉区間 [a, b]の分割

∆ : a = x0 < x1 < . . . < xn = b

に対し，平均値の定理より

f(xi)− f(xi−1) = f ′(ξi)(xi − xi−1)

となる ξi (xi−1 < ξi < xi)が存在する．この ξi を用いると，∫ b

a

f ′(x) dx = lim
n→∞

n∑
i=1

f ′(ξi)(xi − xi−1)

= lim
n→∞

n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))

= lim
n→∞

(f(b)− f(a)) = f(b)− f(a)

F ′(x) = f(x)となる関数 F (x)を f(x)の原始関数という．そのとき，次

を得る．∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

F ′(x) dx = F (b)− F (a) =：[F (x)]
b
a

これを積分学の第２基本定理という．積分の変数変換については以下の

公式がある： ∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(φ(t))φ′(t) dt

但し，x = φ(t), a = φ(α), b = φ(β)（積分の変数変換）
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実際，F (x)を f(x)の原始関数とする．
{F (φ(t))}′ = F ′(φ(t)) · φ′(t) = f(φ(t))φ′(t)

より， ∫ β

α

f(φ(t))φ′(t) dt =

∫ β

α

{F (φ(t))}′ dt

= F (φ(β))− F (φ(α))

= F (b)− F (a)

=

∫ b

a

f(x) dx.

となる．更に，{f(x)g(x)}′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)より，[
f(x)g(x)

]b
a

:= f(b)g(b)− f(a)g(a)

=

∫ b

a

{f(x)g(x)}′ dx

=

∫ b

a

{f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)}dx

=

∫ b

a

f ′(x)g(x) dx+

∫ b

a

f(x)g′(x) dx.

この事から，∫ b

a

f ′(x)g(x) =
[
f(x)g(x)

]b
a
−
∫ b

a

f(x)g′(x) dx

を得る．F (x)を f(x)の原始関数とする．．∫ b

a

f(x)dx =
[
F (x)

]b
a

= F (b)− F (a) = −
(
F (a)− F (b)

)
= −

[
F (x)

]a
b

= −
∫ a

b

f(x) dx

例題 14. (1)

∫ 1

0

dx√
x2 + 1

=
[
log(x+

√
x2 + 1)

]1
0
= log(1 +

√
2)

(2)

∫ 1

0

sin−1 x dx =
[
x sin−1 x+

√
1− x2

]1
0
=

π

2
− 1

(3)

∫ a
2

0

dx√
a2 − x2

(a > 0) =
[
sin−1

x

a

] a
2

0
= sin−1

1

2
=

π

6

例題 15. (1)

∫ 1

0

x2
√
1− x dx

t=
√
1−x
=

∫ 0

1

(1− t2)2t(−2t) dt

= 2

∫ 1

0

(t2 − 2t4 + t6) dt =
16

105
.

(2)

∫ 3
2π

0

cos t

1 + sin2 t
dt

x=sin t
=

∫ −1
0

dx

1 + x2

= −
∫ 0

−1

dx

1 + x2
= −

[
tan−1 x

]0
−1

= −π

4

(3) In =

∫ π
2

0

cosn x dx =

∫ π
2

0

sinn x dx In =
n− 1

n
In−2

(4)

∫ e

1

x log x dx =
[x2

2
log x

]e
1
− 1

2

∫ e

1

x2 · 1
x
dx

e2

2
− 1

2

[x2

2

]e
1
=

1

4
(e2 + 1)

10 定積分の演習問題

1

(1) I =

∫ 1

0

x(1− x)
1
4 dx

t=(1−x)
1
4

=

∫ 0

1

(1− t4) · t · (−4t3) dt

= 4

∫ 1

0

(t4 − t8) dt = 4

(
1

5
− 1

9

)
=

16

45

(2) I =

∫ 1

0

dx√
x+ 1

x=t2
=

∫ 1

0

2t

t+ 1
dt = 2

∫ 1

0

(
1− 1

t+ 1

)
dt

= 2
[
t− log(t+ 1)

]1
0
= 2(1− log 2)

(3) In =

∫ e

1

(log x)n

x
dx =

[
log x (log x)n

]e
1
− nIn = 1− n In

∴ (n+ 1) In = 1 =⇒ In =
1

n+ 1

(4) I =

∫ 1
2

0

sin−1 x√
1− x2

dx =

∫ 1
2

0

(sin−1 x)′ sin−1 x dx

=
[
(sin−1 x)2

] 1
2

0
− I.

∴ 2I =
π2

36
∴ I =

π2

72

(5)

∫ 2π

0

sinmx sinnx dx =
1

2

∫ 2π

0

{cos(m− n)x− cos(m+ n)x} dx

=

π if m = n

0 if m ̸= n
(0 < m, n ∈ Z)

(6) In =

∫ e

1

xn log x dx =
[ xn+1

n+ 1
log x

]e
1
− 1

n+ 1

∫ e

1

xn dx

=
nen+1 + 1

(n+ 1)2

(7) I =

∫ 2a

0

√
2ax− x2 dx

=

∫ 2a

0

√
a2 − (x− a)2 dx

x−a=a sin t
= a2

∫ π
2

−π
2

cos2 t dt

= 2a2
∫ π

2

0

1 + cos 2t

2
dt =

πa2

2

(8) I = 2

∫ 1

0

(3− x2)
√
1− x2 dx

x=sin t
= 2

∫ π
2

0

(3− sin2 t) cos2 t dt

= 4

∫ π
2

0

cos2 t dt+ 2

∫ π
2

0

cos4 t dt = 4
1

2

π

2
+ 2

3

4

1

2

π

2
=

11π

8

(9) In =

∫ 1

0

(tan−1 x)n

1 + x2
dx

=

∫ 1

0

(tan−1 x)′(tan−1 x)n dx =
[
(tan−1 x)n+1

]1
0
− nIn

=
(π
4

)n+1

− nIn

∴ (n+ 1)In =
(π
4

)n+1

∴ In =
1

n+ 1

(π
4

)n+1

(10) In =

∫ 1

0

(1− x2)n dx
x=sin t
=

∫ π
2

0

cos2n+1 dt

=
2n

2n+ 1
· 2n− 2

2n− 1
· · · 2

3
· 1 =

4n(n!)2

(2n+ 1)!
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2
(1) f(x) =

∫ π
4−x

x

log(1 + tan t) dtとおく．そのとき，

f(
π

8
) =

∫ π
8

π
8

log(1 + tan t) dt = 0である．一方，

f ′(x) = log
(
1 + tan

(π
4
− x
))
· (π

4
− x)′ − log(1 + tanx)

= − log

(
1 +

1− tanx

1 + tanx

)
− log(1 + tanx)

= − log 2

∴ f(x) = −(log 2) · x+ C =⇒ C =
π

8
· log 2(

∵ 0 = f(
π

8
) = −π

8
· log 2 + c

)
よって，

f(x) =
(π
8
− x
)
·log 2 =⇒

∫ π
4

0

log(1+tanx) dx = f(0) =
π

8
log 2

(2) I =

∫ π
4

−π
4

x sinx

1 + ex
dx

t=−x
=

∫ −π
4

π
4

(−t) sin(−t)
1 + e−t

(−1) dt

=

∫ π
4

−π
4

t sin t

1 + e−t
dt

x=t
=

∫ π
4

−π
4

x sinx

1 + e−x
dx

2I =

∫ π
4

−π
4

x sinx

1 + ex
dx+

∫ π
4

−π
4

x sinx

1 + e−x
dx =

∫ π
4

−π
4

x sinx dx

= 2

∫ π
4

0

x sinx dx = 2 ·
[
−x cosx+ sinx

]π
4

0
= 2 · 1√

2

(
1− π

4

)
故に I =

1√
2

(
1− π

4

)

11 不定積分（原始関数）

F ′(x) = f(x)となるF (x)をf(x)の原始関数とよび，F (x) =

∫
f(x) dx

と書く．従って，
d

dx

∫
f(x) dx = f(x)を得る．∫

f(x) dxを f(x)の不定積分とよぶ．以下の公式は両辺を微分すれ

ば容易に分かる．

(1)

∫
{af(x) + bg(x)} dx = a

∫
f(x) dx+ b

∫
g(x) dx

(2)

∫
f(x) dx

x=g(t)
=

∫
f(g(t))g′(t) dt.

(3)

∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx.

(3’)

∫
f(x) dx = xf(x)−

∫
xf ′(x) dx.

注意 3. F (x), G(x)を f(x)の原始関数とする．即ち，F ′(x) = G′(x) =

f(x) とする．この時，

(F (x)−G(x))
′
= F ′(x)−G′(x) = f(x)− f(x) = 0

よって，F (x)−G(x) = C ∴ G(x) = F (x) + C.

つまり，二つの原始関数は定数の違いしかない．そこで，∫
f(x) = F (x) + C (C は積分定数)

と書く．

11.1 原始関数の例

(a ̸= −1, b ̸= 0, d > 0かつ C は定数．

(1)

∫
xa dx =

xa+1

a+ 1
+ C

(2)

∫
1

x
dx = log |x|+ C

(3)

∫
ebx dx =

1

b
ebx + C

(4)

∫
sin bx dx = −1

b
cos bx+ C

(5)

∫
cos bx dx =

1

b
sin bx+ C

(6)

∫
dx√

d2 − x2
= sin−1

x

d
+ C

(7)

∫
dx

x2 + b2
=

1

b
tan−1

x

b
+ C

(8)

∫
dx√

x2 + d2
= log(x+

√
x2 + d2) + C

(9)

∫ √
a2 − x2 dx (a > 0) =

1

2

(
a2 sin−1

x

a
+ x
√

a2 − x2
)
+ C

(10) In =

∫
dx

(x2 + a2)n
=

x

(x2 + a2)n
+ 2nIn − 2na2In+1

∴ In+1 =
(2n− 1)

2a2n
In +

1

2a2n
· x

(x2 + a2)n
(n ≥ 1)

11.2 積分計算のテクニック１

11.2.1 分数関数の積分法（部分分数分解）

P (x)

Q(x)
（P (x), Q(x)は多項式）は

1

(x− a)m
(m ≧ 1),

βx+ γ

((x− b)2 + c2)n
(n ≧ 1, c ̸= 0)の形の分数関数

の和に分解できる．

例題 16. (1)

2

(x+ 1)2(x2 + 1)
=

1

x+ 1
+

1

(x+ 1)2
− 1

2
· 2x

x2 + 1

(2)

1

x(x2 + 1)2
=

1

x(x2 + 1)
− x

(x2 + 1)2
=

1

x
− x

x2 + 1
− x

(x2 + 1)2

11.2.2 分数関数の積分への帰着

　 R(t)は tの分数関数， R(u, v)は u, vの分数関数とする．

(1) ∫
R(ex) dx

t=ex
=

∫
R(t)

t
dt

(2) ∫
R(sinx, cosx) dx

t=tan x
2=

∫
R(

2t

t2 + 1
,
1− t2

1 + t2
) dt

ここに，(1)の場合，t = ex(⇐⇒ x = log t) =⇒ dx =
dt

t
(2)の場合， t = tan

x

2
とおくと，

sinx =
2t

t2 + 1
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
と tの関数として表わ

されるが，最終的には xの関数に戻す
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例題 17. (1)

∫
1

ex + 1
dx

x=log t
=

∫
1

t(t+ 1)
dt

=

∫ (
1

t
− 1

t+ 1

)
dt

= log t− log(t+ 1) = log ex(= x)− log(ex + 1) + C

(2)

∫
1

1 + cosx
dx =

∫
1

1 + (1− t2)/(1 + t2)
· 2

1 + t2
dt

=

∫
dt = t+ C = tan

x

2
+ C

(3)

∫
1

sinx
dx =

∫
t2 + 1

2t
· 2

1 + t2
dt

= log |t|+ C = log
∣∣∣tan x

2

∣∣∣+ C

12 様々な関数の積分法

12.1 積分計算のテクニック（続き）

12.1.1 無理関数の積分法

R(u, v)は u, vの分数関数

(1) ad− bc ̸= 0, n ≧ 2とする．∫
R

(
x , n

√
ax+ b

cx+ d

)
dx

t= n
√

ax+b
cx+d

=

=

∫
R

(
dtn − b

a− ctn
, t

)
n(ad− bc)tn−1

(a− ctn)2
dt,

(∵) x =
dtn − b

a− ctn
, dx =

n(ad− bc)tn−1

(a− ctn)2
dt

(2) a > 0とする．
∫

R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx

=

∫
R

(
t2 − c

2
√
at+ b

, t−
√
a · t2 − c

2
√
at+ b

)
dt√

ax2 + bx+ c = t−
√
axとおく

そのとき，x =
t2 − c

2
√
at+ b

, dx =
2(
√
at2 + bt+

√
ac)

(2
√
at+ b)2

dt

(3) a < 0, b2 − 4ac > 0とする．∫
R
(
x ,

√
ax2 + bx+ c

)
dx =

∫
R

(
x , (x− α)

√
a(x− β)

x− α

)
.

但し，ax2 + bx+ c = 0の２つの実数解 α < β とする．

α < x < β に対し，√
ax2 + bx+ c =

√
a(x− α)(x− β) = (x− α)

√
a(x− β)

x− α
.そこで，

t =

√
a(x− β)

x− α
とおくと，−aα+aβ = a

√
b2 − 4ac < 0より，(1)

の n = 2の場合が適用できる.

例題 18.

(1)

∫
x(1− x)

1
4 dx

t=(1−x)1/4
= = 4

∫
(t8 − t4) dt

= 4

(
t9

9
− t5

5

)
+ C = − 4

45
(5x+ 4)(1− x)5/4 + C

(2)

∫ √
x2 +Adx (A > 0)

√
x2+A=t−x

=

∫
1

4

t4 + 2At2 +A2

t3
dt

=
1

4

(
t2

2
− A2

2t2
+ 2A log |t|

)
=

1

2

(
x
√
x2 +A+A log

∣∣∣x+
√
x2 +A

∣∣∣)+ C

(3)

∫
dx√

x2 +A
=

∫
dt

t

= log |t|++C = log
∣∣∣x+

√
x2 +A

∣∣∣+ C, (
√
x2 +A = t− x)とおく.

(4)

∫
1

x2
√
x2 + 1

dx = −
√
x2 + 1

x
+ C

(∵)
√

x2 + 1 = t− x =⇒ dx√
x2 + 1

=
dt

t
, x =

t2 − 1

2t

(5) I =

∫
x√

−6 + 5x− x2
dx = 5 tan−1

√
x− 2

3− x
−
√
−6 + 5x− x2 + C[√

−6 + 5x− x2 = (3− x)

√
x− 2

3− x
, t =

√
x− 2

3− x

]
.

I = 6

∫
dt

t2 + 1
− 2

∫
dt

(t2 + 1)2
= 5

∫
dt

t2 + 1
− t

t2 + 1
+ C

= 5 tan−1 t− t

t2 + 1
+ C

[
(3− x)

√
x− 2

3− x
=

t

t2 + 1

]
に注意!

13 広義積分

f(x)は (a, b)で連続であるが，端点 x = a, bでは必ずしも連続とは限

らないとする．その時，ϵ > 0（十分小さい）とする．積分∫ b

a

f(x) dx = lim
ϵ→0

∫ bϵ

a+ϵ

f(x) dx

が収束（有限確定値）するとき，f(x)は (a, b)で広義積分可能という．

同様に，f(x)が [a,∞)で連続とする. そのとき， lim
R→∞

∫ R

a

f(x) dxが

収束するとき，f(x)は [a,∞)で広義積分可能という．

例題 19. ∫ 1

0

x−a dx (a ̸= 1) = lim
ϵ→0

∫ 1

ϵ

x−a dx

=
[ x1−a

1− a

]1
ϵ

=
1

1− a
− lim

ϵ→0

ϵ1−a

1− a

=


1

1− a
if a < 1

∞ if a > 1

14 曲線の長さ

関数 g(t), h(t)を閉区間 [a, b]を含む開区間で微分可能で g′(t), h′(t)

は [a, b]で連続とする（このような性質を持つ関数を [a, b]で C1-級とい
う）．そのとき，

C :

x = g(t)

y = h(t)
(a ≦ t ≦ b)

で定義される図形 C を曲線とよび，tを曲線 C のパラメータという．

即ち，C が (x, y)-平面内の曲線とは点

P (t) = (g(t), h(t)) (a ≦ t ≦ b)

が描く図形（軌跡）の事である．

• P (a) = (g(a), h(a))を曲線 C の始点といい，

• P (b) = (g(b), h(b))を曲線 C の終点という．

• g(t), h(t)がg′(t) ̸= 0, h′(t) ̸= 0のとき，C は滑らかな曲線という．
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14.1 曲線の例

(1) 関数のグラフが表す曲線 C : y = f(x) (a ≦ x ≦ b)は x = t

y = f(t) (a ≦ t ≦ b)とパラメータ表示できる．

(2) 　曲線 C : x = r cos t , y = r sin t (0 ≦ t ≦ 2π)は (x, y)平面上

の半径 r > 0の円周を表す．

(3) 　曲線 C : x = sin t, y = cos 2tは y = cos 2t = 1 − 2 sin2 t =

1 − 2x2 |x| ≦ 1 なる放物線である．この放物線は x = t, y =

1 − 2t2 (−1 ≦ t ≦ 1)とパラメータ表示され，曲線のパラメータ

表示は一意的でない事を示している．

(4) 曲線 C : x = t+
1

t
, y = t− 1

t
は

|x|2 = (t+
1

t
)2 = t2 +

1

t2
+ 2 ≥ 2

√
t2 · 1

t2
+ 2 ≧ 4.よって，|x| ≧

2.また，容易に，x2−y2 = 4を得る．よって，Cは双曲線である．

14.2 曲線の長さ

関数 g(t), h(t)を閉区間 [a, b]で C1-級とし，曲線 C は x = g(t) , h(t

）(a ≦ t ≦ b)で表される曲線とする．

∆ : a = t0 < t1 < t2 . . . < tn = bを [a, b]の分割とし，各 ti に対応す

る C 上の点を P (ti) = (g(ti), h(ti))とする．

L(C) = lim
|∆|→0

n∑
i=1

√
(g(ti)− g(ti−1)

2
+ (h(ti)− h(ti−1))2

が収束するとき，その極限値 L(C) を曲線 C の長さという．曲線 C :

x = g(t) , y = h(t)は [a, b]で C1-級とする．このとき，曲線Cの長さは

L(C) =

∫ b

a

√
g′(t)2 + h′(t)2 dx で与えられる. 実際，平均値の定理よ

り xi−1 < ξi, ηi < xi が存在するので，

n∑
i=1

√
({g(ti)− g(ti−1)2 + (h(ti)− h(ti−1))

2

=

n∑
i=1

√
g′(ξi)2 + h′(ηi)2 (xi − xi−1)

|∆|→0−→

→ L(C) =

∫ b

a

√
g′(t)2 + h′(t)2 dx

特に，微分可能な関数 f(x)に対し，曲線 C : y = f(x) (a ≦ x ≦ b)

の長さは，∆ : a = x0 < x1 < . . . < xn = bに対し，平均値定理より

n∑
i=1

√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2

=

n∑
i=1

√
1 + f ′(ξi)2 (xi − xi−1)

|∆|→0−→ L(C)

=

∫ b

a

√
1 + {f ′(x)}2 dx

例題 20. (1) 放物線 C : y = x2 (0 ≦ x ≦ 1)のとき，

L(C) =

∫ 1

0

√
1 + 4x2 dx =

[
x

√
x2 +

1

4
+ 4−1 log

∣∣x+

√
x2 +

1

4

∣∣]1
0

(2) 曲線 C : x = a(cos t+ t sin t) , y = a(sin t− t cos t) ; (0 ≦ t ≦ π)

について，L(C) =

∫ π

0

√
(at cos t)2 + (at sin t)2 dt =

aπ2

2

(3) C :
√
x+
√
y = 1について，x = cos4 t, y = sin4 t (0 ≦ t ≦ π

2 )よ

り，L(C) =

∫ π
2

0

√
16 sin2 t cos2 t(sin4 t+ cos2 t) dt.

∴ L(C) =
2√
2

∫ π
2

0

sin 2t
√
1 + cos2 2t dt

=
1√
2

∫ −1
1

√
1 + u2(−du) = 2√

2

∫ 1

0

√
1 + u2 du

= 1 +
1√
2
log(1 +

√
2)

15 Miscellaneous

15.1 極方程式で表される曲線の長さ

f(θ)を C1-級の関数とし，C : r = f(θ) (α ≦ θ ≦ β)と極表示される

曲線を考える．このとき，r =
√

x2 + y2, tan θ =
y

x
である．このとき，

L(C) =

∫ β

α

√
f(θ)2 + f ′(θ)2 dθ =

∫ β

α

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

dθ を得る.

実際，x = f(θ) cos θ , y = f(θ) sin θ.

(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

= f(θ)2 + f ′(θ)2

ゆえ結論を得る．

例題 21.

(1) 曲線（カージオイド）r = a(1 + cos θ) (−π ≦ θ ≦ π) の長さは

L = 2

∫ π

0

√
2a2(1 + cos θ) dθ = 4a

∫ π

0

cos
θ

2
dθ = 8a

(2) 曲線 r = a sin θ (0 ≦ θ ≦ π)の長さは，L =

∫ π

0

√
a2 dt = aπ

(3) アルキメデス螺旋 r = aθ (0 ≦ θ ≦ α)の長さは，

L =

∫ α

0

√
a2(1 + θ2) dt =

a

2

(
α
√

α2 + 1 + log(α+
√
α2 + 1)

)

15.2 曲線で囲まれる部分の面積

区間 [a, b]で定義された連続関数 f(x) ≧ 0のグラフ y = f(x)と x-軸

および直線 x = aおよび x = bで囲まれた部分の面積は

S =

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

y dx

であった．

例題 22. (1)
√
x+
√
y = 1と x-軸，y-軸で囲まれた部分の面積は，

y = (1−
√
x)2 (0 ≦ x ≦ 1)なので，

S =

∫ 1

0

y dx =

∫ 1

0

(1−
√
x)2 dx =

∫ 1

0

(1− 2
√
x+ x) dx =

1

6

(2) x = et sin t, y = et cos t (0 ≦ t ≦ π
2 )と x-軸，y-軸で囲まれた部

分の面積は

S =

∫ e
π
2

0

y dx =

∫ π
2

0

y
dx

dt
dt

=

∫ π
2

0

e2t(cos t sin t+ cos2 t) dt

=
eπ − 1

4
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15.3 極方程式で表される図形の面積

r = f(θ) (α ≦ θ ≦ β) および半直線 θ = α , θ = β で囲まれ

る部分の面積はこの部分が十分小さな扇形で近似される事を用いて，

∆ : α < θ0 < θ1 < . . . < θn = β に対し，

S = lim
|∆|→0

n∑
i=1

1

2
f(ξi)

2 (θi − θi−1) =
1

2

∫ β

α

f(θ)2 dθ

例題 23.

(1) r = a(1 + cos θ)が囲む部分の面積は

S =
1

2

∫ 2π

0

a2(1 + cos θ)2 dθ

=
a2

2

∫ 2π

0

(
1 + 2 cos θ +

1 + cos 2θ

2

)
dθ

=
3

2
πa2

(2) r2 = 2a2 cos 2θによって囲まれる部分の面積は

S =
1

2

∫ π
4

−π
4

r2 dθ

= 2a2
∫ π

4

0

cos 2θ dθ

= 2a2
[
sin 2θ

2

]π
4

0

= a2

(3) 曲線x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 で囲まれる部分の面積はx = a cos3 t, y = a sin3 t

とおく．0 ≦ x ≦ aより、t :
π

2
→ 0に注意すれば，

S = 4

∫ a

0

y dx = 12a2
∫ π

2

0

sin4 t cos2 t dt

= 12a2
∫ π

2

0

(
sin4 t− sin6 t

)
dt = 12a2

(
1 · 3
2 · 4

π

2
− 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6
π

2

)
=

3

8
πa2

16 期末試験（傾向と対策）

(1) 不定形の極限値 lim
x→+0

xx を求めよ．

lim
x→+0

x log x = lim
x→0

log x
1
x

= lim
x→+0

1
x

− 1
x2

= lim
x→+0

(−x) = 0

∴ lim
x→+0

xx = lim
x→+0

ex log x

= e

(
lim

x→+0
x log x

)
= e0 = 1

(2) 関数 y =
sinx√

1 + sin2 x
を微分せよ．

(
sinx√

1 + sin2 x

)′
=

cosx
√

1 + sin2 x− sinx
sinx cosx√
1 + sin2 x

1 + sin2 x

=
cosx(1 + sin2 x)− sinx sinx cosx

(1 + sin2 x)
√

1 + sin2 x

=
cosx

(1 + sin2 x)
√

1 + sin2 x

(3) y = sin−1
x√

1 + x2
を微分せよ．

h(x) =
x√

1 + x2
とおくと，

h′(x) =

√
1 + x2 − x

x√
1 + x2

1 + x2

=
1

(1 + x2)
√
1 + x2√

1− h2(x) =

√
1− x2

1 + x2
=

1√
1 + x2(

sin−1 h(x)
)′

=
h′(x)√
1− h2(x)

=
1

(1 + x2)
√
1 + x2

· 1√
1 + x2

=
1

(1 + x2)2

(4) 対数微分法を用いて y =

√
(1− x)(2x2 + 5)

(x− 2)3
を微分せよ．

log y =
1

2
log

∣∣∣∣ (1− x)(2x2 + 5)

(x− 2)3

∣∣∣∣
=

1

2

{
log |1− x|+ log |2x2 + 5|

}
− 3

2
log |x− 2|

∴ y′

y
=

{
1

x− 1
+

4x

2x2 + 5
− 3

x− 2

}
∴ y′ =

1

2

√
(1− x)(2x2 + 5)

(x− 2)3

(
1

x− 1
+

4x

2x2 + 5
− 3

x− 2

)

(5) y = tan−1 xは (1 + x2)y′ = 1を満たす事を示し，漸化式

(♠) (1+x2)y(n+1)+2nxy(n)+n(n−1)y(n−1) = 0 (n = 1, 2, · · · )

が成り立つ事を示せ．

数学的帰納法で示す．まず，(1 + x2)y′ = 1の両辺を xで微分し

て，(1+x2)y
′′
+2xy′ = 0.故に n = 1の時 (♠)が成立する．n = k

のとき，(♠)が成り立つと仮定する．そのとき，

(♣) (1 + x2)y(k+1) + 2kxy(k) + k(k − 1)y(k−1) = 0

が成立していると仮定する．この (♣)の両辺を xで微分すると

(1 + x2)y(k+2) + 2xy(k+1) + 2ky(k) + 2kxy(k+1) + k(k − 1)y(k)

= (1 + x2)y(k+2) + 2(k + 1)xy(k+1) + {2k + k(k − 1)}y(k) = 0

∴ (1 + x2)y(k+2) + 2(k + 1)xy(k+1) + k(k + 1)y(k) = 0

これは n = k+1の時も (♠)が成り立つ事を示している．よって，
全ての自然数 nに対して (♠)は成立する．
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(6) log(1 + sinx)のマクローリン展開の x3 の項までを求めよ．

f(x) = log(1 + sinx)とおく．f(0) = 0.

f ′(x) =
cosx

1 + sinx
−→ f ′(0) = 1

f
′′
(x) =

− sinx(1 + sinx)− cosx cosx

(1 + sinx)2

= − 1

1 + sinx
−→ f

′′
(0) = −1

f (3)(x) =
cosx

(1 + sinx)2

−→ f (3)(0) = 1

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f

′′
(0)

2
x2 +

f (3)(0)

3!
x3 + · · ·

より，

log(1 + sinx) = x− x2

2
+

x3

6
+ · · ·

(7) 不定積分
∫

dx

sinx+ 2 cosx+ 3
を求めよ．

t = tan
x

2
=⇒ dx =

dt

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2

∫
dx

sinx+ 2 cosx+ 3
=

∫ 2dt

1 + t2

2t

1 + t2
+

2(1− t2)

1 + t2
+ 3

=

∫
dt

(t+ 1)2 + 22
= tan−1

t+ 1

2
+ C

= tan−1
{
1

2

(
tan

x

2
+ 1
)}

+ C

(8) 不定積分
∫ √

x

1 + 3
√
x
dxを求めよ．

t = 6
√
xとおくと，x = t6 ∴ dx = 6t5 dt.∫ √
x

1 + 3
√
x
dx =

∫
t3

1 + t2
(6t5) dt = 6

∫
t8

1 + t2
dt

= 6

∫ (
t6 − t4 + t2 − 1 +

1

1 + t2

)
dt

= 6

(
t7

7
− t5

5
+

t3

3
− t+ tan−1 t

)
= 6

(
6
√
x7

7
−

6
√
x5

5
+

6
√
x3

3
− 6
√
x+ tan−1 6

√
x

)

= 6

(
6
√
x7

7
−

6
√
x5

5
+

√
x

3
− 6
√
x+ tan−1 6

√
x

)

積分定数は省略．

(9) 広義積分
∫ ∞
0

tan−1 x

1 + x2
dxを求めよ．

t = tan−1 xとくと，dt =
dx

1 + x2
.

∫
tan−1 x

1 + x2
dx =

∫
t dt =

1

2
t2 + C

∴
∫ ∞
0

tan−1 x

1 + x2
dx =

∫ π
2

0

t dt =
1

2

[
t2
]π

2

0
=

π2

8

(10) 等角螺旋 r = aθ (−∞ < θ ≦ 0; a > 1)の長さを求めよ．

L =

∫ 0

−∞

√
(r′(θ))2 + (r(θ))2 dθ

=

∫ 0

−∞

√
(log a)2(aθ)2 + (aθ)2 dθ

=

∫ 0

−∞
aθ ·

√
(log a)2 + 1 dθ =

√
1 + (log a)2

∫ 0

−∞
aθ dθ

=
√

1 + (log a)2 ·
[ aθ

log a

]0
−∞

=

√
1 + (log a)2

log a

17 演習問題（補足）

(1) y = 2log x のとき，log y = (log 2) · log x.

∴ y′

y
=

log 2

x

∴ y′ =
log 2

x
2log x

(2) y = sin−1(x− 1) + cos−1 2xのとき，y′ =
1√

2x− x2
− 2

1− 4x2
.

また，y = etan
−1 x のとき，y′ =

1

1 + x2
etan

−1 x

(3) y = e−x cosx → y′ = −e−x(cosx + sinx) → y
′′
= 2e−x sinx →

y(3) = 2e−x(− sinx+ cosx)→ y(4) = −4e−x cosx

(4) f(x) = (x − a)
√
b− x (a < b) −→ f(a) = f(b) = 0 −→ c =

a+ 2b

3
とおくと、a < c < bかつ f ′(c) = 0（ロルの定理）

(5) lim
x→0

(
1

x
− 1

log(x+ 1)

)
= lim

x→0

log(x+ 1)− x

x log(x+ 1)

= lim
x→0

−x
(x+ 1) log(x+ 1) + x

= lim
x→0

−1
log(x+ 1) + 2

= −1

2
（ロピタ

ルの定理）

(6) lim
x→π

2

(π
2
− x
)
tanx = 1 = lim

x→π
2

( π
2 − x

cosx
sinx

)
lim
x→π

2

( π
2 − x

sin(π2 − x)
· cos(π

2
− x)

)
= lim

t→0

(
t

sin t
· cos t

)
= 1

(7)
√
e ∼ 1.649（少数第３位四捨五入）e

x
2 = 1+ 1

2x+ 1
8x

2 + 1
16x

3 −
1

384x
4e

θx
2 ∴ √

e = 1 + 1
2 + 1

8 + 1
48 + R5 = 1.64843 + R5.

0 < θ < 1, 2 < e < 3より
√
2 < e

θ
2<
√
3．よって

√
2

384
= 0.00036 < R5 =

1

384
< e

θ
2 < 0.00045 <

√
3

384

∴
√
e ∼ 1.649

(8)
√
1 + x = 1 + 1

2x −
1
8x

2 + 1
16x

3 − (R4 = 5
128x

4(1 + θx)−
7
2 ) ∴√

1.1 = 1+ 1
20−

1
800+

1
16000−R4 = 1+0.05−0.00125+0.0000625−

R4 = 1.0488125−R4 ∼ 1.049.

(9) f(x) = x+
1

x
なら，f ′(x) =

x2 − 1

x2
∴ f(−1) = −2（極大値）．

f(1) = 2（極小値）．f(x) =
2x

1 + x2
なら，f ′(x) =

2(1− x2)

(1 + x2)2

∴ f(−1) = −1（極小値） f(1) = 1（極大値）
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(9) I =
∫
eax sin bx dx = eax

a sin bx− b
aJ

J =
∫
eax cos bx dx = eax

a cos bx+ b
aII = eax

a2+b2 (a sin bx− b cos bx) + C

J = eax

a2+b2 (a cos bx+ b sin bx) + C

(10)

∫
x2

(x− 1)3
dx = − 1

2(x− 1)2
− 2

x− 1
+ log |x− 1|+ C. 実際,

x2

(x− 1)3
=

1

x− 1
+

2

(x− 1)2
+

1

(x− 1)3

に注意．

(11)

I =

∫
dx

(x2 − 2x+ 5)2

=
1

4

∫
dx

(x− 1)2 + 4
− 1

4

∫
(x− 1)2

((x− 1)2 + 4)
2 dx

=
1

4

∫
dx

(x− 1)2 + 4
+

1

8

∫
(x− 1)

{
1

(x− 1)2 + 4

}’
dx

1

4

∫
dx

(x− 1)2 + 4
+

1

8

(x− 1)

(x− 1)2 + 4
− 1

8

∫
dx

(x− 1)2 + 4

=
1

8

(x− 1)

(x− 1)2 + 4
+

1

8

∫
dx

(x− 1)2 + 4

=
1

16

(
2(x− 1)

x2 − 2x+ 5
+ tan−1

x− 1

2

)
+ C

(12) I =

∫
dx

sinx+ 2 cosx+ 1
= log

√∣∣∣∣ tan(x2 ) + 1

tan(x2 )− 3

∣∣∣∣
t = tan x

2 とおく．

dx =
2dt

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2

I = −2
∫

dt

(t− 3)(t+ 1)
= −1

2

∫ (
1

t− 3
− 1

t+ 1

)
dt

(13) I =

∫
dx

x
√
x2 − 2x− 5

=
2√
5
tan−1

(√
x2 − 2x− 5− x√

5

)
+ C

∵ t =
√
x2 − 2x− 5− xとおく．

x = − t2 + 5

2(1 + t)
, dx = − t2 + 2t− 5

2(1 + t)2√
x2 − 2x− 5 = t+ x =

t2 + 2t− 5

2(1 + t)

∴ I =

∫
−2(1 + t)

t2 + 5
· 2(1 + t)

t2 + 2t− 5
· t

2 + 2t− 5

−2(1 + t)2
dt

= 2

∫
dt

t2 + 5
=

2√
5
tan−1

t√
5

(14)
d

dx

∫ x2

2x

f(t) dt = 2xf(x2)− 2f(2x).

∵ F (t) =

∫
f(t) dtとおく．

∫ x2

2x

f(t) dt = F (x2)− F (2x)

∴ {F (x2)}′ = f(x2) · (2x) = 2xf(x2)

(15) I =

∫ π
2

0

dx

2 + cosx
=

π

3
√
3
.

∵ t = tan
x

2
と置く.

dx =
2dt

1 + t2
(0 ≦ t ≦ 1). 2 + cosx = 2 +

1− t2

1 + t2
=

3 + t2

1 + t2

I =

∫ 1

0

2

t2 + 3
dt = 2

[
1√
3
tan−1

t√
3

]1
0

=
2√
3

π

6
=

π

3
√
3

(15)

∫ 1

0

x2
√
1− x2 dx =

π

16
.実際， x = sin tとおく．

I =

∫ π
2

0

sin2 t cos2 t dt

=
1

4

∫ π
2

0

sin2 2t dt

=
1

8

∫ π

0

sin2 u du =
1

16

∫ π

0

(1− cos 2u) du

=
π

16

(16) y = 2x と y = x+ 1で囲まれる部分の面積 S =
3

2
− 1

log 2

∵ S =

∫ 1

0

(x+ 1− 2x)dx =

[
(x+ 1)2

2
− 2x

log 2

]1
0

.

(17) r = a sec2 θ
2 (a > 0)と半直線 θ = 0, θ = α (0 < α < π)で囲ま

れる部分の面積 S = a2 tan
α

2

(
1 +

1

3
tan2

α

2

)

S =

∫ α

0

1

2
r2 dθ =

a2

2

∫ α

0

sec4
θ

2
dθ

= a2
∫ α

2

0

sec4 t dt = a2
∫ α

2

0

(
1 + tan2 t

)2
dt

= a2
∫ α

2

0

(1 + tan2 t)(tan t)′ dt

= a2
[
(1 + tan2 t) tan t

]α
2

0
− 2a2

∫ α
2

0

tan2 t(1 + tan2 t) dt

= a2
(
1 + tan2

α

2

)
tan

α

2
− 2a2

∫ α
2

0

(1 + tan2 t)2 dt

+ 2a2
∫ α

2

0

(1 + tan2 t) dt

= a2
(
1 + tan2

α

2

)
tan

α

2
− 2a2

∫ α
2

0

(1 + tan2 t)4 dt

+ 2a2 [tan t]
α
2
0

= a2
(
3 + tan2

α

2

)
tan

α

2
− 2S

∴ 3S = a2
(
3 + tan2

α

2

)
tan

α

2


