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本講義ノートは令和元年度の熊本学園大学での講義内容をまとめたもので

ある．

1 はじめに

この講義ノートは高校２年次までの数学の知識の一部を仮定しているが，

なるべく無理なく理解できるよう解説している．同じような内容を何度も繰

り返し説明しているので文字や記号や数式にも自然に慣れてくると思う．初

学者は理論より計算によって正しい答えを導き出すことが大事である．問題

が解けるようになったら原理的な事も学習してほしい．本ノートでは 2× 2-

行列および 3× 3-行列について解説しているが，考え方は，一般の行列につ

いても基本的には同じである．本ノートを授業のサブテキストとして活用し

ていただければ幸いである．

2 一次方程式 ax = bの解



a ̸= 0 =⇒ x =
b

a
−→一意解（解は唯一つ）

a = 0 =⇒


b = 0 −→不定解（解は唯一つでない）

b ̸= 0 −→不能解（解はなし）

実際は，a ̸= 0の場合以外は意味がない．

3 連立二元一次方程式の解法（消去法）

(∗)

ax+ by = p · · · (1)

cx+ dy = q · · · (2)

(1)× d− (2)× bおよび (2)× a− (1)× cをそれぞれ計算すると

(ad− bc)x = dp− bq · · · (3)

(ad− bc)y = −cp+ aq · · · (4)

よって，∆ := ad− bc ̸= 0ならば，連立一次方程式 (∗)の解は
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公式 1.

(♠)


x =

dp− bq

ad− bc
=

pd− qb

∆

y =
−cp+ aq

ad− bc
=

aq − cp

∆

問題 1. 2x+ 3y = 7

3x− 5y = 1

(解）

a = 2, b = 3 c = 3, d = −5 ; p = 7, q = 1を公式に代入
x =

(−5)× 7− 3× 1

2× (−5)− 3× 3
=

−38

−19
= 2

y =
−3× 7 + 2× 1

2× (−5)− 3× 3
=

−19

−19
= 1

4 連立一次方程式の行列表示

連立一次方程式

ax+ by = p

cx+ dy = q
は

(
a b

c d

)(
x

y

)
=

(
p

q

)

と表記される．

例題 1. (1)

2x+ 3y = 7

3x− 5y = 1
=⇒

(
2 3

3 −5

)(
x

y

)
=

(
7

1

)

(2)

(
−3 2

7 −5

)(
x

y

)
=

(
1

2

)
=⇒

−3x+ 2y = 7

7x − 5y = 2

5 2× 2−行列式

行列 A =

(
a b

c d

)
に対して，

∆ := |A| =

∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ := a× d− c× b = ad− bc

を行列 Aの行列式という．
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例題 2. (1)

∣∣∣∣∣ 2 3

4 7

∣∣∣∣∣ = 2× 7− 4× 3 = 14− 12 = 2

(2)

∣∣∣∣∣ −3 2

5 −7

∣∣∣∣∣ = (−3)× (−7)− 5× 2 = 21− 10 = 11

(3)

∣∣∣∣∣ 3 10

6 15

∣∣∣∣∣ = 3× 15− 6× 10 = 45− 60 = −15

(4)

∣∣∣∣∣ 1 2

2 1

∣∣∣∣∣ = 1× 1− 2× 2 = −3

(5)

∣∣∣∣∣ 1 2

3 4

∣∣∣∣∣ = 1× 4− 2× 3 = −2

(6)

∣∣∣∣∣ 2 −1

3 1

∣∣∣∣∣ = 2× 1− 3× (−1) = 5

(7)

∣∣∣∣∣ 1 −1

2 1

∣∣∣∣∣ = 1× 1− 2× (−1) = 3

(8)

∣∣∣∣∣ 1− x 2

2 1− x

∣∣∣∣∣ = (1− x)2 − 4 = x2 − 2x− 3

(9)

∣∣∣∣∣ x x+ 1

x 1

∣∣∣∣∣ = x− x(x+ 1) = −x2

6 クラメールの公式

行列式の定義から∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc,

∣∣∣∣∣ p b

q d

∣∣∣∣∣ = pd− qb,

∣∣∣∣∣ a p

c q

∣∣∣∣∣ = aq − cp

を得る．このことと，公式１ (♠)から，次を得る．

定理 6.1 (クラメールの公式).

(
a b

c d

)(
x

y

)
=

(
p

q

)
=⇒ x =

∣∣∣∣∣ p b

q d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣
, y =

∣∣∣∣∣ a p

c q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣
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即ち，連立２元１次方程式 ax+ by = p

cx+ dy = q

の解 (x, y)は行列式 |A| = ad− bc ̸= 0ならば，

x =

∣∣∣∣∣ p b

q d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣
=

pd− qb

ad− bc

y =

∣∣∣∣∣ a p

c q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣
=

aq − cp

ad− bc

である．

問題 2. (1)

2x+ 3y = 1

3x+ 5y = 2

∴ x =

∣∣∣∣∣∣∣
1 3

2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3

3 5

∣∣∣∣∣∣∣
=

−1

1
= −1, y =

∣∣∣∣∣ 2 1

3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 3

3 5

∣∣∣∣∣
=

1

1
= 1

(2)

−2x+ y = 3

3x− 5y = 4

∴ x =

∣∣∣∣∣∣∣
3 1

4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 1

3 −5

∣∣∣∣∣∣∣
=

−19

7
, y =

∣∣∣∣∣ −2 3

3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −2 1

3 −5

∣∣∣∣∣
=

−17

7

(3)

2x+ y = 5

x+ 2y = 8
∴ x =

∣∣∣∣∣∣∣
5 1

8 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1

1 2

∣∣∣∣∣∣∣
=

2

3
, y =

∣∣∣∣∣ 2 5

1 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 1

1 2

∣∣∣∣∣
=

11

3
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7 （２次の）行列式の性質

2× 2-行列式または 2次の行列式は次で定義された．∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12

例題 3. ∣∣∣∣∣ a b

1 2

∣∣∣∣∣ = 0 =⇒ 2a = b =⇒
(

a b
)
= a

(
1 2

)
これは，ab ̸= 0ならば１行ベクトル

(
a b

)
と２行ベクトル

(
1 2

)
は

平行であることを示している．

例題 4. a1 =

(
a11

a21

)
, a2 =

(
a12

a22

)
とおく．

∣∣∣ a1 a2

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = 0 =⇒ a11a22−a21a12 = 0 ∴ a12
a11

=
a22
a21

= c

∴

a12 = ca11

a22 = ca21

a2 =

(
a12

a22

)
=

(
ca11

ca21

)
= c

(
a11

a21

)
= c · a1

2行ベクトル a2は 1行ベクトル a1の k倍である，即ち，a1と a2は平行で

ある．

定理 7.1.∣∣∣ a1 a2

∣∣∣ = 0 ⇐⇒ a2 = c · a1 =⇒
∣∣∣ a1 c · a1

∣∣∣ = c ·
∣∣∣ a1 a1

∣∣∣ = 0

次も容易に確かめることができる．

公式 2. (1)

∣∣∣∣∣ ca11 ca12

a21 a22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a11 a12

ca21 ca22

∣∣∣∣∣ = c ·

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣ ca11 a12

ca21 a22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a11 ca12

a21 ca22

∣∣∣∣∣ = c ·

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
(3)

∣∣∣∣∣ a11 + p a12

a21 + q a22

∣∣∣∣∣ = (a11 + p)a22 − (a21 + q)a12

= (a11a22 − a21a12) + (pa22 − qa12)

∴
∣∣∣∣∣ a11 + p a12

a21 + q a22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ p a12

q a22

∣∣∣∣∣
5



(4)

∣∣∣∣∣ a11 a12 + p

a21 a22 + q

∣∣∣∣∣ = a11(a22 + q)− a21(a12 + p)

= a11a22 + qa11 − a21a12 − pa21

= (a11a22 − a21a12) + (qa11 − pa21)

∴
∣∣∣∣∣ a11 a12 + p

a21 a22 + q

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ a11 p

a21 q

∣∣∣∣∣
(5)

∣∣∣∣∣ a11 + b11 a12 + b12

a21 + b21 a22 + b22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a11 a12 + b12

a21 a22 + b22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ b11 a12 + b12

b21 a22 + b22

∣∣∣∣∣
∴

∣∣∣∣∣ a11 + b11 a12 + b12

a21 + b21 a22 + b22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ a11 b12

a21 b22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ b11 a12

b21 a22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣∣
公式 3. a1 =

(
a11

a21

)
, a2 =

(
a12

a22

)
, b1 =

(
b11

b21

)
, b2 =

(
b12

b22

)
とおくと，∣∣∣ a1 + b1 a2 + b2

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ a11 + b11 a12 + b12

a21 + b21 a22 + b22

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣ a1 a2

∣∣∣+ ∣∣∣ a1 b2

∣∣∣+ ∣∣∣ b1 a2

∣∣∣+ ∣∣∣ b1 b2

∣∣∣
∣∣∣ a1 + c · a2 a2

∣∣∣ =
∣∣∣ a1 a2

∣∣∣+ ∣∣∣ ca2 a2

∣∣∣ = ∣∣∣ a1 a2

∣∣∣+ c ·
∣∣∣ a2 a2

∣∣∣ = ∣∣∣ a1 a2

∣∣∣
∣∣∣ a1 a2 + c · a1

∣∣∣ =
∣∣∣ a1 a2

∣∣∣+ ∣∣∣ a1 c · a1

∣∣∣ = ∣∣∣ a1 a2

∣∣∣+ c ·
∣∣∣ a1 a1

∣∣∣ = ∣∣∣ a1 a2

∣∣∣
8 連立二元一次方程式の行列表示

(7.1)

ax+ by = p

cx+ dy = q
⇐⇒

(
a b

c d

)(
x

y

)
=

(
p

q

)

A =

(
a b

c d

)
, x =

(
x

y

)
, b =

(
p

q

)
とおけば，

Ax = b

これは，ax = bと同じ形である．
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一方，(7.1)は

(7.2) x

(
a

c

)
+ y

(
b

d

)
=

(
p

q

)

と表わすことができる．

u =

(
a

c

)
, v =

(
b

d

)
, b =

(
p

q

)

とおけば，

(7.3) xu+ yv = b

⇐⇒
(

u v
)( x

y

)
=

(
p

q

)
= Ax = b

とも表わすことが出来る．(7.3)を，連立一次方程式のベクトル表示という．

9 行列の特別な場合としてのベクトル

(1) v =
(

a b
)
: 1× 2-行列または ２次の行ベクトル

(2) u =

(
a

c

)
: 2× 1-行列 または ２次の列ベクトル

(3) n次の行ベクトル u =
(

u1 u2 · · · un

)
を1× n-行列とみなす．

4) n次の列ベクトル v =


v1

v2

·
·
vn

をn× 1-行列とみなす．

10 行列の和，差および定数倍（スカラー積）

(1.1)

(
a b

c d

)
+

(
p q

r s

)
=

(
a+ p b+ q

c+ r d+ s

)
, (1.2) k

(
a b

c d

)
=

(
ka kb

kc kd

)

(2.1)

(
a

c

)
+

(
b

d

)
=

(
a+ b

c+ d

)
, (2.2) k

(
a

c

)
=

(
ka

kc

)

(3.1)
(

a b
)
+
(

c d
)
=
(

a+ c b+ d
)
, (3.2) k

(
a b

)
=
(

ka kb
)
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例題 5. (1)

3

(
1 2

2 1

)
− 2

(
1 3

2 6

)
=

(
3 6

6 3

)
+

(
−2 −6

−4 −12

)

=

(
1 0

2 −9

)

(2) 5

(
2

1

)
+ 4

(
1

2

)
=

(
10

5

)
+

(
4

8

)
=

(
14

13

)

(3) 2
(

2 1
)
+ 4

(
2 3

)
=
(

4 2
)
+
(

8 12
)
=
(

12 14
)

問題 3.

3

(
a 2

3 b

)
=

(
6 6

9 12

)
ならば，a = 2, b = 4を示せ．

11 行列のベクトル表示

行列 A =

(
a b

c d

)
に対し，

u1 =

(
a

c

)
, u2 =

(
b

d

)
, v1 =

(
a b

)
, v2 =

(
c d

)
とおくと，

A =

(
a b

c d

)
=
(

u1 u2

)
=

(
v1

v2

)
と表される．これを，それぞれ行列 Aの列ベクトル表示 および行ベクトル

表示という．

例題 6. (1) v1 =
(

1 2
)
, v2 =

(
3 4

)
とおく．そのとき，(

v1

v2

)
=

(
1 2

3 4

)

(2) u1 =

(
5

3

)
, u2 =

(
2

−1

)
とおく．そのとき，

(
u1 u2

)
=

(
5 2

3 −1

)

8



例題 7. A =

(
2 0

1 9

)
のとき，

(1) v1 =
(

2 0
)
, v2 =

(
1 9

)
とおけば，

A =

(
2 0

1 9

)
=

(
u1

u2

)

(2) u1 =

(
2

1

)
, u2 =

(
0

9

)
とおけば，

A =

(
2 0

1 9

)
=
(

u1 u2

)

12 ベクトルの内積と行列の積

ベクトルの内積を定義しよう．まず，列ベクトル

a =


a1

a2
...

an


を n× 1-行列とみなし，aの転置行列 taを

ta =
(

a1 a2 . . . an

)
で定義する．

このとき，２つのベクトル u =

(
a

b

)
,v =

(
c

d

)
に対し，uと vの内

積 < u,v >を

⟨u,v⟩ = tu · v =
(

a b
)
·

(
c

d

)
= ac+ bd

で定義する．

注意 1. 標語的には

内積＝（行ベクトル）・（列ベクトル）

次に行列の積を定義しよう．

行列 A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
に対し，
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その積 AB は Aの行ベクトルと B の列ベクトルの内積を成分に持つ行列である．

そこで，以下のように，Aの行ベクトル成分と B の列ベクトル成分を取り

出す．

a1 =
(

a11 a12

)
, a2 =

(
a21 a22

)
, b1 =

(
b11

b21

)
, b2 =

(
b12

b22

)
定義 12.1.(

a11 a12

a21 a22

)
·

(
b11 b12

b21 b22

)
=

(
a1

a2

)
·
(

b1 b2

)
=

(
a1 · b1 a1 · b2
b2 · b1 a2 · b2

)

=

(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)
(

a11 a12

a21 a22

)
·

(
b11

b21

)
=

(
a1

a2

)
· b1 =

(
a1 · b1
a2 · b1

)

=

(
a11b11 + a12b21

a21b11 + a22b21

)
(

a11 a12

)
·

(
b11 b12

b21 b22

)
= a1 ·

(
b1 b2

)
=
(

a1 · b1 a1 · b2
)

=
(

a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

)
と定義する．

注意 2. 行列 A, Bに対し，その積 A ·BはAの列の数 = B の行の数のとき

に定義できる.

(1) A ·B の行の数は Aの行の数と同じであり，

(2) A ·B の列の数は B の列の数と同じである．

即ち，Aがm× ℓ-行列とし，Bが k × n-行列とする．積 A ·Bは ℓ = kのと

きのみ定義され，積 AB はm× n-行列である．標語的には

AB = (m× ℓ) · (ℓ× n) = (m× n)

注意 3. n次元ベクトル uと vの内積 u ·vは uを n次元行ベクトル（1×n-

行列）で表し，vを n次元列ベクトル（n× 1-行列）で表したときの行列とし

ての積で定義する．u · vは (1× n) · (n× 1) = 1× 1-行列（即ち，スカラー）

となる．そこで，

u =
(

u1 u2 · · · un

)
, v =


v1

v2

·
·
vn
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と表し

u · v def
= u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn =

n∑
i=1

uivi

と定義するのである．内積はスカラーであることに注意せよ．

注意 4. A ·B が定義できても B ·Aが定義できるとは限らない．

実際

(
2

3

)
·

(
2 4

3 5

)
は定義できないが，

(
2 4

3 5

)
·

(
2

3

)
=

(
16

21

)
は定義できる．

行列の積AB の (i, j)成分は Aの i行ベクトルと B の j 列ベクトルの内積

である．

例題 8.

(
a b

c d

)(
x

y

)
=


(

a b
)
·

(
x

y

)
(

c d
)
·

(
x

y

)
 =

(
ax+ by

cx+ dy

)

故に， (
a b

c d

)(
x

y

)
=

(
p

q

)
⇐⇒

ax+ by = p

cx+ dy = q

を得る．

問題 4. (1)
(

2 3
)
·

(
−3

7

)
= 2× (−3) + 3× 7 = 15

(2)

(
−3

7

)
·
(

2 3
)
=

(
−3× 2 −3× 3

7× 2 7× 3

)
=

(
−6 −9

14 21

)

(3)

(
2 3

−1 2

)
·

(
1 3

2 6

)
=

(
2× 1 + 3× 2 2× 3 + 3× 6

−1× 1 + 2× 2 −1× 3 + 2× 6

)
=(

8 24

3 9

)

問題 5. (1)

(
1 3

2 6

)(
1 2

2 1

)
=

(
7 5

14 10

)

(2)

(
2 3

1 2

)(
2 −3

−1 2

)
=

(
1 0

0 1

)
:（単位行列）

(3)

(
1 0

0 0

)(
0 0

0 1

)
=

(
0 0

0 0

)
:（零行列）
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13 逆行列

(∗)

(
a11 a12

a21 a22

)
·

(
x11 x12

x21 x22

)
=

(
1 0

0 1

)

となる行列X =

(
x11 x12

x21 x22

)
を行列 A =

(
a11 a12

a21 a22

)
の逆行列とよび，

X = A−1 とかく．故に

A ·A−1 = A−1 ·A = E

注意 5. 行列Aの逆行列A−1は常に存在するとは限らない．存在するための

必要十分条件は行列式 |A| ̸= 0である．

(∗)は連立１次方程式で表すと

(∗∗)



a11x11 + a12x21 = 1 · · · (1)

a11x12 + a12x22 = 0 · · · (2)

a21x11 + a22x21 = 0 · · · (3)

a21x12 + a22x22 = 1 · · · (4)

ここで，x11, x12, x21, x22 は未知数である．

|A| = a11a22 − a21a12 ̸= 0のとき，(1), (3)より,また，(2), (4)より，連立

１次方程式 (∗)をクラメールの公式を用いて解くと

x11 =

∣∣∣∣∣ 1 a12

0 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
=

a22
a11a22 − a21a12

, x12 =

∣∣∣∣∣ 0 a12

1 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
=

−a12
a11a22 − a21a12

x21 =

∣∣∣∣∣ a11 1

a21 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
=

−a21
a11a22 − a21a12

, x22 =

∣∣∣∣∣ a11 0

a21 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
=

a11
a11a22 − a21a12

∴
(

a11 a12

a21 a22

)−1

=
1

a11a22 − a21a12

(
a22 −a12

−a21 a11

)
=

1

|A|

(
a22 −a12

−a21 a11

)
ここで，

|A| =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12

は Aの行列式である．

12



(
a11 a12

a21 a22

)
·

(
x11 x12

x21 x22

)
=

(
1 0

0 1

)
をベクトルを用いて表示する．まず，この場合，行列は列ベクトル表示で考

える．

a1 =

(
a11

a21

)
, a2 =

(
a12

a22

)
=⇒ A =

(
a11 a12

a21 a22

)
=
(

a1 a2

)

x1 =

(
x11

x21

)
, x2 =

(
x12

x22

)

e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)

|A| =
∣∣∣ a1 a2

∣∣∣
とおく．

AX = E ⇐⇒ A
(

x1 x2

)
=
(

e1 e2

)
=
(

Ax1 Ax2

)
=
(

e1 e2

)

∴

Ax1 = e1 ⇐⇒
(

a1 a2

)
· x1 = e1

Ax2 = e2 ⇐⇒
(

a1 a2

)
· x2 = e2

クラメールの公式から

x1 =


∣∣∣ e1 a2

∣∣∣
|A|∣∣∣ a1 e1

∣∣∣
|A|



x2 =


∣∣∣ e2 a2

∣∣∣
|A|∣∣∣ a1 e2

∣∣∣
|A|


よって

A−1 = X =
(

x1 x2

)
=

1

|A|



∣∣∣ e1 a2

∣∣∣
|A|

∣∣∣ e2 a2

∣∣∣
|A|∣∣∣ ∗a1 e1

∣∣∣
|A|

∣∣∣ ∗a1 e2

∣∣∣
|A|



13



問題 6 (逆行列). (1)

(
2 −1

3 1

)−1

=


1

5

1

5

−3

5

2

5

 ∵
∣∣∣∣∣ 2 −1

3 1

∣∣∣∣∣ =
5.

(2)

(
1 2

3 4

)−1

=


−4

2

−2

−2

−3

−2
−1

2

 =

 −2 1
3

2
−1

2

 ∵
∣∣∣∣∣ 1 2

3 4

∣∣∣∣∣ =

−2.

(3)

(
1 −1

2 1

)−1

=


1

3

1

3

−2

3

1

3

 ∵
∣∣∣∣∣ 1 −1

2 1

∣∣∣∣∣ = 3.

(4)

(
1 2

3 4

)−1

=


−4

2

2

2

3

2
−1

2

 =

 2 1
3

2
−1

2

 ∵
∣∣∣∣∣ 1 2

3 4

∣∣∣∣∣ = −2.

14 消去法（掃き出し法）

次の操作を行列の行の基本変形という：

(I) ある行を k倍するまたは kで割る．（ただし，k ̸= 0．）

(II) ある行の k倍を他の行に加える．

(III) 行を入れ換える．

連立１次方程式ax+ by = p

cx+ dy = q
⇐⇒

(
a b

c d

)(
x

y

)
=

(
p

q

)

を次のように行列で表す (
a b p

c d q

)
そこで，基本変型 (I),(II)を繰り返し実行して，(

a b p

c d q

)
−→

(
1 0 p∗

0 1 q∗

)
に変形できたとき，連立１次方程式ax+ by = p

cx+ dy = q
の解は

(
x

y

)
=

(
p∗

q∗

)
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例題 9. (1) １行を 1⃝，２行を 2⃝で表す.

2x+ 5y = 9

3x+ 4y = 10
⇐⇒

(
2 5

3 4

)(
x

y

)
=

(
9

10

)

(
2 5 9

3 4 10

)
1⃝× 1

2−→

(
1 5

2
9
2

3 4 10

)
2⃝+ 1⃝×(−3)−→

(
1 5

2
9
2

0 −7
2

−7
2

)

2⃝×(− 2
7 )−→

(
1 5

2
9
2

0 1 1

)
1⃝+ 2⃝×(− 5

2 )−→

(
1 0 2

0 1 1

)
∴ x = 2, y = 1

(2) 3x+ 5y = 1

2x+ 3y = 1
⇐⇒

(
3 5

2 3

)(
x

y

)
=

(
1

1

)

(
3 5 1

2 3 1

)
1⃝× 1

3−→

(
1 5

3
1
3

2 3 1

)
2⃝+ 1⃝×(−2)−→

(
1 5

3
1
3

0 −1
3

1
3

)

2⃝×(−3)−→

(
1 5

3
1
3

0 1 −1

)
1⃝+ 2⃝×(− 5

3 )−→

(
1 0 2

0 1 −1

)
∴ x = 2, y = −1

(3) ax+ by = p

cx+ dy = q
⇐⇒

(
a b

c d

)(
x

y

)
=

(
p

q

)
(

a b p

c d q

)
1⃝×d−→

(
ad bd pd

c d q

)
1⃝+ 2⃝×(−b)−→

(
ad− bc 0 pd− qb

c d q

)
1⃝×(ad−bc)−1

−→

(
1 0 pd−qb

ad−bc

c d q

)
2⃝+ 1⃝×(−c)−→

(
1 0 pd−qb

ad−bc

0 d d(qa−pc)
ad−bc

)

2⃝×d−1

−→

(
1 0 pd−qb

ad−bc

0 1 qa−pc
ad−bc

)

∴ x =
pd− qb

ad− bc
, y =

qa− pc

ad− bc
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15 行列の対角化

D =

(
α 0

0 β

)
の形の行列を対角行列という．行列 A =

(
a b

c d

)
に対

して，

P−1AP = D =

(
α 0

0 β

)
となる |P | ̸= 0なる行列 P があるならそれを見つけよう．このような行列 P

が存在するとき，行列 Aは対角化可能という．

例題 10. A =

(
2 1

1 2

)
, P =

(
1 −1

1 1

)
とおくと，P−1 =


1

2

−1

2

1

2

1

2


であり，

P−1AP =

(
1 0

0 3

)

16 与えられた行列を対角化する行列Ax1 = αx1

Ax2 = βx2

となる
(
α, x1 =

(
x11

x21

)
̸= 0

)
,
(
β, x2 =

(
x12

x22

)
̸=

0
)

, (α ̸= β) が存在すれば(
Ax1 Ax2

)
=
(

αx1 βx2

)
∴ A

(
x1 x2

)
=
(

Ax1 Ax2

)
=
(

αx1 βx2

)
=
(

x1 x2

)( α 0

0 β

)

P =
(

x1 x2

)
=

(
x11 x12

x21 x22

)
とおくと，

AP = P

(
α 0

0 β

)

|P | ̸= 0ならば P−1 が存在するので P−1 を左から掛けて

P−1AP = P−1P

(
α 0

0 β

)
=

(
α 0

0 β

)

を得る．
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17 α, β, x1, x2の求め方

行列 A =

(
a b

c d

)
に対して，２次方程式

λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0

の解を α, β とする．特に，b ̸= 0, α ̸= β の場合を考える．

x1 =

 1
α− a

b

 , x2 =

 1
β − a

b


とおくと，容易に

Ax1 = αx1, Ax2 = βx2

が分かる．P =

 1 1
α− a

b

β − a

b

とおけば，
P−1AP =

(
α 0

0 β

)
を得る．

問題 7. (1) A =

(
2 1

1 2

)
に対し，２次方程式

λ2 − (2 + 2)λ+ 2 · 2− 1 · 1 = λ2 − 4λ+ 3 = 0

の解はλ = 1, 3である．従って，P =

 1 1
1− 2

1

3− 2

1

 =

(
1 1

−1 1

)
とおくと，自動的に

P−1AP =

(
1 0

0 3

)

(2) A =

(
1 1

2 1

)
に対し，２次方程式

λ2 − (1 + 1)λ+ 1 · 1− 2 · 1 = λ2 − 2λ− 1 = 0

の解は λ = 1−
√
2, 1 +

√
2である．従って，

P =

 1 1

1−
√
2− 1

1

1 +
√
2− 1

1

 =

(
1 1

−
√
2

√
2

)

とおくと，自動的に

P−1AP =

(
1−

√
2 0

0 1 +
√
2

)
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(3) A =

(
1 2

1 3

)
に対し，２次方程式

λ2 − (1 + 3)λ+ 1 · 3− 1 · 2 = λ2 − 4λ+ 1 = 0

の解は λ = 2−
√
3, 2 +

√
3である．従って，

P =

 1 1

2−
√
3− 1

2

2 +
√
3− 1

2

 =

 1 1

1−
√
3

2

1 +
√
3

2


とおくと，自動的に

P−1AP =

(
2−

√
3 0

0 2 +
√
3

)

18 ３次の行列

５つのタイプの３次の行列がある．

▶
 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 を 3× 3-行列または(3, 3)-行列という．

▶
(

a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
を 2× 3-行列または(2, 3)-行列という．

▶
(

a11 a12 a13

)
を1×3-行列または (1, 3)-行列，実際は3次行ベクトル

ともいう．

▶
 a11 a12

a21 a22

a31 a32

 を 3× 2-行列または(3, 2)-行列という．

▶
 a11

a21

a31

を3×1-行列または (3, 1)-行列という．実際は，3次列ベクトル

ともいう．

19 ３次の行列の積の定義

行列の積の一般ルールは

18



(m, ℓ)-行列と (ℓ, n)-行列の積は (m,n)-行列である．

今，

a1 =
(

a11 a12 a13

)
, a2 =

(
a21 a22 a23

)
, a3 =

(
a31 a32 a33

)

b1 =

 b11

b21

b31

 , b2 =

 b12

b22

b32

 , b3 =

 b13

b23

b33


とおく．

(1) (3, 3)-行列と (3, 3)-行列の積は (3, 3)-行列である a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ·

 b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 =

 a1

a2

a3

 ·
(

b1 b2 b3

)

=

 a1 · b1 a1 · b2 a1 · b3
a2 · b1 a2 · b2 a2 · b3
a3 · b1 a3 · b2 a3 · b3


但し，

ai·bj =
(

ai1 ai2 ai3

)
·

 a1j

a2j

a3j

 = ai1b1j+ai2b2j+ai3b3j =

3∑
k=1

aikbkj

注意 6. 一般に，(m, ℓ) 行列 A の (i, k) 成分を (A)ik,(ℓ, n) 行列 B の

(k, j)成分を (B)kj とおくそのとき，積 AB の (i, j)成分は

(AB)ij =
ℓ∑

k=1

(A)ik · (B)kj

で定義する．

(2) (2, 3)-行列と (3, 3)-行列の積は (2, 3)-行列(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
·

 b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 =

(
a1

a2

)
·
(

b1 b2 b3

)

=

(
a1 · b1 a1 · b2 a1 · b3
a2 · b1 a2 · b2 a2 · b3

)

=


3∑

k=1

a1kbk1

3∑
k=1

a1kbk2

3∑
k=1

a1kbk3

3∑
k=1

a2kbk1

3∑
k=1

a2kbk2

3∑
k=1

a2kbk3


=

(
a11b11 + a12b21 + a13b31 a11b12 + a12b22 + a13b32 a11b13 + a12b23 + a13b33

a21b11 + a22b21 + a23b31 a21b12 + a22b22 + a23b32 a21b13 + a22b23 + a23b33

)
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(3) (3, 3)-行列と (3, 2)-行列の積は (3, 2)-行列 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ·

 b11 b12

b21 b22

b31 b32

 =

 a1

a2

a3

 ·
(

b1 b2

)

=

 a1 · b1 a1 · b2
a2 · b1 a2 · b2
a3 · b1 a3 · b2



=



3∑
k=1

a1kbk1

3∑
k=1

a1kbk2

3∑
k=1

a2kbk1

3∑
k=1

a2kbk2

3∑
k=1

a3kbk1

3∑
k=1

a3kbk2



=

 a11b11 + a12b21 + a13b31 a11b12 + a12b22 + a13b31

a21b11 + a22b21 + a23b31 a21b12 + a22b22 + a23b32

a31b11 + a32b21 + a33b31 a31b12 + a32b22 + a33b32


(4) (2, 3)-行列と (3, 2)-行列の積は (2, 2)-行列

(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
·

 b11 b12

b21 b22

b31 b32

 =

(
a1

a2

)
·
(

b1 b2

)

=

(
a1 · b1 a1 · b2
a2 · b1 a2 · b2

)

=

(
a11b11 + a12b21 + a13b31 a11b12 + a12b22 + a13b32

a21b11 + a22b21 + a23b31 a21b12 + a22b22 + a23b32

)

(5) (3, 2)-行列と (2, 3)-行列の積は (3, 3)-行列 a11 a12

a21 a22

a31 a32

 ·

(
b11 b12 b13

b21 b22 b23

)
=

 a1

a2

a3

 ·
(

b1 b2 b3

)

=

 a1 · b1 a1 · b2 a1 · b3
a2 · b1 a2 · b2 a2 · b3
a3 · b1 a3 · b2 a3 · b3



=

 a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22 a11b13 + a12b23

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22 a21b13 + a22b23

a31b11 + a32b21 a31b12 + a32b22 a31b13 + a32b23
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注意 7.
a11 a12 . . . a1ℓ

a21 a22 . . . a2ℓ
...

...
...

...

am1 am2 . . . amℓ

 =


a1

a2

...

am

 , ai =
(

ai1 ai2 . . . aiℓ

)
(1 ≦ i ≦ m)


b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . .

bℓ1 bℓ2 . . . bℓn

 =
(

b1 b2 · · · bℓ

)
, bj =


b1j

b2j
...

bℓj

 (1 ≦ j ≦ n)

とおく．そのとき，

定義 19.1.
a11 a12 . . . a1ℓ

a21 a22 . . . a2ℓ
...

...
...

...

am1 am2 . . . amℓ

 ·


b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . .

bℓ1 bℓ2 . . . bℓn

 =


a1

a2

...

am

 ·
(

b1 b2 · · · bℓ

)

=


a1 · b1 a1 · b2 . . . a1 · bn
a2 · b1 a2 · b2 . . . a2 · bn

...
...

...
...

am · b1 am · b2 . . . am · bn



例題 11. (1)
(

1 2 3
)
·

 1 4 7

2 5 8

3 6 9

 =
(

14 32 50
)

(2)

(
1 2 3

4 5 6

)
·

 1 4 7

2 5 8

3 6 9

 =

(
14 32 50

32 77 122

)

(3)

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

 ·

 1 4 7

2 5 8

3 6 9

 =

 14 32 50

32 77 122

50 122 194



(4)

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

 ·

 1 4

2 5

3 6

 =

 14 32

32 77

50 122
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(5)

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

 ·

 1

2

3

 =

 14

32

50



20 ３次行列式と３元連立１次方程式に対するクラ

メールの公式

３元連立１次方程式 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ·

 x1

x2

x3

 =

 b1

b2

b3


または 

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1 · · · (21.1)

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2 · · · (21.2)

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3 · · · (21.3)

の解 (x1, x2, x3)の公式（クラメール公式）を導く．(21.2), (21.3)より，a22x2 + a23x3 = b2 − a21x1

a32x2 + a33x3 = b3 − a31x1

⇐⇒

(
a22 a23

a32 a33

)(
x2

x3

)
=

(
b2 − a21x1

b3 − a31x1

)
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よって，

x2 =

∣∣∣∣∣ b2 − a21x1 a23

b3 − a31x1 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ b2 a23

b3 a33

∣∣∣∣∣− x1

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ b2 a23

b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
− x1

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣

x3 =

∣∣∣∣∣ a22 b2 − a21x1

a32 b3 − a31x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ a22 b2

a32 b3

∣∣∣∣∣− x1

∣∣∣∣∣ a22 a21

a32 a31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ a22 b2

a32 b3

∣∣∣∣∣+ x1

∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣ b2 a22

b3 a32

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
+ x1

∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
これを (21.1)に代入し，分母を払って x1 を括ると

x1

a11 − a12

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
+ a13

∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣

 = b1−a12

∣∣∣∣∣ b2 a23

b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
+a13

∣∣∣∣∣ b2 a22

b3 a32

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
x1

(
a11

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ b2 a22

b3 a32

∣∣∣∣∣
)

= b1

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ b2 a23

b3 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ b2 a22

b3 a32

∣∣∣∣∣
こうして，

x1 =

b1

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ b2 a23

b3 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ b2 a22

b3 a32

∣∣∣∣∣
a11

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ b2 a22

b3 a32

∣∣∣∣∣
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を得る．そこで，∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣
= (a11a22a33 + a21a32a13 + a31a23a12)

−(a31a22a13 + a32a23a11 + a33a12a21)

を 3× 3-行列式または 3次の行列式という．

a11

a21

a31

a12

a22

a32

a13

a23

a33

+ + + −−−

簡単な計算により

公式 4.∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣
= −a21

∣∣∣∣∣ a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣∣+ a22

∣∣∣∣∣ a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣∣− a23

∣∣∣∣∣ a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣∣
= a31

∣∣∣∣∣ a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣∣− a32

∣∣∣∣∣ a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣∣+ a33

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
今，

a1 =
(

a11 a12 a13

)
e1 =

(
1 0 0

)
a2 =

(
a21 a22 a23

)
e2 =

(
0 1 0

)
a3 =

(
a31 a32 a33

)
e3 =

(
0 0 1

)

とおく．そのとき，∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣ と表される．
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次に，３次行列式をベクトルを用いて表す．

公式 5.∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣+ a12

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣
e1

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣+ a12

∣∣∣∣∣∣∣
e2

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣∣∣
e3

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣
= a21

∣∣∣∣∣∣∣
a1

e1

a3

∣∣∣∣∣∣∣+ a22

∣∣∣∣∣∣∣
a1

e2

a3

∣∣∣∣∣∣∣+ a23

∣∣∣∣∣∣∣
a1

e3

a3

∣∣∣∣∣∣∣
= a31

∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

e1

∣∣∣∣∣∣∣+ a32

∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

e2

∣∣∣∣∣∣∣+ a33

∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

e3

∣∣∣∣∣∣∣
次に３次の行列式の性質について述べる．

定理 20.1. (1) （行の入れ換え）∣∣∣∣∣∣∣
a2

a1

a3

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣,
∣∣∣∣∣∣∣
a3

a2

a1

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣,
∣∣∣∣∣∣∣
a1

a3

a2

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣
(2) （定数倍）

c ·

∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
c · a1

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

a1

c · a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

a1

a2

c · a3

∣∣∣∣∣∣∣
(3) ∣∣∣∣∣∣∣

a1

a1

a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

a2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a1

a3

a3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(4) （基本変形）∣∣∣∣∣∣∣
a1 + c · a3

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a1 + c · a2

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

a1

a2 + c · a3

a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

a1

a2

a3 + c · a1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣
(5)

1

c

∣∣∣∣∣∣∣
c · a1

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

c

∣∣∣∣∣∣∣
a1

c · a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

c

∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

c · a3

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2

a3

∣∣∣∣∣∣∣
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問題 8. (1)∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣+ 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣+ 3 ·

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · (45− 48) + 2 · (42− 36) + 3 · (32− 35) = 0

(2) ∣∣∣∣∣∣∣
2 5 −3

1 2 3

4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣ = 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

1 2 3

4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣+ 5 ·

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0

1 2 3

4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣+ (−3) ·

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

1 2 3

4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣
= 2 · (12− 15) + 5 · (12− 6) + (−3) · (5− 8) = 33

(3) ∣∣∣∣∣∣∣
2 5 8

1 0 3

4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣ = 2 · 0 · 6 + 1 · 5 · 8 + 4 · 3 · 5− (4 · 0 · 8 + 5 · 3 · 2 + 6 · 5 · 1)

= 40 + 60− (30 + 30) = 40

21 ３次行列の逆行列

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ·

 x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


を満たす行列

X =

 x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33


が存在するとき，これを Aの逆行列という．即ち，

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , E =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


とおくと，

AX = E

を満たす行列X を Aの逆行列といい，X = A−1 で表す．
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逆行列X が存在するためには

|A| ̸= 0

でなければならない．

a1 =

 a11

a21

a31

 , a2 =

 a12

a22

a32

 , a3 =

 a13

a23

a33



e1 =

 1

0

0

 , e2 =

 0

1

0

 , e3 =

 0

0

1



x1 =

 x11

x21

x31

 , x2 =

 x12

x22

x32

 , x3 =

 x13

x23

x33



とおく．そのとき，

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =
(

a1 a2 a3

)

と表される． a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ·

 x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


は

A
(

x1 x2 x3

)
=
(

Ax1 Ax2 Ax3

)
=
(

e1 e2 e3

)
よって，連立１次方程式系 

Ax1 = e1

Ax2 = e2

Ax3 = e3

を得る．クラメールの公式から Aの逆行列は |A| =
∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣ ̸= 0の

とき，

A−1 =
(

x1 x2 x3

)
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である.但し，

x1 =



∣∣∣∣ e1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 e1 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 a2 e1

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣


,x2 =



∣∣∣∣ e2 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 e2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 a2 e2

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣


, x3 =



∣∣∣∣ e3 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 e3 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 a2 e3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣


定理 21.1.

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


−1

=



∣∣∣∣ e1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ e2 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ e3 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 e1 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 e2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 e3 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 a2 e1

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 a2 e2

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣
∣∣∣∣ a1 a2 e3

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣∣


例題 12. 次の行列

A =

 1 1 1

2 3 1

1 2 1


の逆行列を求める．

A−1 =

 1 1 1

2 3 1

1 2 1


−1

=
(

x1 x2 x3

)
とおく．

まず，Aの行列式は

|A| =
∣∣∣ a1 a2 a3

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 3 1

1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 3 + 4 + 1− (3 + 2 + 2) = 1
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x1 =



∣∣∣ e1 a2 a3

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 3 1

0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣ a1 e1 a3

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 0 1

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −1

∣∣∣ a1 a2 e1

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 3 0

1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 1



,x2 =



∣∣∣ e2 a2 a3

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

1 3 1

0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣ a1 e2 a3

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

2 1 1

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

∣∣∣ a1 a2 e2

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

2 3 1

1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 1



x3 =



∣∣∣ e3 a2 a3

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

0 3 1

1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −2

∣∣∣ a1 e3 a3

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

2 0 1

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣ a1 a2 e3

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

2 3 0

1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1



∴ A−1 =
(

x1 x2 x3

)
=

 1 1 −2

−1 0 1

1 −1 1


問題 9. 逆行列  1 0 1

2 −1 1

1 1 1


−1

=

 −2 1 1

−1 0 1

3 −1 −1


を示せ.

22 演習１

問題 10. (1) a

(
1

2

)
+ b

(
3

4

)
=

(
7

8

)
をみたす a, bを求めよ．
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(2) ベクトル

(
1

2

)
,

(
3

4

)
の内積

⟨(
1

2

)
,

(
3

4

)⟩
を求めよ．

(3)

(
3

2

)
= k

(
6

4

)
を満たす kを求めよ．

問題 11. (1)

(
2 1

1 2

)
·

(
1 2

3 4

)
=

(2)

(
1

2

)
·
(

1 3
)
=

(3)
(

3 1
)
·

(
1 5

3 4

)
=

問題 12. (1)

(
1 3

3 1

)−1

=

(2)

(
1 2

3 4

)−1

=

(3)

(
3 4

2 3

)−1

=

問題 13. クラメールの公式

(1)

3x+ 5y = 8

−5x+ 6y = 1

(2)

x+ 2y = 5

3x+ y = 7

(3)

−2x+ 3y = −1

4x+ 5y = 1

問題 14. （掃き出し法）

(1)

2x+ y = 3

3x− 4y = 5

(2)


x+ y + z = 3

2x+ 3y + z = 6

−3x+ 4y + 5z = 6
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(3)


2x+ y = 1

2y + z = 2

x+ 2z = 3

問題 15. 対角化

(1) 行列 A =

(
2 1

3 4

)
について

(i) Aの固有方程式の解を求めよ（実数解）．

(ii) Aを対角化する行列 P を求め，Aを対角化せよ．

(2) 行列 A =

(
1 −1

1 1

)
について

(i) Aの固有方程式の解を求めよ（虚数解）．

(ii) Aを対角化する行列 P を求め，Aを対角化せよ．

(3) 行列 A =

(
0 1

1 1

)
について

(i) Aの固有方程式の解を求めよ（実数解）．

(ii) Aを対角化する行列 P を求め，Aを対角化せよ．

23 演習２

問題 16. (1) ベクトルの内積

⟨(
−a

5

)
,

(
2

a

)⟩
を求めよ．

−2a+ 5a = 3a

(2)

(
−3

b

)
= k

(
6

−2b

)
(b ̸= 0)を満たす kを求めよ．

−3 = 6k, b = −2kb =⇒ k = −1

2

問題 17. 次の行列の積を求めよ．

(1)

(
a −3

−5 a

)
·

(
1 b

2 2b

)
=

(
a− 6 ab− 6b

2a− 5 2ab− 5b

)

(2)

 1 −1 a

3 a 1

−a 1 1

·

 2 −3 b

1 −2 b

2 1 b

 =

 2a− 1 a− 1 ab

a+ 8 −2a− 8 ab+ 4b

−a+ 3 3a− 1 −ab+ 2b


問題 18. 次の逆行列を求めよ．

31



(1)

(
1 2

1 3

)−1

=

(
3 −2

−1 1

)

(2)

 2 3 1

2 4 3

1 2 1


−1

=

 2 1 −5

−1 −1 4

0 1 −2


問題 19. クラメールの公式を用いて次の連立１次方程式の解を求めよ．

(1)

2x− 7y = 4

3x+ 5y = 1

x =

∣∣∣∣∣ 4 −7

1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 −7

3 5

∣∣∣∣∣
=

27

31
, y =

∣∣∣∣∣ 2 4

3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 −7

3 5

∣∣∣∣∣
= −10
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(2)


x+ y + z = 1

2x+ y − z = −2

3x− 4y + 2z = −1

x =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

−2 1 −1

−1 −4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 1 −1

3 −4 2

∣∣∣∣∣∣∣
= −3

5
, y =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 −2 −1

3 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 1 −1

3 −4 2

∣∣∣∣∣∣∣
=

2

5

z =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 −1 −2

3 −4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 1 −1

3 −4 2

∣∣∣∣∣∣∣
=

6

5

問題 20. (1)

∣∣∣∣∣∣∣
a −1 −1

2 3 a

−3 4 5

∣∣∣∣∣∣∣ = −4a2 + 18a− 7

(2)

∣∣∣∣∣∣∣
9 8 7

4 5 6

1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0
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24 演習３

問題 21. (1) ベクトルの内積

⟨(
−3

5

)
,

(
2

3

)⟩
を求めよ．

(−3) · 2 + 5 · 3 = 9

(2)

(
−3

2

)
= k

(
6

−4

)
を満たす kを求めよ．−3 = 6k ∴ k = −1

2

問題 22. 次の行列の積を求めよ．

(1)

(
1 −3

−5 1

)
·

(
1 3

2 6

)
=

(
−5 −15

−3 −9

)

(2)

 1 −1 2

3 2 1

−2 1 1

 ·

 2 −3 1

1 −2 1

2 1 1

 =

 5 1 2

10 −12 6

−1 5 0


問題 23. 次の逆行列を求めよ．

(1)

(
1 2

−1 3

)−1

=
1

5

(
3 −2

1 1

)

(2)

 2 3 1

2 4 3

−1 2 1


−1

= − 1

11

 −2 −1 5

−5 3 −4

−8 −7 −2


問題 24. クラメールの公式を用いて次の連立１次方程式の解を求めよ．

(1)

−2x+ 7y = 8

5x+ 9y = 1

x =

∣∣∣∣∣ 8 7

1 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −2 7

5 9

∣∣∣∣∣
= −65

53
, y =

∣∣∣∣∣ −2 8

5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −2 7

5 9

∣∣∣∣∣
=

42

53

(2)


x+ 2y + z = 1

2x+ y − z = −2

3x− 4y + 2z = −1

33



x =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

−2 1 −1

−1 −4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

2 1 −1

3 −4 2

∣∣∣∣∣∣∣
= −17

27
, y =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 −2 −1

3 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

2 1 −1

3 −4 2

∣∣∣∣∣∣∣
=

8

27

z =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

2 1 −2

3 −4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

2 1 −1

3 −4 2

∣∣∣∣∣∣∣
=

28

27

問題 25. (1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1

2 3 1

−3 4 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 7

(2)

∣∣∣∣∣∣∣
9 8 7

6 5 4

3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

25 3× 3行列の基本変形

25.1 基本変形行列

e1 =
(

1 0 0
)
, e2 =

(
0 1 0

)
, e3 =

(
0 0 1

)
（単位基本ベクトル）

E =

 e1

e2

e3

 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 （単位行列）

とおく．
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1. (i) Pi(c)：E に i行を c ̸= 0倍した行列

P1(c) =

 c · e1
e2

e3

 =

 c 0 0

0 1 0

0 0 1



P2(c) =

 e1

c · e2
e3

 =

 1 0 0

0 c 0

0 0 1



P3(c) =

 e1

e2

c · e3

 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 c


(ii) Pij = Pji (1 ≦ i, j ≦ 3, i ̸= j)：E に iと j 行を入れ替えたした行列

P12 =

 e2

e1

e3

 =

 0 1 0

1 0 0

0 0 1



P23 =

 ·e1
e3

e2

 =

 1 0 0

0 0 1

0 1 0



P31 =

 e3

e2

e1

 =

 0 0 1

0 1 0

1 0 0



(iii) E の i行の c倍を j 行に加えた行列

P (1, 2; c) =

 e1

c · e1 + e2

e3

 =

 1 0 0

c 1 0

0 0 1



P (2, 1; c) =

 e1 + c · e2
e2

e3

 =

 1 c 0

0 1 0

0 0 1



P (2, 3; c) =

 e1

e2

c · e2 + e3

 =

 1 0 0

0 1 0

0 c 1



P (3, 2; c) =

 e1

e2 + c · e3
e3

 =

 1 0 0

0 1 c

0 0 1
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P (1, 3; c) =

 e1

e2

c · e1 + e3

 =

 1 0 0

0 1 0

c 0 1



P (3, 1; c) =

 e1 + c · e3
e2

e3

 =

 1 0 c

0 1 0

0 0 1



25.2 ３次正方行列の基本変形

３次正方行列

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


に対して、

(i) Pi(c) ·A : Aの i行を c倍して得られる行列.

(ii) Pij ·A : Aの i行と j 行を入れ替えて得られる行列．

(iii) P (i, j : c) ·A : Aの i行を c倍したものを j 行に加えたもの

例題 13. (i)

P2(c) ·A =

 a11 a12 a13

c · a21 c · a22 c · a23
a31 a32 a33


(ii)

P13 ·A = A =

 a31 a32 a33

a21 a22 a23

a11 a12 a13


(iii)

P (1, 2 : c) ·A =

 a11 a12 a13

c · a11 + a21 c · a12 + a22 c · a13 + a23

a31 a32 a33


注意 8. Pm(c′)PkℓP (i, j : c) · Aは Aの i行を c倍して j 行に加え，さらに，

その行列の k 行と ℓ行を入れ替えたのち，その行列のm行を c′ 倍して得ら

れる行列．このように，基本変形の操作は基本変形の行列を左から順にかけ

てゆくことで達成される．
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注意 9. ３次正方行列A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

は基本変形行列{Pi(c), Pij , P (i, j : c)}

に属する行列を左から順次適当に掛けて得られる行列（基本変形の操作を有

限回繰り返して）最終的には次の (I),(II),(III)の何れかに変形される．

(I) 以下のとき，rank A = 1（Aの階数（ランク）は 1）という．

A −→ · · · −→

 1 ∗ ∗
0 0 0

0 0 0

 ,

 0 1 ∗
0 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

0 0 0


(II) 以下のとき，rank A = 2（Aの階数（ランク）は 2）という．

A −→ · · · −→

 1 0 ∗
0 1 ∗
0 0 0

 ,

 0 1 0

0 0 1

0 0 0


(III) 以下のとき，rank A = 3（Aの階数（ランク）は 3）という.

A −→ · · · −→

 1 0 0

0 1 0

0 0 1



26 ３元連立１次方程式の掃き出し法による解法

３元連立１次方程式
ax+ by + cz = p

dx+ ey + fz = q

gx+ hy + jz = r

=⇒

 a b c p

d e f q

g h j r


も基本変形 (i), (ii), (iii)を用いて解くことが出来る．結論としては,基本変形

を繰り返して a b c p

d e f q

g h j r

→ · · · →

 1 0 0 p∗
0 1 0 q∗
0 0 1 r∗


と変形できたとき，解は  x

y

z

 =

 p∗
q∗
r∗
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例題 14. (1)
2x+ 3y + 5z = 10

−3x+ 5y + 2z = 4

5x− 6y + 3z = 2

=⇒

 2 3 5 10

−3 5 2 4

5 −6 3 2



1⃝× 1
2→

 1 3
2

5
2 5

−3 5 2 4

5 −6 3 2

 2⃝+ 1⃝×3
3⃝+ 1⃝×(−5)→

 1 3
2

5
2 5

0 19
2

19
2 19

0 − 27
2 − 19

2 −23


2⃝× 2

19→

 1 3
2

5
2 5

0 1 1 2

0 − 27
2 − 19

2 −23

 1⃝+ 2⃝×−3
2

3⃝+ 2⃝× 27
2→

 1 0 1 2

0 1 1 2

0 0 4 4


3⃝× 1

4→

 1 0 1 2

0 1 1 2

0 0 1 1

 1⃝+ 3⃝×(−1)
2⃝+ 3⃝×(−1)→

 1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1



∴

 x

y

z

 =

 1

1

1


(2) 

x+ y = 2

y + z = 3

x+ z = 3

=⇒

 1 1 0 2

0 1 1 3

1 0 1 3



3⃝+ 1⃝×(−1)→

 1 1 0 2

0 1 1 3

0 −1 1 1

 1⃝+ 2⃝×(−1)
3⃝+ 2⃝×1→

 1 0 −1 −1

0 1 1 3

0 0 2 4


3⃝× 1

2→

 1 0 −1 −1

0 1 1 3

0 0 1 2

 1⃝+ 3⃝×1
2⃝+ 3⃝×(−1)→

 1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 2



∴

 x

y

z

 =

 1

1

2


問題 26. 次の連立一次方程式の解を掃き出し法で求めよ．

x+ y + z = 2

2x− y − z = 1

3x+ y + 5z = 0
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 1 1 1 2

2 −1 −1 1

3 1 5 0

→

 1 1 1 2

0 −3 −3 −3

0 −2 2 −6

→

 1 1 1 2

0 1 1 1

0 1 −1 3



→

 1 0 0 1

0 1 1 1

0 1 −1 3

→

 1 0 0 1

0 1 1 1

0 0 −2 2

→

 1 0 0 1

0 1 1 1

0 0 1 −1



→

 1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 −1

 ∴ (x, y, z) = (1, 2,−1)

問題 27.


x− y − z = 3

2x+ 3y + z = 7

−3x+ 4y + 5z = 8

の解を掃き出し法で求めよ．

 1 −1 −1 3

2 3 1 7

−3 4 5 8

→

 1 −1 −1 3

0 5 3 1

0 1 2 17



→

 1 −1 −1 3

0 1 2 17

0 5 3 1

→

 1 0 0 8

0 1 0 −7

0 0 1 12


x = 8, y = −7, z = 12

問題 28.


x+ y + z = 3

2x+ 2y − z = 1

−2x+ y + 3z = 2

の解を掃き出し法で求めよ．

 1 1 1 3

2 2 −1 1

−2 1 3 2

→

 1 1 1 3

0 0 −3 −5

0 3 5 8



→

 1 1 1 3

0 0 1 5
3

0 1 5
3

8
3

→

 1 1 0 4
3

0 0 1 5
3

0 1 0 − 1
9



→

 1 0 0 13
9

0 0 1 5
3

0 1 0 − 1
9

→

 1 0 0 13
9

0 1 0 − 1
9

0 0 1 5
3
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27 3× 3行列の固有値

3× 3-行列（３次正方行列ともいう）

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


の固有値を λとし λに付随する固有ベクトルを x = x(λ) ̸= 0とおくと

Ax = λ · x

を得る．

注意 10. Aの固有値は複素数の場合もあることに注意．

また，

Ax = λ·x ⇐⇒

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 x1

x2

x3

 = λ

 x1

x2

x3

 =

 λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ


 x1

x2

x3



∴

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 x1

x2

x3

 =

 λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ


 x1

x2

x3


⇓ a11 − λ a12 a13

a21 a22 − λ a23

a31 a32 a33 − λ


 x1

x2

x3

 =

 0 0 0

0 0 0

0 0 0


より，

∴ (A− λE) · x = 0

ここで，行列式 |A− λE| ̸= 0ならば，逆行列 (A− λE)−1が存在し，x =

(A− λE)−10 = 0となり，x ̸= 0に反するので，|A− λE| = 0である．従っ

て，Aの固有値 λは固有方程式と呼ばれる（３次）方程式

|A− λE| = 0

の解である．具体的には，次の形の３次方程式の解である．

|A− λE| = 0 ⇐⇒ λ3 − (a11 + a22 + a33)λ
2 + (∆11 +∆22 +∆33)λ− |A| = 0
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但し，∆ii (1 ≦ i ≦ 3)は行列 Aから i行 i列を除いた残りの 2 × 2行列式，

即ち

∆11 =

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
∆22 =

∣∣∣∣∣ a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣∣
∆33 =

∣∣∣∣∣ a11 a22

a21 a12

∣∣∣∣∣
例題 15.  1 2 −1

2 1 3

−1 3 1


の固有方程式は

λ3−(1+1+1)λ2+

(∣∣∣∣∣ 1 3

3 1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1 −1

−1 1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1 2

2 1

∣∣∣∣∣
)
λ+

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1

2 1 3

−1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

即ち，

∴ λ3 − 3λ2 − 11λ− 25 = 0

である．

例題 16.  1 1 2

0 2 −1

0 0 3


の固有値 λを求めよ．

解答

固有方程式は

λ3−(1+2+3)λ2+

(∣∣∣∣∣ 2 −1

0 3

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1 2

0 3

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1 1

0 2

∣∣∣∣∣
)
λ+

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2

0 2 −1

0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

∴ λ3 − 6λ2 + 11λ− 6 = (λ− 1)(λ− 2)(λ− 3) = 0 ∴ λ = 1, 2, 3
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27.1 固有空間

3× 3行列A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

の固有値を λ（一般に固有値 λは複素

数である)とし

Ax = λ · x

を満たすベクトル全体の集合を

V (λ) =

x =

 x1

x2

x3

 ∈ R3 (or C3) : Ax = λ · x

 ⊂ R3 (or C3)

にて表し，固有値 λに付随する固有空間という．このとき，A0 = λ0(= 0)

より，V (λ)は零ベクトル 0を含む．従って

V ∗ := V (λ) \ {0}

は 3× 3行列 Aの固有値 λに対する固有ベクトル全体の集合である．固有空

間 V (λ)の性質

(1) 0 ∈ V (λ).

(2) x1,x2 ∈ V (λ)および実数 α, β に対し，α · x1 + β · x2 ∈ V (λ).

(∵) A(α · x1 + β · x2) = αAx1+βAx2 = αλx1+βλx2 = λ(αx1 + βx2)

命題 27.1. λ ̸= µ =⇒ V (λ) ∩ V (µ) = {0}.

証明. x ∈ V (λ) ∩ V (µ)をとる．Ax = λx = µx ∴ (λ − µ)x = 0 ∴
x = 0

命題 27.2. ３次正方行列 A が 3 個の相異なる実固有値（固有値が実数）

λ1, λ2, λ3を持つとする．各 λi (1 ≦ i ≦ 3)に付随する固有空間を V (λi) (1 ≦
i ≦ 3)とおく．このとき，

V (λ1) + V (λ2) + V (λ3) = V (λ1)⊕ V (λ2)⊕ V (λ3) = R3

（問題 29を参照せよ）

27.2 Rnの部分空間（目を通す程度で良い）

定義 27.1. n次元（列）ベクトル空間Rn の部分集合 V が
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(27.1) 0 ∈ V .

(27.2) x1,x2 ∈ V および実数 α, β に対し，α · x1 + β · x2 ∈ V

を満たすとき，V をRn の部分空間という．

注意 11. 実際は，３次元ベクトル空間R3 の部分空間 V は

(1) V = {0}（0元のみ）．

(2) V は原点 0を通る直線で

L :
x1

a1
=

x2

a2
=

x3

a3
, (a1, a2, a3) ̸= (0, 0, 0)の形．

(3) V は原点を通る平面　

H : a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0, (a1, a2, a3) ̸= (0, 0, 0)の形．

(4) V = R3（空間全体）．

の４種類である．

27.3 一次独立と一次従属

V を n次元ベクトル空間Rn の部分空間とする．但し，Rn 自身もRn の

部分空間と見なす．

定義 27.2. V の元（V からのベクトル）a1,a2, . . . ,ar が R上一次独立で

あるとは，

(28.1) : x1a1 + x2a2 + · · ·+ xrar = 0

を満たす r個の実数の組（解）(x1, x2, . . . , xr)が (x1, x2, . . . , xr) = (0, 0, . . . , 0)

に限るときをいう．a1,a2, . . . ,ar がR上一次独立でないとき，これらのベ

クトルは一次従属という．すなわち x1a1 + x2a2 + · · · + xrar = 0の解が

(x1, x2, . . . , xr) = (0, 0, . . . , 0)以外に存在するとき，a1,a2, . . . ,arはR上一

次従属という．

注意 12. xi ∈ V ⊂ Rn (1 ≦ i ≦ r)より，各 ai はRn のベクトルとして，

a1 =


a11

a21
...

an1

 , a2 =


a12

a22
...

an2

 , . . . ,ar =


a1r

a2r
...

anr
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と表されるので (28.1)は

x1a1+x2a2+· · ·+xrar = x1


xa11

a21
...

an1

+x2


a12

a22
...

an2

+· · ·+xr


xa1r

a2r
...

anr

 = 0

と表される．行列表記すれば

(28.2) :


a11 a12 . . . a1r

a21 a22 . . . a2r
...

...
...

...

an1 an2 . . . anr

 ·


x1

x2

...

xr

 = 0 =


0

0
...

0

 ∈ Rr

または

(28.3) :
(

a1 a2 . . . ar

)
·


x1

x2

...

xr

 = 0

こうして，a1,a2, . . . ,ar 一次独立かどうかは連立方程式 (28.2), (28.3)の解

xr =


x1

x2

...

xr

 が xr = 0に限るときであるというように最終的は連立方程

式の話に帰着させることができる．

例題 17. ベクトル空間 V = Rn のベクトル

e1 =


1

0
...

0

 , e2 =


0

1
...

0

 , . . . , en =


0

0
...

1


はR上一次独立である．実際，

x1e1+x2e2+· · ·+xnen = 0 =⇒


1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . 1

·


x1

x2

...

xn

 = 0 =


0

0
...

0

 ∈ Rn
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即ち x =


x1

x2

...

xn

とし E を n× n単位行列とすると

Ex = 0 ∴ x = 0

こうして，x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen = 0の解 x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn は

x = (0, 0, . . . , 0)しかない．ゆえに e1, e2, . . . , en はR上一次独立である．

例題 18. ベクトル

a1 =

 1

2

−1

 , a2 =

 2

1

1

 , a3 =

 14

16

−2


はR上一次従属である．

実際，
(
3, 2,−1

2

)
̸= (0, 0, 0)であり，

3a1 + 2a2 +

(
−1

2

)
a3 = 3

 1

2

−1

+ 2

 2

1

1

− 1

2

 14

16

−2

 =

 0

0

0


より，a1,a2,a3 は一次従属である．

27.4 基底と次元

定義 27.3. Rn のベクトル {v1,v2, . . . ,vr}で張られるベクトル空間を⟨
v1,v2, . . . ,vr

⟩
R

def
:= {a1v1 + a2v2 + · · ·+ arvr | ai ∈ R (1 ≦ i ≦ r)}

で表す．

定義 27.4. V をRn の部分空間とする．{v1,v2, . . . ,vr} ⊂ V が V の基底

であるとは

(i) v1,v2, . . . ,vr はR上一次独立である．

(ii) V =
⟨
v1,v2, . . . ,vr

⟩
R
. 即ち，任意のベクトル v ∈ V が v1,v2, . . . ,vr

のR上の一次結合

v = a1v1 + a2v2 + · · ·+ arvr (a1, a2, . . . , ar は実数)

として表される．
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定義 27.5. 部分空間 V の基底の数を V ⊂ Rn の次元といい，dimR V で

表す．

命題 27.3. V ,W をRnの部分空間とし，V の基底を {v1,v2, . . . ,vr}とす
る．V & W ならば，V に属しないW のベクトル w1,w2, . . . ,ws (s ≧ 1)

を用いて，

W =
⟨
v1,v2, . . . ,vr ,w1,w2, . . . ,ws

⟩
R

とできる．

証明. V & W より，V に属さない 0 ̸= w1 ∈ W が存在する．このとき，

{v1,v2, . . . ,vr,w1}は一次独立である．実際，a1v1 + a2v2 + · · · + arvr +

b1w1 = 0とする．b1 ̸= 0ならば，

w1 =

(
−a1
b1

)
v1 +

(
−a2
b1

)
+ · · ·+

(
−ar
b1

)
右辺は V の基底に一次結合なので V の元である．よって，w1 ∈ V であ

る．0 ̸= w1 は V の元ではないので矛盾である．よって，b1 = 0.このとき，

a1v1+a2v2+· · ·+arvr = 0．{v1,v2, . . . ,vr}はV の基底なので（一次独立），

ゆえに，a1 = a2 = · · · = ar = 0．こうして，a1 = a2 = · · · = ar = b1 = 0を

得る．これは，{v1,v2, . . . ,vr,w1}は一次独立であることを示す．次に

V 1 :=
⟨
v1,v2, . . . ,vr,w1

⟩
R

̸= W

ならば，
⟨
v1,v2, . . . ,vr,w1

⟩
R
に属さないベクトルw2 ∈ W が存在する．上記

と同様の方法で {v1,v2, . . . ,vr,w1,w2}は一次独立であることが示せる．そ
こで，V 2 =

⟨
v1,v2, . . . ,vr,w1,w2

⟩
R
とおく．V 2 ̸= W なら，同様の議論を

繰り返し，最終的に V に属しないW のベクトルw1,w2, . . . ,ws (s ≧ 1)を

用いて，

W =
⟨
v1,v2, . . . ,vr ,w1,w2, . . . ,ws

⟩
R

とできる．

命題 27.4. V を dimR V = mなるRn の部分空間とする．そのとき，零ベ

クトル 0でない m + 1個の V に属するベクトル v1,v2, . . . ,vm,vm+1 は一

次従属である．

証明. V の基底を {f1,f2, . . . ,fm}とする．そのとき，

v1 = a11f1 + a21f2 + · · ·+ am1fm

v2 = a12f1 + a22f2 + · · ·+ am2fm

...

vm = a1mf1 + a2mf2 + · · ·+ ammfm

vm+1 = a1m+1f1 + a2,m+1f2 + · · ·+ amm+1fm
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と表わされる即ち，

(v1,v2, . . . ,vm,vm+1) = (f1,f2, . . . ,fm)


a11 a12 . . . a1,m+1

a21 a22 . . . a2,m+1

...
...

...
...

am1 am2 . . . am,m+1

 · · · (27.4.1)

を得る．

A =


a11 a12 . . . a1,m+1

a21 a22 . . . a2,m+1

...
...

...
...

am1 am2 . . . am,m+1


とおく．今，Aはm× (m+ 1)行列で rankA ≦ m < m+ 1．よって，

Ax = A



x1

x2

...

xm

xm+1


= 0

は自明でない解 x0 ̸= 0を持つ（未知数が一次方程式の数より多い！証明に

は準備を要する！）．即ち，Ax0 = 0かつ x0 ̸= 0なる解 x0が存在する．故

に，(27.4.1)に x0 を左から掛けて

(v1,v2, . . . ,vm,vm+1)x0 = (f1,f2, . . . ,fm)Ax0 = 0.

を得る．x0 =


x0
1

x0
2

...

xm+1

 ̸= 0かつ

x0
1v1 + x0

2v2 + · · ·+ x0
m+1vm+1 = 0

を得る．これは v1,v2, . . . ,vm,vm+1が一次従属であることを示している．

系 27.1. dimR V = mならばm+ k (k ≧ 1)個の V のベクトルは一次従属

である．

命題 27.5. V ⊂ W を Rn の部分空間とすると dimV ≦ dimW . 特に，

dimR V = dimR W ならばベクトル空間として V = W .

定義 27.6. V ,W をRn の部分空間とする．

V +W = {v +w : v ∈ V , w ∈ W }
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をベクトル空間 V とW の和空間という．特に，V ∩W = {0}のとき，

V +W = V ⊕W

と表わす．一般に，V 1,V 2, . . . ,V r をRn の部分空間とし，

V 1 ∩
(
V 2 + V 3 + · · ·+ V r

)
= 0

V 2 ∩
(
V 1 + V 3 + · · ·+ V r

)
= 0

...

V i ∩
(
V 1 + · · ·+ V i−1 + V i+1 · · ·V r

)
= 0

V r ∩
(
V 1 + · · ·+ V i + · · ·V r−1

)
= 0

のとき，

V 1 + V 2 + · · ·+ V r = V 1 ⊕ V 2 ⊕+ · · · ⊕ V r

と表わす．

命題 27.6. V i (1 ≦ i ≦ r)をRn の 0でない部分空間とする.

V 1 + V 2 + · · ·+ V r = V 1 ⊕ V 2 ⊕+ · · · ⊕ V r

ならば，各 V i (1 ≦ i ≦ r)からの 0でないベクトル {v1,v2, . . . ,vr : (vi ∈
V i)}は一次独立である．

証明. 数学的帰納法で示す．r = 2のときは a1v1 + a2v2 = 0としたとき，

a1 ̸= 0 ならば v1 = −a2

a1
v2 ∈ V 2 より 0 ̸= v1 ∈ V 1 ∩ V 2 = {0} より矛

盾．よって，a1 = 0 よって a2 = 0. r − 1 まで正しいとする．そのとき，

a1x1 + a2x2 + · · ·+ arvr = 0とおく．ar ̸= 0ならば，

vr = −a1
ar

v2 + · · · − ar−1

ar
vr−1

よって，0 ̸= vr ∈ V r ∩ (V 1 + · · ·+ V r−1) = {0} 故に，ar = 0.こうして，

a1x1 + a2x2 + · · · ar−1vr−1 = 0を得る．帰納法の仮定より，{v1, . . . ,vr−1}
は一次独立である．こうして，a1 = · · · = ar−1 = 0．故に

a1 = a2 = · · · = ar = 0

これは，{v1, . . . ,vr−1,vr}が一次独立を示す．

命題 27.7. R3 の 0でない部分空間 V 1,V 2,V 3 が

V 1 ∩ V 2 = V 2 ∩ V 3 = V 3 ∩ V 1 = {0}

を満たせば

V 1 + V 2 + V 3 = V 1 ⊕ V 2 ⊕ V 3 = R3

かつ

dimR V i = 1 (1 ≦ i ≦ 3)
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