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はじめに

この講義録は平成２２年１１月に山口大学で行なわれた集中講義「Willmore予想およ

びWillmore曲面について」において配布されたプリントに基づいて作成されたものであ

る. この講義はWillmore予想およびWillmore曲面について解説することを目的として実

施された. Willmore予想, Willmore曲面についての魅力的な研究結果は少なくないが, こ

の講義においてはそれらの各々を理解するだけではなくそれらを可能な限り関連づけて体

系的に理解することを目指した.

Willmore汎関数 (Willmore functional )とは, 各曲面に対しその平均曲率の 2 乗の積分

を対応させるものである. Willmore予想 (Willmore conjecture)とは,

(i) 3 次元Euclid空間 E3 にはめこまれたトーラスに対するWillmore汎関数の値は 2π2

以上であり,

(ii) (i) において等号が成り立つことと, はめこまれたトーラスが 3 次元球面 S3 内の

Cliffordトーラスの立体射影による像と E3 の共形変換によってうつりあうことは同

値である

というものである. Willmoreは

x = (a+ b cos u) cos v, y = (a+ b cosu) sin v, z = b sin u

(但し a > b > 0)で与えられる回転トーラスに対するWillmore汎関数の値を考察した

([58], [59]). この型のトーラスに対するWillmore汎関数の値は 2π2 以上であり, そして等

号が成り立つこと, b = a
/√

2およびこの型の回転トーラスがCliffordトーラスの立体射影

による像と E3 の共形変換によってうつりあうことは同値である. より一般に, Willmore

および Shiohama-Takagiは E3 内の閉曲線の管状近傍の境界と表されるトーラスを調べ,

このようなトーラスに限定するとWillmore予想は正しいことを示した ([60], [46]). これ

らの結果やはめこまれたトーラスに対するWillmore汎関数の値が空間の共形変換によっ

て不変である ([57], [10])ことに立脚して, Willmore予想は定式化されたと思われる. 第１

章において, 以上について解説する.

Willmore汎関数の停留曲面をWillmore曲面 (Willmore surface)という. E3 内のWill-

more曲面に対するEuler-Lagrange方程式はΔH + 2(H2 −K)H = 0 で与えられる ([15]),

但し K, Δ はそれぞれ曲面の第一基本形式に関するGauss曲率および Laplacianであり,

H は曲面の平均曲率である. Weinerは S3 内の極小曲面の立体射影による像はWillmore

曲面であることを示した ([56]). 射影平面以外のコンパクトな 2次元多様体の S3 への極

小はめこみが存在する ([34])ので, 射影平面以外のコンパクトな 2 次元多様体の E3 への

Willmoreはめこみが存在することがわかる. Weinerは S3 内の極小曲面である Clifford



トーラスに対するWillmore汎関数の第 2 変分を求め, そしてWillmore汎関数に関して

Cliffordトーラスは安定であることを示した ([56]). これはCliffordトーラスの “近傍”に

おいてWillmore予想は正しいということを意味する. 第２章において, 以上について解説

する.

Li-Yauは n 次元球面 Sn 内の曲面に対し共形面積の概念を定義し, その性質を調べた

([35]). そして Li-Yauは共形面積とWillmore汎関数の関係を用いて, 共形構造がClifford

トーラスのものの近くのある部分にあるトーラスに対しWillmore予想は正しいことを示し

た ([35]). Montiel-Rosは Li-Yauの手法に立脚して, より多くの共形構造に対しWillmore

予想が正しいことを示した ([37]). またトーラスの代わりに射影平面に対しWillmore予想

の類似物を考えることができるが, [35]および [9]の結果から射影平面の E3 へのはめこみに

対するWillmore汎関数の値は 12π 以上であることがわかり,そしてKusnerはWillmore汎

関数の値がちょうど 12π であるはめこみを発見した ([31], [32]). このはめこみはWillmore

であるので, このことと第２章の内容から任意のコンパクトな 2 次元多様体に対しその

E3 へのWillmoreはめこみが存在することがわかる. Kusnerが発見したWillmore射影平

面は E3 内のある種の極小曲面のある反転による像のコンパクト化であるが, このような

集合が実際に滑らかな曲面であるかどうかはBryantによって考察された ([11]). 第３章に

おいて, 以上について解説する.

Bryantは S3 内の曲面に対し曲面から 4 次元 de Sitter空間 S4
1 への写像である共形

Gauss写像を定義した ([11]). 共形Gauss写像によって S4
1 から導かれる計量は臍点で退

化し非臍点で退化しないが, S3 の共形変換で曲面をうつしてもこの計量は変わらない. 第

１章でコンパクトな曲面に対するWillmore汎関数の値は空間の共形変換によって不変で

あることがわかるが, このことは共形Gauss写像が導く計量を考察することによっても示

される. 空間にはめこまれたトーラスで臍点を持たないものに対するWillmore 汎関数の

値は共形Gauss写像によって導かれた計量に関する面積に等しい. Bryantは臍点を持た

ない曲面がWillmoreであることとその共形Gauss写像が極小はめこみであることは同値

であることを示した ([11]). 第４章において, 以上について解説する.

KonopelchenkoやTaimanovによって考案された一般の曲面に対する表現公式 ([29], [52])

は E3 内のトーラスに対するWillmore汎関数の興味深い表現を与える (一般の曲面に対

する表現公式としては平均曲率とGauss写像の観点でのKenmotsuの表現公式 ([27])が

以前から知られている). この表現公式に立脚して, E3 内のトーラス上にDirac方程式お

よびその解を見い出すことができ, 逆に複素平面 C 上ポテンシャルが実数値でありかつ

2 重周期的であるDirac方程式およびこの解で幾つかの周期条件を満たすものから E3 内

のトーラスを構成できる. E3 内のトーラスに対するWillmore汎関数の値は, そのトーラ

スに対応するDirac作用素のポテンシャルの L2 ノルムの 2 乗の 4 倍と表される. E3 内

の回転トーラスに対しそのmKdV変形というものを考えることができる. これは, 回転



トーラスに対応するDirac作用素のポテンシャルを初期関数とするmKdV方程式の解を

用いて構成される回転面の族である. 回転トーラスのmKdV変形は互いに共形同値な回

転トーラスからなり, さらに回転トーラスのmKdV変形に対しWillmore汎関数は一定値

を取る ([51]). 第５章において, 以上について解説する.

山口大学において集中講義を実施する機会を与えて下さった中内伸光先生に心から感謝

の意を表します.

平成２２年１２月
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1 Willmore予想

1.1 Willmore汎関数の基本性質

M をコンパクトかつ向きづけ可能な 2次元可微分多様体とし, ι : M −→ E3 を M の

E3 へのはめこみとする. また H を ι に関する M の平均曲率とする. このとき W(ι) に

よって ι に関する M の全平均曲率を表す:

W(ι) :=

∫

M

H2 dA,

ただし dAは ιによって導かれた計量に関するM の面積要素である. W はM の E3 への

各はめこみに実数を一つ対応させる汎関数である. 汎関数W をWillmore汎関数(Willmore

functional )とよぶ. 次の定理が成り立つ:

定理 1.1 ([58], [59]) W(ι) � 4π が成り立ち, さらに W(ι) = 4π が成り立つことと ι(M)

が全臍的な球面 (round sphere)であることは同値である.

証明 K を ι によって導かれた計量に関する M のGauss曲率とする. このとき M 上

で H2 −K � 0 が成り立つ. また

M+ := {p ∈M | K(p) > 0}, M0 := {p ∈M | K(p) = 0}

とおく. このとき次が成り立つ:

∫

M

H2 dA �
∫

M+

H2 dA �
∫

M+

K dA. (1.1)

ν : M −→ S2 を ι に関する M のGauss写像とする. このとき ν|M+ は局所微分同相であ

り, (1.1)の最右辺は ν|M+ が導く計量に関するM+ の面積である. 各 q ∈ S2 に対し, M 上

の関数 f を f(x) := ι(x) · q で定める (x ∈M). M はコンパクトなので, M 上で f が最大

値を取る点 p1 および最小値を取る点 p2 が存在する. このとき p1 �= p2 が成り立ち, i = 1, 2

に対し ν(pi) ∈ {q,−q} および pi ∈ M+ ∪M0 が成り立つ. よって (ν|M+∪M0)
−1({q,−q})

は少なくとも 2 点を持ち, 各 q ∈ S2 に対し q, −q の少なくとも一つは ν(M+ ∪M0) に含

まれる. M0 は ν の全ての臨界点からなる集合であるので, Sardの定理から ν(M0) は測

度 0 の集合であることがわかる. よって −ν(M0) := {q ∈ S2 | − q ∈ ν(M0)} とおくと,

A := ν(M+) \ (ν(M0) ∪ (−ν(M0))) の面積は S2 の面積の半分である 2π 以上であり, 各

q ∈ A に対し (ν|M+)−1({q,−q}) は少なくとも 2 点を持つ. よって (1.1) の最右辺の値は

4π 以上である. W(ι) = 4π を仮定する. このとき (1.1) から M 上 H2 ≡ K が成り立つ

ことがわかる. よって M の各点での主曲率は唯一つであり, その値は M 上で一定であ
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る. M はコンパクトなので, ι(M) は全臍的な球面である. また直接計算することで, 全臍

的な球面に対するWillmore汎関数の値は 4π であることがわかる. �

注意 第３章において, ι がうめこみではないはめこみである場合にはW(ι) � 8π が成り

立つことを示す.

M として種数が 1 のものを考えたい. a, b は正数で, a > b を満たすとする. R2 の E3

へのはめこみ ι : R2 −→ E3 を

ι(u, v) := ((a+ b cosu) cos v, (a+ b cos u) sin v, b sin u) (1.2)

で定める. (2π, 0), (0, 2π) によって生成されるR2 の格子を Γ とし, M := R2/Γ とお

く. このとき ι を M の E3 へのうめこみとみなすことができる. Ta,b := ι(M) とおく.

Willmoreは [58] において Ta,b の全平均曲率を調べた. Ta,b の第一基本量は

E = ιu · ιu, F = ιu · ιv, G = ιv · ιv
であり, 第二基本量は

l = −ιu · νu, m = −ιu · νv, n = −ιv · νv

である, 但し ν は Ta,b の単位法ベクトル場 ιu × ιv/|ιu × ιv| である. (1.2) を用いて Ta,b の

平均曲率 H は

H =
En− 2Fm+Gl

2(EG− F 2)
=

1

2

(
cos u

a+ b cosu
+

1

b

)

と表されることがわかるので,
√
EG− F 2 = b(a+ b cos u) に注意して

∫

Ta,b

H2 dA =
1

4

∫ 2π

0

∫ 2π

0

(
b cos2 u

a+ b cos u
+ 2 cosu+

a+ b cos u

b

)
dudv

=
π2

(b/a)
√

1 − (b/a)2

(1.3)

を得る. この右辺は b = a/
√

2 のときに 2π2 に等しく, b �= a/
√

2 のときに 2π2 より真に

大きい. よって ∫

Ta,b

H2 dA � 2π2

であり, さらに等号が成り立つことと b = a/
√

2 は同値である. より一般に, 次の定理が

成り立つ:

定理 1.2 ([46], [60]) C を E3 内の閉曲線とする. また TC は C の開管状近傍の境界で

ありそしてはめこまれた曲面を形成するとする. このとき TC の全平均曲率は 2π2 以上で

ある:
∫

TC

H2 dA � 2π2. (1.4)
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さらに, この式において等号が成り立つことと TC がある正数 a > 0 に対し Ta,a/
√

2 と合

同であることは同値である.

証明 R から E3 への滑らかな写像 γ : R −→ E3 は |γ′| ≡ 1 および γ(R) = C を満た

すとする. このとき γ は周期的であり, 最小の周期を l > 0 とする: 任意の s ∈ R に対し

γ(s+ l) = γ(s)が成り立ち,かつ各 a ∈ (0, l)に対しある s ∈ Rが存在して γ(s+a) �= γ(s)

が成り立つ. ここで C の曲率 κ は 0 にはならないと仮定する. このとき t := γ′ とお

き, そして単位主法線ベクトル, 単位従法線ベクトルをそれぞれ n, b とおく: t, n, b は

t′ = κn, n′ = −κt + τb, b′ = −τn を満たす (Frenet-Serretの公式). そして正数 r > 0 に

対し, R2 から E3 への滑らかな写像 ι : R2 −→ E3 を

ι(s, t) := γ(s) + r(cos t)n(s) + r(sin t)b(s)

によって定義する. ι がはめこみであるように, r は十分小さいとする. TC := ι(R2) とお

く. このとき Frenet-Serretの公式に注意して,

ιs = (1 − rκ cos t)t − rτ(sin t)n + rτ(cos t)b,

ιt = −r(sin t)n + r(cos t)b

を得る. よって TC の第一基本量 E = ιs · ιs, F = ιs · ιt, G = ιt · ιt は

E = (1 − rκ cos t)2 + r2τ 2, F = r2τ, G = r2

と表される. また

ιs × ιt = −r(1 − rκ cos t)((cos t)n + (sin t)b)

|ιs × ιt| =
√
EG− F 2 = r(1 − rκ cos t)

が成り立つ. よって TC の単位法ベクトル場 ν は−(cos t)n− (sin t)b で与えられる. この

とき

νs = κ(cos t)t + τ(sin t)n − τ(cos t)b,

νt = (sin t)n − (cos t)b

を得る. よって TC の第二基本量 l = −ιs · νs, m = −ιs · νt, n = −ιt · νt は

l = −rτ 2 + κ cos t(1 − rκ cos t), m = −rτ, n = −r

と表される. このとき TC の平均曲率 H は

H =
En− 2Fm+Gl

2(EG− F 2)
= − 1 − 2rκ cos t

2r(1 − rκ cos t)
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と表される. よって
∫

TC

H2 dA =

∫ 2π

0

∫ l

0

(1 − 2rκ cos t)2

4r(1 − rκ cos t)
dsdt

=
π

2

∫ l

0

κ

rκ
√

1 − r2κ2
ds

� π

∫ l

0

κ ds

が成り立つ, 但し最後の不等式において等号が成り立つことと rκ ≡ 1/
√

2 は同値である.

よって空間曲線に対する Fenchelの定理 (例えば [28] の第１章第５節で解説されている)

を用いて (1.4) を得ることができ, さらに等号が成り立つことと C がある平面内の半径が√
2r の円であることは同値であることがわかる. 以上においては C の曲率 κ は 0 にはな

らないと仮定したが, κ が 0 になる場合には κ �= 0 である点の集合上で上の議論を行えば

同じ結論を得ることができる. �

1.2 Willmore汎関数と空間の共形変換

M を前節の冒頭で与えられたようなものとし, En を n次元Euclid空間とする (n � 3).

ι : M −→ En を M の En へのはめこみとする. また H を ι に関する M の平均曲率ベ

クトルとする. このとき ι に関する M の全平均曲率

W(ι) :=

∫

M

|H|2 dA

について, 次の定理が成り立つ:

定理 1.3 ([57], [10], [16]) X は En の共形変換で, ∞ /∈ X ◦ ι(M) を満たすとする. こ

のとき X ◦ ι に関する M の全平均曲率W(X ◦ ι) は ι に関する M の全平均曲率W(ι)

に等しい:

W(X ◦ ι) = W(ι).

注意 En の共形変換は等長変換, 相似変換および反転の有限積によって表される: En の

領域 D から 領域 D′ への共形写像は, 等長変換, 相似変換および反転の有限積を D に制

限したものである (Liouvilleの定理, [49, pp. 209]). 但し反転は反転の中心を無限遠点に対

応させているので, En の共形変換を厳密にはEn の 1 点コンパクト化である n 次元球面

Sn の共形変換と呼ぶべきであろう. しかしながら “En の共形変換”という言い方を以下

においても使用することにする.
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参考 n = 3 に対する定理 1.3はWhiteによって示された ([57]). ただしBlaschkeによっ

ても示されていたことが知られている ([10]). 一般の n � 3 に対してはChenによって示

された ([16]).

定理 1.3の証明 X が等長変換または相似変換である場合には, W(X ◦ ι) = W(ι) を示

すことは容易である. X が反転である場合を考える. X は原点を中心とし半径が R の球

面に関する反転であるとする. このとき X ◦ ι = (R2/|ι|2)ι が成り立つので,

d(X ◦ ι) = R2 dι

|ι|2 − 2R2(ι · dι) ι

|ι|4
を得る. よって ι によって導かれた計量と X ◦ ι によって導かれた計量の関係式

d(X ◦ ι) · d(X ◦ ι) = R4dι · dι
|ι|4

を得る. よって

dAX =
R4

|ι|4 dA (1.5)

を得る, 但し dAX はX ◦ ι によって導かれた計量に関する M の面積要素である. ここで

n = 3 とする. ν を ι に関する M の単位法ベクトル場とするとき, X ◦ ι に関する M の

単位法ベクトル νX を

νX =
2

|ι|2 (ι · ν)ι− ν

と表すことができる. このとき ι および X ◦ ι に関する第二基本形式の間の関係式

−d(X ◦ ι) · dνX =
R2

|ι|2dι · dν −
2R2

|ι|4 (ι · ν)(dι · dι)

を得る. 特に X ◦ ι に関する M の主曲率 ki,X と ι に関する M の主曲率 ki の間の関係式

ki,X = −|ι|2
R2

ki − 2

R2
ι · ν (1.6)

を得る. (1.5) および (1.6) から,

(H2
X −KX) dAX = (H2 −K) dA (1.7)

を得る, 但し HX , KX は X ◦ ι に関する M の平均曲率およびGauss曲率である. よって

Gauss-Bonnetの定理から ∫

M

KdA =

∫

M

KXdAX

がわかるので, W(X ◦ ι) = W(ι) を得る. 以上を参考にして, n � 4 の場合を考える.

ν1, . . . , νn−2 は ι に関する M の滑らかな単位法ベクトル場で, M の各点で νa · νb = δab

を満たすとする, 但し δab はKroneckerのデルタである. このとき

νa,X :=
2

|ι|2 (ι · νa)ι− νa
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とおくと, ν1,X , . . . , νn−2,X は X ◦ ι に関する M の滑らかな単位法ベクトル場で, M の各

点で νa,X · νb,X = δab を満たす. よって

−d(X ◦ ι) · dνa,X =
R2

|ι|2dι · dνa − 2R2

|ι|4 (ι · νa)(dι · dι)

を得る. 特に X ◦ ι に関する, 法ベクトル場 νa,X に対するM の主曲率 ki,X(νa,X) と, ι に

関する法ベクトル場 νa に対する M の主曲率 ki(νa) の間の関係式

ki,X(νa,X) = −|ι|2
R2

ki(νa) − 2

R2
ι · νa (1.8)

を得る. (1.5) および (1.8) から,

(|HX |2 −KX) dAX = (|H|2 −K) dA (1.9)

を得る, 但し HX は X ◦ ι に関する M の平均曲率ベクトルである. よってGauss-Bonnet

の定理を用いて, W(X ◦ ι) = W(ι) を得る. �

注意 (1.7) および (1.9) は局所的に成り立つ関係式である. 第４章において曲面の共形

Gauss写像によって導かれる計量が空間の共形変換によって不変であることを示すが, こ

のことから (1.7) は直ちに導かれることが第４章でわかる.

Sn(1) を En+1 の原点を中心とする半径 1 の超球面とし, Sn(1) の点 p+ を p+ :=

(0, . . . , 0, 1) とする. π : Sn(1) \ {p+} −→ {xn+1 = −1} を p+ から超平面 {xn+1 = −1} へ
の立体射影とする. また ι は M のEn+1 へのはめこみで, ι(M) ⊂ Sn(1) \ {p+} をみたす
とする. このとき π ◦ ι を M の Enへのはめこみとみなすことができる. π は p+ を中

心とする半径が 2 の超球面に関する反転を Sn(1) \ {p+} に制限したものであるので, 定

理 1.3から次を得る:

系 1.4 W(π ◦ ι) = W(ι).

注意 系 1.4において, W(ι) は (Sn(1) ではなく) En+1 における平均曲率ベクトルの長さ

の 2 乗を M 上積分したものである.

定理 1.2および定理 1.3が成り立つので, 一般に次のWillmore予想 (Willmore conjec-

ture)が肯定的に解決されることが期待される:

予想 1.5 (Willmore予想, [58]) M の種数を 1 とする. このとき M の E3 へのはめこ

み ι に対しW(ι) � 2π2(> 4π) が成り立ち, さらに等号が成り立つことと ι(M) が E3 の

共形変換によって T√2,1 とうつりあうことは同値である.

注意 第２章において, T√2,1 は S3 内のCliffordトーラスの立体射影による像であること

がわかる.
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2 Willmore曲面

2.1 Willmore曲面に対するEuler-Lagrange方程式

M および ι を第 1章の冒頭に与えられたようなものとし, ν を ι に関する M 上の単位

法ベクトル場とする. M 上の滑らかな関数 f に対し, ιf は M × R から E3 への滑らか

な写像で任意の p ∈ M に対し ιf (p, 0) = ι(p) および (∂ιf/∂t)(p, 0) = f(p)ν(p) を満たす

ものとする. また各 (p, t) ∈ M × R に対し, ιf,t(p) := ιf (p, t) とおく. このとき 0 を含む

開区間 I が存在して, 任意の t ∈ I に対し ιf,t は M の E3 へのはめこみである. t ∈ I に

対し,

wf (t) := W(ιf,t)

とおく. このとき ι がWillmoreはめこみ (Willmore immersion)であるとは, 任意の f に

対し次が成り立つときにいう:
dwf

dt
(0) = 0

(すなわちWillmore汎関数 W の第 1 変分が 0 であるようなはめこみがWillmoreはめこ

みである). ι がWillmoreはめこみであるとき, M の ι による像 ι(M) をWillmore曲面

(Willmore surface)という (すなわちWillmore汎関数 W の停留曲面がWillmore曲面で

ある). Willmore曲面については, 次の定理が成り立つ:

定理 2.1 ([15]) M , ι および H を前章の冒頭に与えられたようなものとし, K, Δ をそ

れぞれ ι によって導かれた計量に関する M のGauss曲率および M 上の Laplacianとす

る. このとき ι がWillmoreはめこみであることと M 上次の方程式が成り立つことは同

値である:

ΔH + 2
(
H2 −K

)
H = 0. (2.1)

(2.1) はWillmoreはめこみに対する Euler-Lagrange方程式である.

定理 2.1の証明 (u, v) を M の点 p の近傍 U 上の局所座標系とする. また f の台は U

に含まれるものとする. そして t ∈ I に対し

Ef,t := (ιf,t)u · (ιf,t)u, Ff,t := (ιf,t)u · (ιf,t)v, Gf,t := (ιf,t)v · (ιf,t)v

とおき, さらに

νf,t :=
(ιf,t)u × (ιf,t)v

|(ιf,t)u × (ιf,t)v| ,

lf,t := (ιf,t)uu · νf,t, mf,t := (ιf,t)uv · νf,t, nf,t := (ιf,t)vv · νf,t
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および

Hf,t :=
1

2
tr

((
Ef,t Ff,t

Ff,t Gf,t

)−1(
lf,t mf,t

mf,t nf,t

))

(2.2)

とおく. このとき Hf,t ははめこみ ιf,t に関する M の平均曲率である. よって

dwf

dt
(0) =

d

dt

∫∫

U

H2
f,t

√
Ef,tGf,t − F 2

f,tdudv

∣∣
∣∣
t=0

=

∫∫

U

∂

∂t

(
H2

f,t

√
Ef,tGf,t − F 2

f,t

)∣∣
∣∣
t=0

dudv

=

∫∫

U

{
2H

∂Hf,t

∂t

∣
∣∣
∣
t=0

√
EG− F 2 +H2 ∂

∂t

√
Ef,tGf,t − F 2

f,t

∣
∣∣
∣
t=0

}
dudv

(2.3)

が成り立つ, 但し E := Ef,0, F := Ff,0, G := Gf,0, . . . である. (2.3) の最右辺の第 2 項に

ついては,

∂

∂t

√
Ef,tGf,t − F 2

f,t

∣∣
∣∣
t=0

= −2fH
√
EG− F 2 (2.4)

が成り立つ. (2.3) の最右辺の第 1 項について,

∂Hf,t

∂t

∣∣
∣∣
t=0

=
1

2

{
Δf +

(
4H2 − 2K

)
f
}

(2.5)

を示したい. (2.2) から,

∂Hf,t

∂t

∣
∣∣
∣
t=0

=
1

2
tr

{
∂

∂t

(
Ef,t Ff,t

Ff,t Gf,t

)−1 ∣∣
∣∣
∣
t=0

(
l m

m n

)

+

(
E F

F G

)−1

∂

∂t

(
lf,t mf,t

mf,t nf,t

)∣∣
∣∣
∣
t=0

} (2.6)

を得る. ここで (
Ef,t Ff,t

Ff,t Gf,t

)−1(
Ef,t Ff,t

Ff,t Gf,t

)

=

(
1 0

0 1

)

から,

∂

∂t

(
Ef,t Ff,t

Ff,t Gf,t

)−1 ∣∣
∣∣
∣
t=0

(
E F

F G

)

= −
(
E F

F G

)−1

∂

∂t

(
Ef,t Ff,t

Ff,t Gf,t

)∣∣
∣∣
∣
t=0

= 2f

(
E F

F G

)−1(
l m

m n

)
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を得る. よって (2.6) の右辺第 1 項は

ftr

{((
E F

F G

)−1(
l m

m n

))2}

=
(
4H2 − 2K

)
f (2.7)

に等しいことがわかる. また (2.6) の右辺第 2 項について,

∂

∂t

(
lf,t mf,t

mf,t nf,t

)∣∣∣
∣∣
t=0

=

(
∂t(ιf,t)uu

∣
∣
t=0

· ν ∂t(ιf,t)uv

∣
∣
t=0

· ν
∂t(ιf,t)uv

∣∣
t=0

· ν ∂t(ιf,t)vv

∣∣
t=0

· ν

)

+

(
ιuu · ∂tνf,t

∣∣
t=0

ιuv · ∂tνf,t

∣∣
t=0

ιuv · ∂tνf,t

∣∣
t=0

ιvv · ∂tνf,t

∣∣
t=0

) (2.8)

が成り立つ. ここで
[
∂t(ιf,t)uu

∣
∣
t=0
, ∂t(ιf,t)uv

∣
∣
t=0
, ∂t(ιf,t)vv

∣
∣
t=0

]

= [fuuν + 2fuνu + fνuu, fuvν + fuνv + fvνu + fνuv, fvvν + 2fvνv + fνvv]

が成り立つので, (2.8) の右辺第 1 項は
(
fuu fuv

fuv fvv

)

− f

(
νu · νu νu · νv

νu · νv νv · νv

)

=

(
fuu fuv

fuv fvv

)

− f

(
l m

m n

)(
E F

F G

)−1(
l m

m n

) (2.9)

と表される. また ∂tνf,t

∣
∣
t=0
は ν と直交しているので, U の各点で

∂tνf,t

∣
∣
t=0

= c1ιu + c2ιv (2.10)

と表される (c1, c2 ∈ R). ここで

(
∂tνf,t

∣∣
t=0

· ιu, ∂tνf,t

∣∣
t=0

· ιv
)

= −(ν · ∂t(ιf,t)u

∣∣
t=0
, ν · ∂t(ιf,t)v

∣∣
t=0

)
= −(fu, fv)

であるので, (2.10) の右辺における c1, c2 は
(
c1

c2

)

= −
(
E F

F G

)−1(
fu

fv

)

によって与えられる (すなわち −∂tνf,t

∣∣
t=0
は ι によって導かれた計量に関する f の勾配

ベクトル場に等しい). よって (2.8) の右辺第 2 項は
(

Γu
uu Γu

uv

Γu
uv Γu

vv

)

ιu · (c1ιu + c2ιv) +

(
Γv

uu Γv
uv

Γv
uv Γv

vv

)

ιv · (c1ιu + c2ιv)

= −
{(

Γu
uu Γu

uv

Γu
uv Γu

vv

)

fu +

(
Γv

uu Γv
uv

Γv
uv Γv

vv

)

fv

} (2.11)
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と表される, 但し Γc
ab は Christoffelの記号で, 例えば ιuv = Γu

uvιu + Γv
uvιv +mν が成り立

つ. よって (2.8), (2.9) および (2.11) から, (2.6) の右辺第 2 項は

1

2
tr

{(
E F

F G

)−1(
fuu − Γu

uufu − Γv
uufv fuv − Γu

uvfu − Γv
uvfv

fuv − Γu
uvfu − Γv

uvfv fvv − Γu
vvfu − Γv

vvfv

)

− f

((
E F

F G

)−1(
l m

m n

))2}

=
1

2

{
Δf − (4H2 − 2K

)
f
}

(2.12)

と表されることがわかる. (2.6), (2.7) および (2.12) から, (2.5) を得る. (2.3), (2.4) およ

び (2.5) から,

dwf

dt
(0) =

∫∫

U

{
HΔf + 2

(
H2 −K

)
Hf
}
dA (2.13)

を得る. Stokesの定理を用いて, (2.13) を

dwf

dt
(0) =

∫∫

U

f
{
ΔH + 2

(
H2 −K

)
H
}
dA (2.14)

と書き換えることができる. よって ι がWillmoreはめこみであるならば, M 上の任意の

滑らかな関数 f に対し (2.14) が成り立つので, U 上 (2.1) が成り立つことがわかる. 点 p

は任意にとってよいので, M 上 (2.1) が成り立つ.

逆にM 上 (2.1)が成り立つとき ιがWillmoreであることを示す. M はコンパクトである

ので, M の座標近傍系で有限個の座標近傍からなるもの {(Ui, (ui, vi))}m
i=1 および {Ui}m

i=1

に従属する単位の分割 {χi}m
i=1 が存在する. {(Ui, (ui, vi))}m

i=1 は M の向きの一つを与え

ると仮定してよい. このとき (2.4), (2.5) および Stokesの定理を用いて, M 上の滑らかな

関数 f に対し

dwf

dt
(0) =

m∑

i=1

d

dt

∫∫

Ui

χiH
2
f,t

√
Ef,t,iGf,t,i − F 2

f,t,iduidvi

∣∣
∣∣
t=0

=
m∑

i=1

∫∫

Ui

χi

{
HΔf + 2

(
H2 −K

)
Hf
}
dA

=

∫∫

M

f
{
ΔH + 2

(
H2 −K

)
H
}
dA

が成り立つことがわかる. よって M 上 (2.1) が成り立つならば, (dwf/dt)(0) = 0 が成り

立つ. よって ι はWillmoreはめこみである. �

注意 はめこみがWillmoreであるということを定義する際, M がコンパクトである必要

はない: 上に現れた f の台がコンパクトであることおよび台に含まれない点 p ∈M およ
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び任意の t ∈ I に対し ιf(p, t) = ι(p) が成り立つという条件を付け加えることによって,

やはりはめこみのWillmore性を定義することができる. さらに M が向きづけ可能であ

る必要もない: f の台は M の向きづけ可能な領域に含まれるという条件を付け加えれば

よい. M のコンパクト性や向きづけ可能性を仮定しない場合においても, Willmoreはめ

こみに対する Euler-Lagrange方程式はやはり (2.1) によって与えられる.

注意 X を E3 の共形変換とするとき, M の X ◦ ι による像がコンパクトであるなら
ば, 定理 1.3を用いて ι がWillmoreであることと X ◦ ι がWillmoreであることは同値

であることがわかる. さらに, M のコンパクト性や向きづけ可能性を仮定しないとして

も, ∞ /∈ X ◦ ι(M) が成り立つならば, 領域に対するGauss-Bonnetの定理を用いて ι が

Willmoreであることと X ◦ ι がWillmoreであることは同値であることがわかる.

参考 M をコンパクトかつ向きづけ可能な (n − 1) 次元可微分多様体 (n � 3)とし,

ι : M −→ En を M の En へのはめこみとする. また H を ι に関する M の平均曲率と

する. そして

W(ι) :=

∫

M

Hn−1 dV, W∗(ι) :=

∫

M

|H|n−1 dV

とおく, ただし dV は ι によって導かれた計量に関する M の体積要素である. このとき

W∗(ι) は (n− 1) 次元単位球面の体積以上であり, そして等号が成り立つことと ι(M) が

全臍的な超球面であることは同値である ([13], 定理 1.1の一般化). また汎関数 W の第 1

変分が 0 であるようなはめこみに対する Euler-Lagrange方程式は次によって与えられる

([15]):

ΔHn−2 +
{
(n− 1)(n− 2)H2 − S

}
Hn−2 = 0, (2.15)

ただし S, Δ はそれぞれ ι によって導かれた計量に関する M のスカラー曲率および M

上の Laplacianである. n = 3 に対する方程式 (2.15) はちょうど方程式 (2.1) である.

2.2 S3 内のWillmore曲面

M をコンパクトな 2 次元可微分多様体とし, ι : M −→ S3 をM の 3 次元単位球面 S3

へのはめこみとする. また H を M の S3 における平均曲率とする. そして W1(ι) を次の

ようにおく:

W1(ι) :=

∫

M

(
H2 + 1

)
dA (2.16)

(M が向きづけ不可能であるならば H を M 上連続に定義することはできないが, H2

は M 上連続であるので (2.16) の右辺は ι によって確かに定義される). 汎関数 W1 の
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こともWillmore汎関数とよぶ. 汎関数 W1 の第 1 変分が 0 であるようなはめこみを

S3 へのWillmoreはめこみという. ι1 : S3 −→ E4 は S3 の E4 への等長なうめこみで,

ι1(S
3) = S3(1)が成り立つものとする. このとき ι1 ◦ ιはM の E4 へのはめこみであるが,

M の E4 における平均曲率ベクトルの長さの 2 乗は (2.16) の右辺の被積分関数 H2 + 1

に等しいことに注意すると,

W1(ι) = W(ι1 ◦ ι)

がわかる. よって p+ /∈ ι1 ◦ ι(M) ならば, 系 1.4を用いて

W1(ι) = W(π ◦ ι1 ◦ ι) (2.17)

を得る. よって次の命題を得る:

命題 2.2 ([56]) ι : M −→ S3 は M の S3 へのはめこみで, p+ /∈ ι1 ◦ ι(M) が成り立つも

のとする. このとき ι がWillmoreであることと π ◦ ι1 ◦ ι : M −→ E3 がWillmoreである

ことは同値である.

Weinerは S3 へのWillmoreはめこみ ι に対するEuler-Lagrange方程式は次によって与

えられることを示した ([56]):

ΔH + 2
(
H2 −K1

)
H = 0, (2.18)

ただし K1 は M の S3 における 2 つの主曲率の積 (Gauss-Kronecker曲率) である. 方程

式 (2.18) によると, S3 内の極小曲面はWillmore曲面である. M が射影平面と同相では

ないならばM の S3 への極小はめこみが存在する ([34])ので, 命題 2.2を用いて次の定理

を得る:

定理 2.3 ([56]) M が射影平面と同相ではないならば, M の E3 へのWillmoreはめこみ

が存在する.

定理 2.3によると, E3 内のコンパクトなWillmore曲面は豊富に存在し, そしてこの根

拠は S3 内のコンパクトな極小曲面が豊富に存在することにある. このとき E3 内の任意

のコンパクトなWillmore曲面は S3 内の極小曲面の立体射影による像と E3 の共形変換

によって互いにうつりあうかどうかが興味の対象となる. Pinkallは [39] において S3 内

の Hopfトーラスを調べた, 但し S3 内の Hopfトーラスとは S2 内の閉曲線のHopf写像

S3 −→ S2 による逆像のことである (S2 内の各閉曲線が S3 内のHopfトーラスを一つ定

める). S3 内のHopfトーラスは平坦である. Pinkallは [39] において S3 にうめこまれた

Hopfトーラスの中にはWillmore曲面であるものがたくさん存在することを示しさらにそ

のようなHopfトーラスのうち S3 内の極小曲面とはいかなる共形変換によっても互いに
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うつりあわないものが存在することを示した. 命題 2.2からこのようなHopfトーラスの

立体射影による像は E3 内のWillmore曲面であることがわかるので, 以上から次の定理

を得る:

定理 2.4 ([39]) E3 内のコンパクトなWillmore曲面で S3 内の極小曲面の立体射影によ

る像とE3 の共形変換によって互いにうつりあわないものが存在する.

また射影平面の S3 への極小はめこみは存在しない. これは, 射影平面のはめこみが S2

のはめこみの一種であり, そして S2 の S3 への極小はめこみは全測地的であり ([1]) 従っ

てうめこみであることからわかる. 一方で射影平面の E3 へのWillmoreはめこみは存在

する (このことについては第 3章において議論する).

2.3 CliffordトーラスのWillmore汎関数に関する安定性

S3 内のCliffordトーラス (Clifford torus)とは
{

(x1, x2, x3, x4) ∈ E4

∣∣
∣
∣ x

2
1 + x2

2 =
1

2
, x2

3 + x2
4 =

1

2

}

で与えられる S3 にうめこまれたトーラスである. E2 から S3 への写像 ι を

ι(u, v) :=

(
cos

√
2u√

2
,

sin
√

2u√
2

,
cos

√
2v√

2
,

sin
√

2v√
2

)

((u, v) ∈ E2)とおく. Γ を (
√

2π, 0), (0,
√

2π) で生成される格子とし, M := E2/Γ とおく.

このとき ι : M −→ S3 はうめこみであり, ι(M) は Cliffordトーラスである. ι は等長で

ある:

dι = (− sin
√

2u, cos
√

2u, 0, 0)du+ (0, 0,− sin
√

2v, cos
√

2v)dv

なので, dι · dι = du2 + dv2 が成り立つ. ι は極小である:

ν(u, v) :=

(
cos

√
2u√

2
,

sin
√

2u√
2

, −cos
√

2v√
2

, −sin
√

2v√
2

)

とおくと, ν は M の S3 における単位法ベクトル場であり,

ιuu · ν = −1, ιuv · ν = 0, ιvv · ν = 1

が成り立つので, M の S3 における平均曲率 H は 0 である. 従って Cliffordトーラスは

Willmore曲面である.

Cliffordトーラスの立体射影による像は T√2,1 である. S3 の点 p+ := (0, 0, 0, 1) から

{x4 = 0} への立体射影 π : S3 \ {p+} −→ {x4 = 0} ∼= E3 による ι(u, v) の像は

π ◦ ι(u, v) =

(
cos

√
2u√

2 − sin
√

2v
,

sin
√

2u√
2 − sin

√
2v
,

cos
√

2v√
2 − sin

√
2v

)
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であり, E2 内の曲線
{(

1√
2 − sin

√
2v
,

cos
√

2v√
2 − sin

√
2v

) ∣∣
∣∣ v ∈ R

}

は
(√

2, 0
)
を中心とする半径が 1 の円であるので, T√2,1 = π ◦ ι(M) がわかる. よって命

題 2.2から, T√2,1 はWillmore曲面であることがわかる. T√2,1 は W が 2π2 を達成する

トーラスであるので, W1(ι) = 2π2 がわかる.

Willmore予想においては T√2,1 はW が 2π2 を達成する (E3 の共形変換による像を除い

て)唯一のトーラスであることが期待されている. WeinerはCliffordトーラスに対する汎

関数W1 の第 2変分を計算した. f をM 上の滑らかな関数とし, I は 0を含む開区間とす

る. ιf は M × I から S3 への滑らかな写像で, 任意の p ∈M に対し ιf (p, 0) = ι(p)および

(∂ιf/∂t)(p, 0) = f(p)ν(p)を満たすものとする. 各 (p, t) ∈M × I に対し, ιf,t(p) := ιf(p, t)

とおく. 任意の t ∈ I に対し ιf,t は M の E3 へのはめこみであると仮定する. t ∈ I に

対し,

w1,f (t) := W1(ιf,t)

とおく. このとき
dw1,f

dt
(0) =

∫

M

(
ΔH + 2

(
H2 −K1

)
H
)
fdA

が成り立つ. さらに, Cliffordトーラスは極小であることに注意すると,

d2w1,f

dt2
(0) = 2

∫

M

(
∂Hf,t

∂t

∣∣
∣∣
t=0

)2

dA+
d2af

dt2
(0) (2.19)

がわかる, 但し

af (t) :=

∫

M

dAt

であり, dAt は ιf,t によって導かれた計量に関する M の面積要素である. (2.19) の右辺

第 1 項については,

∂Hf,t

∂t

∣∣
∣∣
t=0

=
1

2

{
Δf +

(
4H2 − 2K1 + 2

)
f
}

=
1

2
(Δf + 4f) (2.20)

が成り立つ. (2.20) は (2.5) を導くやり方を参考にすれば得られるが, (2.10) の右辺は ιu,

ιv および ι の 1 次結合になることに注意すべきである. (d2af/dt
2)(0) を求めるために, ま

ず (daf/dt)(t) を求める:

daf

dt
(t) = −2

∫

M

Hf,t〈W, ν〉dAt,

但し W (p, t) := (∂ιf/∂t)(p, t) である ([19, pp. 54–56] を参考にして, 曲面が E3 内にある

場合と同様に求めることができる). Cliffordトーラスに対しては H ≡ 0 なので,

d2af

dt2
(0) = −2

∫

M

∂Hf,t

∂t

∣
∣∣
∣
t=0

fdA = −
∫

M

f(Δf + 4f)dA (2.21)
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が成り立つ. (2.19), (2.20) および (2.21) から,

d2w1,f

dt2
(0) =

1

2

∫

M

(Δf + 2f)(Δf + 4f)dA (2.22)

を得る. Cliffordトーラス上のLaplacian Δの固有値の集合は{2(m2+n2) |m,n ∈ N∪{0}}
で与えられる. 特に 2 < λ < 4 を満たす固有値 λ は存在しないことがわかる. よって

(d2w1,f/dt
2)(0) � 0がわかる. M の S3 へのはめこみ全体からなる集合を Imm(M,S3)で

表し, Imm(M,S3) に Ck 位相を導入する (ただし k ∈ N は十分大きいとする). Weiner

は (d2w1,f/dt
2)(0) = 0 となる f を調べ, 次の定理を得た:

定理 2.5 ([56]) Imm(M,S3) における ι のある近傍 O においては W1 � 2π2 が成り立

ち, かつ W1 = 2π2 が成り立つこととO の元が M の微分同相写像, ι および S3 の共形

変換の合成と表されることは同値である.

定理 2.5から, 「T√2,1 の近傍においてはWillmore予想は肯定的に解決される」という

ことができる.

参考 T√2,1 が W の最小値を与えるかどうかはまだわからないが, Simonは [47], [48] に

おいて W の最小値を与えるトーラスが存在することを示した.
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3 共形面積

3.1 共形面積の幾つかの性質

M をコンパクトな 2次元多様体とし, M に一つの共形構造を与える. そして ι : M −→
Sn を M の n 次元単位球面 Sn への共形的なはめこみとする. また Gn を Sn の共形変

換群とする (Gn はLorentz群 O(n+ 1, 1) の部分群と同型である). このとき ι についての

M の n-共形面積 (n-conformal area) Ac(n, ι) とは次のように定義される量である:

Ac(n, ι) := sup
X∈Gn

∫

M

dAX ,

ただし dAX は X ◦ ι によって導かれた計量に関する M の面積要素である. そして M の

n-共形面積 Ac(n,M) とは次のように定義される量である:

Ac(n,M) := inf{Ac(n, ι) | ι : M −→ Sn は共形的なはめこみ }.

このとき Li-Yauは次の定理を示した:

定理 3.1 ([35]) M をコンパクトな 2 次元Riemann多様体とし, g を M のRiemann計

量とする. λ1, dA をそれぞれ g に関する Laplacian Δ の第 1 固有値および面積要素とす

る. そして M の Sn への共形的なはめこみが存在するとする. このとき次が成り立つ:

λ1

∫

M

dA � 2Ac(n,M).

さらに等号が成り立つならば, λ1 = 2 となるように g を g の正数倍で置き換えたとき,

M の Sn への等長かつ極小なはめこみが存在する.

ι : M −→ Sn を M の Sn への共形的なはめこみとする. Sn を En+1 の単位超球面

Sn(1) と同一視する. また (x1, . . . , xn+1) を En+1 の直交座標系とする. 定理 3.1を証明す

るために, 次の補題を必要とする.

補題 3.2 Gn の元 X が存在して, 任意の i ∈ {1, . . . , n+ 1} に対し次が成り立つ:
∫

M

xi ◦X ◦ ι dA = 0.

証明 [35] においても証明が与えられているが, ここでは [45, pp. 142–144] を参考にし

て証明を記す. Bn+1 := {x ∈ En+1 | |x| < 1} とおく. a ∈ Bn+1 および x ∈ Bn+1 に対し

1 − 2a · x+ |a|2|x|2 > 0 が成り立つことに注意して,

ga(x) :=
(1 − |a|2)x− (1 − 2a · x+ |x|2)a

1 − 2a · x+ |a|2|x|2 (3.1)
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とおく. このとき

1 − |ga(x)|2 =
(1 − |a|2)(1 − |x|2)
1 − 2a · x+ |a|2|x|2

が成り立つので, x ∈ Bn+1 に対し ga(x) ∈ Bn+1 が成り立ち, x ∈ Sn = ∂Bn+1 に対し

ga(x) ∈ Sn が成り立つ. また

dga · dga =
(1 − |a|2)2

(1 − 2a · x+ |a|2|x|2)2
dx · dx (3.2)

が成り立つので, ga は Bn+1 から Bn+1 への共形写像を与えかつ Sn から Sn への共形写

像を与えることがわかる. さらに次が成り立つ.

(i) ga|Sn : Sn −→ Sn は全射である: ga(S
n) は空ではない閉集合であり, また (3.2) から

ga|Sn は局所微分同相写像であることがわかるので ga(S
n) は開集合である.

(ii) ga|Sn : Sn −→ Sn は単射である: ga|Sn : Sn −→ Sn は被覆写像であり, Sn は単連結

である.

よって ga|Sn : Sn −→ Sn は微分同相写像であり, 従って ga は Gn の元を与える. ここで

各 i ∈ {1, . . . , n + 1} および各 a ∈ Bn+1 に対し

Hi(a) := −
∫

M

xi ◦ ga ◦ ι dA
/∫

M

dA

とおき, H(a) := (H1(a), . . . , Hn+1(a)) とおく. このとき |a| < 1 および L2 内積に関す

る Schwarzの不等式から, |H(a)| < 1 がわかる. よって H は Bn+1 から Bn+1 への滑ら

かな写像である. ここで ga が (3.1) の中でのように与えられていることに注意すると,

a ∈ Bn+1 が a0 ∈ Sn に近づくとき, 任意の x ∈ Bn+1 \ {a0} に対し ga(x) は −a0 に

近づくので, H(a) は a0 に近づく. よって H を Bn+1 から Bn+1 への連続写像とみな

すことができ, このとき H|Sn は Sn の恒等変換に等しい. そして各 c ∈ (−1, 1) に対し

Bn+1 ∩ {xn+1 = c} の H による像を調べることによって, H : Bn+1 −→ Bn+1 は全射で

あることがわかる. よってある b ∈ Bn+1 に対し H(b) = (0, . . . , 0) が成り立つ. よって

X ∈ Gn として X := gb|Sn をとることによって, 補題 3.2を得る. �

以下, 補題 3.2の中に現れた X に対し, X ◦ ι を単に ι で表す. 従って
∫

M

xi ◦ ι dA = 0

が成り立つ (i = 1, 2, . . . , n + 1). このとき次が成り立つ ([45, pp. 88]):

λ1

∫

M

(xi ◦ ι)2 dA �
∫

M

|∇(xi ◦ ι)|2 dA, (3.3)
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ただし M 上の滑らかな関数 f に対し |∇f | は M の計量 g に関する f の勾配ベクトル場

の長さを表すとする.

定理 3.1の証明 |∇̃f | を ι によって導かれた計量 g̃ に関する f の勾配ベクトル場の (g̃

に関する)長さとし, dÃ を g̃ に関する M の面積要素とする. g̃ は g と共形的であるので,

2 次元多様体上のDirichlet積分の共形不変性に注意すると, M 上の滑らかな関数 f に対

し次が成り立つことがわかる:
∫

M

|∇f |2 dA =

∫

M

∣∣∇̃f ∣∣2 dÃ. (3.4)

よって次が成り立つ:

n+1∑

i=1

∫

M

|∇(xi ◦ ι)|2 dA =
n+1∑

i=1

∫

M

∣
∣∇̃(xi ◦ ι)

∣
∣2 dÃ = 2

∫

M

dÃ � 2Ac(n, ι). (3.5)

よって (3.3), (3.5) および
n+1∑

i=1

∫

M

(xi ◦ ι)2 dA =

∫

M

dA

を用いて,

λ1

∫

M

dA � 2Ac(n, ι)

を得る. これより定理 3.1の不等式を得る. 定理 3.1の不等式において等号が成り立つと

する. この式の左辺の値は, 計量 g を g の正数倍に置き換えることによって不変である.

g を正数倍して, λ1 = 2 が成り立つとする. このとき次が成り立つ:
∫

M

dA = Ac(n,M). (3.6)

{ιk}k∈N は M の Sn への共形的なはめこみの列で,

lim
k→∞

Ac(n, ιk) = Ac(n,M) (3.7)

を満たしかつ任意の i ∈ {1, . . . , n+ 1} および任意の k ∈ N に対し次を満たすとする:
∫

M

xi ◦ ιk dA = 0. (3.8)

(3.8) から,

2

∫

M

(xi ◦ ιk)2 dA �
∫

M

|∇(xi ◦ ιk)|2 dA (3.9)

を得る. よって次が成り立つ:

2
n+1∑

i=1

∫

M

(xi ◦ ιk)2 dA �
n+1∑

i=1

∫

M

|∇(xi ◦ ιk)|2 dA � 2Ac(n, ιk). (3.10)
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C∞(M) を M 上の全ての滑らかな関数からなる集合とする. C∞(M) をベクトル空間と

みなすことができる. 各 p � 1 に対し, 次の二つのノルム

||f ||Lp(M) :=

(∫

M

|f |pdA
)1/p

, ||f ||Lp
1(M) :=

(∫

M

(|f |p + |∇f |p)dA
)1/p

による C∞(M) の完備化をそれぞれ Lp(M) および Lp
1(M) で表す. このとき (3.10) か

ら, 各 i ∈ {1, . . . , n + 1} に対し {xi ◦ ιk}k∈N は L2
1(M) の有界集合であることがわかる.

L2
1(M) は

〈〈f1, f2〉〉 :=

∫

M

(f1f2 + g(∇f1,∇f2))dA

を内積とするHilbert空間であり, 一般にHilbert空間の有界集合は弱点列コンパクトであ

る ([30, pp. 193])ので, {xi ◦ ιk} のある部分列は L2
1(M) において弱収束する. {xi ◦ ιk} は

L2
1(M) の有界集合であるので, M がコンパクトであることとHölderの不等式を用いて,

任意の p ∈ (1, 2) に対し {xi ◦ ιk} はL
2/p
1 (M) の有界集合であることがわかる. Kondrakov

のうめこみ定理 ([7, pp. 55])を用いてうめこみ L
2/p
1 (M) −→ L2(M) はコンパクト作用素

であることがわかるので, {xi ◦ ιk} のさらにある部分列が L2(M) において強収束する. そ

の収束列をそのまま {xi ◦ ιk} で表し, またその極限を fi で表す. このとき

lim
k→∞

∫

M

(xi ◦ ιk)2 dA =

∫

M

f2
i dA (3.11)

が成り立つ. また {xi ◦ ιk} は L2
1(M) において fi に弱収束するので, [30, pp. 191] を参考

にして

lim inf
k→∞

∫

M

|∇(xi ◦ ιk)|2 dA �
∫

M

|∇fi|2 dA (3.12)

を得る. また (3.8) から, ∫

M

fi dA = 0

がわかる. よって

2

∫

M

f2
i dA �

∫

M

|∇fi|2 dA (3.13)

が成り立つことがわかる. また (3.6), (3.7) および (3.10) を用いて

lim
k→∞

n+1∑

i=1

∫

M

|∇(xi ◦ ιk)|2 dA = lim
k→∞

2
n+1∑

i=1

∫

M

(xi ◦ ιk)2 dA

が成り立つことがわかるので, (3.9) を用いて

lim
k→∞

∫

M

|∇(xi ◦ ιk)|2 dA = 2 lim
k→∞

∫

M

(xi ◦ ιk)2 dA (3.14)
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を得る. よって (3.11)∼ (3.14) から

lim
k→∞

∫

M

|∇(xi ◦ ιk)|2 dA =

∫

M

|∇fi|2 dA

がわかり, {xi ◦ ιk} は L2
1(M) において fi に強収束することがわかる. また (3.13) にお

いて等号が成り立つことから, f := fi は 2 階の線形楕円型方程式 Δf + 2f = 0 の弱解で

あることがわかり, 従って fi は滑らかである ([21, pp. 186]). このとき {fi}n+1
i=1 は M 上

∑n+1
i=1 f

2
i = 1 を満たすことに注意して, M から Sn への写像 F を F := (f1, . . . , fn+1) で

定義すると, F は共形的なはめこみである. さらに
∑n+1

i=1 f
2
i = 1 の両辺にΔ を作用させ

ることによって
∑n+1

i=1 |∇fi|2 = 2 がわかり, 従って F は等長である. そしてTakahashiの

定理 ([54])から, F は極小であることがわかる. �

命題 3.3 ([35]) M をコンパクトな 2 次元Riemann多様体とし, dA を M の面積要素と

する. また ι0 : M −→ Sn を M の Sn(n � 3) への等長かつ極小なはめこみとする. この

とき次が成り立つ:

Ac(n, ι0) =

∫

M

dA.

証明 ι : M −→ Sn を M の Sn への等長なはめこみとする. また H を M の Sn にお

ける平均曲率ベクトルとする. そして W1(ι) を次のようにおく:

W1(ι) :=

∫

M

(|H|2 + 1
)
dA.

このとき定理 1.3および系 1.4を用いて, 任意の X ∈ Gn に対し次が成り立つことがわ

かる:

W1(X ◦ ι) = W1(ι).

よって次を得る:

Ac(n, ι) � W1(ι). (3.15)

特に ι = ι0 であるならば,

Ac(n, ι0) �
∫

M

dA

が成り立つ. よって Ac(n, ι0) の定義より,

Ac(n, ι0) =

∫

M

dA

を得る. �

定理 3.1および命題 3.3を用いて, 次を得る:
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系 3.4 ([35]) M はコンパクトな 2 次元Riemann多様体で, M 上の Laplacianの第 1 固

有値は 2 であるとする. また M の Sn(n � 3)への等長かつ極小なはめこみ ι が存在する

とする. このとき次が成り立つ:

∫

M

dA = Ac(n,M) = Ac(n, ι).

S2 上の Laplacianの固有値の集合は {k(k + 1) | k ∈ N ∪ {0}} で与えられ, 各固有値

λk := k(k + 1) に対応する固有関数は E3 上の k 次球面調和関数の S2 への制限で与え

られる. 従って第 1 固有値は λ1 = 2 である. また S2 の S3 への全測地的なうめこみ

ι : S2 −→ S3 は等長でありかつ極小である. 従って次を得る:

系 3.5 ([35]) Ac(n, S
2) = 4π.

3.2 共形面積の評価とWillmore予想

(2.17) および (3.15) を用いて, 共形面積と全平均曲率の関係に関する次の補題を得る:

補題 3.6 ([35]) ι : M −→ En を M の En(n � 3) へのはめこみとする. また π :

Sn \ {p+} −→ En を立体射影とする. このとき次が成り立つ :

W(ι) � Ac(n, π
−1◦ ι).

補題 3.6に注意して, Li-Yauは共形面積を用いてWillmore予想の考察を行なった. F は
R2 の部分集合で, 0 � x � 1/2, y > 0 および x2 + y2 � 1 を満たす (x, y) ∈ R2 のような

ものの全体からなる集合とする. また (x, y) ∈ F に対し, {(1, 0), (x, y)} によって生成さ
れる格子が定める平坦トーラスを T (x, y) で表す. このときコンパクト, 向きづけ可能か

つ種数が 1 である 2 次元Riemann 多様体 M に対し, ある (x, y) ∈ F が存在して M と

T (x, y) は共形同値となる (Riemann面として同一視できる). T (x, y) 上の Laplacianの固

有値の集合は {
4π2

(
m2x

2 + y2

y2
− 2mn

x

y2
+ n2 1

y2

) ∣∣∣
∣ m,n ∈ Z

}

で与えられる. よって第 1 固有値は λ1 = 4π2/y2 である. また T (x, y) の面積 は A = y

である. 従って λ1A = 4π2/y が成り立つ. ここで y � 1 を仮定すると, λ1A � 4π2 が成り

立つ. よって定理 3.1を用いて, 次を得る:

系 3.7 ([35])
√

3/2 � y � 1 とし, M := T (x, y) の Sn への共形的なはめこみが存在す

るとする. このとき Ac(n,M) � 2π2 が成り立ち, さらに等号が成り立つならば y = 1 が

成り立つ.
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定理 3.1, 補題 3.6および系 3.7を用いて, 次の定理を得る:

定理 3.8 ([35]) (x, y) ∈ F が √
3/2 � y � 1を満たすものとする. また ιをM := T (x, y)

から En(n � 3)への共形的なはめこみとする. このとき W(ι) � 2π2 が成り立つ. さらに

等号が成り立つならば, y = 1 であり, ι(M) は Sn 内の極小曲面でその上の Laplacianの

第 1 固有値が 2 であるものの立体射影による像と En の共形変換によってうつりあう.

Montiel-Rosは [37] において次の命題を示した:

命題 3.9 ([37]) 任意の (x, y) ∈ F に対し, 次が成り立つ:

Ac(n, T (x, y)) � 4π2y

1 + y2 + x2 − x
.

補題 3.6および命題 3.9を用いて, 次の定理を得る:

定理 3.10 ([37]) (x, y) ∈ F が 2y � 1 + y2 + x2 − x を満たすとする. また ι を T (x, y)

から En(n � 3) への共形的なはめこみとする. このとき次が成り立つ:

W(ι) � 4π2y

1 + y2 + x2 − x
� 2π2.

注意 命題 3.9を用いて,系 3.7および定理 3.8において等号が成り立つならば (x, y) = (0, 1)

であることがわかる. またMontiel-Rosは [37] において次のことを示している: コンパク

トな曲面の共形構造を一つとったとき, その中に次の条件を満たす計量が存在するならば

そのような計量は一意に定まる: その計量に関する Laplacianの第 1 固有値に対する固有

関数によって Sn への極小はめこみが構成される. T (0, 1) の Sn への極小はめこみの例

は像が Cliffordトーラスと合同であるものがあり, このはめこみはCliffordトーラス上の

Laplacianの第 1 固有値である 2 に対する固有関数によって構成されている. よって定

理 3.8において等号が成り立つ場合に現れる Sn 内の極小曲面に導入される計量は平坦で

ある. このとき第 1 固有値の重複度は 4 であるから, T (0, 1) の Sn への極小はめこみによ

る像は S3 に含まれるとみなすことができる. さらに S3 に極小にはめこまれた平坦トー

ラスは Cliffordトーラスに限る ([34])ので, 定理 3.8において等号が成り立つ場合に現れ

る極小曲面はCliffordトーラスである.

注意 Montiel-Rosは [37] において y ∈ [1,√5/3
]
であるならば

Ac(3, T (0, y)) =
4π2y

1 + y2

が成り立つことを示している. よって y �= 1 であるならば, Ac(3, T (0, y)) < 2π2 が成り立

つ. このことは補題 3.6を用いてWillmore予想を完全に解決することはできないことを

示している.

22



3.3 Willmore射影平面

M が射影平面 RP 2 と同相である場合に Ac(n,M) を調べ, そして M の En へのはめ

こみ ι に対するW(ι) を調べる. まず

S2
(√

3
)

:=
{
(x1, x2, x3) ∈ E3 | x2

1 + x2
2 + x2

3 = 3}

とおく. そして

y1 :=
1√
3
x2x3, y2 :=

1√
3
x3x1, y3 :=

1√
3
x1x2,

y4 :=
1

2
√

3
(x2

1 − x2
2), y5 :=

1

6
(x2

1 + x2
2 − x2

3)

とおく. このとき E3 の各点 (x1, x2, x3) に対し E5 の点 (y1, y2, y3, y4, y5) を対応させる写

像Φ : E3 −→ E5 は次を満たす:

(i) Φ(x′1, x
′
2, x

′
3) = Φ(x1, x2, x3) は, (x′1, x

′
2, x

′
3) が (x1, x2, x3) または (−x1,−x2,−x3) に

等しいことと同値である;

(ii) Φ
(
S2
(√

3
)) ⊂ S4;

(iii) Φ : S2
(√

3
) −→ S4 は等長なはめこみである: S2

(√
3
)
上で, 次が成り立つ:

(dy1)
2 + (dy2)

2 + (dy3)
2 + (dy4)

2 + (dy5)
2

= (dx1)
2 + (dx2)

2 + (dx3)
2 +

1

9
(x1dx1 + x2dx2 + x3dx3)

2;

(iv) 等長はめこみΦ : S2
(√

3
) −→ S4 は極小である: S2

(√
3
)
上の Laplacianの固有値の

集合は {k(k + 1)/3 | k ∈ N ∪ {0}} で与えられ, 各固有値 λk := k(k + 1)/3 に対応

する固有関数は, E3 上の k 次球面調和関数の S2
(√

3
)
への制限で与えられるので,

各 yi は固有値 λ2 = 2 に対応する固有関数であり, 従って Takahashiの定理から Φ

は極小であることがわかる.

従って Φ
(
S2
(√

3
))
を S4 に極小にうめこまれた射影平面とみなすことができ, これを

Veronese曲面 (Veronese surface)という. Φ
(
S2
(√

3
))
上well-definedな固有関数はちょう

ど E3 上の偶数次の球面調和関数によって与えられるので, Φ
(
S2
(√

3
))
上のLaplacianの

第 1 固有値は S2
(√

3
)
上のLaplacianの第 2 固有値 λ2 = 2 である. Φ

(
S2
(√

3
))
の面積は

S2
(√

3
)
の面積の半分であり, 6π に等しい. よって系 3.4から, 次を得る:

系 3.11 ([35]) n � 4 に対し, Ac(n,RP 2) = 6π が成り立つ.

補題 3.6および系 3.11を用いて, 次の定理を証明することができる:
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定理 3.12 ([35]) RP 2 の En(n � 4) へのはめこみ ι に対し, W(ι) � 6π が成り立つ. さ

らに等号が成り立つならば, ι(RP 2) は S4 内のある極小曲面の立体射影による像と En

の共形変換によってうつりあう. またVeronese曲面に対する W の値は 6π である.

証明 W(ι) = 6π が成り立つ場合を吟味すればよい. π : Sn \ {p+} −→ En を立体射影

とし, ι1 := π−1 ◦ ι とおく. ∇̃, dÃ をそれぞれ ι1 によってRP 2 上に導かれた計量に関す

る勾配ベクトル場を与える作用素および面積要素とし, ∇, dA をそれぞれ Veronese曲面

からRP 2 上に導かれた計量に関する勾配ベクトル場を与える作用素および面積要素とす

る. i = 1, 2, . . . , n + 1 に対し ι1 は
∫

RP 2

xi ◦ ι1 dA = 0

を満たすと仮定してよい. Veronese曲面上の Laplacianの第 1 固有値は 2 なので

12π = 2
n+1∑

i=1

∫

RP 2

(xi ◦ ι1)2 dA �
n+1∑

i=1

∫

RP 2

|∇(xi ◦ ι1)|2 dA (3.16)

がわかり, また

n+1∑

i=1

∫

RP 2

∣
∣∇̃(xi ◦ ι1)

∣
∣2 dÃ = 2

∫

RP 2

dÃ � 2W1(ι1) = 2W(ι) = 12π (3.17)

が成り立ち, (3.4) から (3.16) の最右辺と (3.17) の最左辺が等しいことがわかるので,
∫

RP 2

dÃ = W1(ι1)

を得る. これは ι1 が極小はめこみであることを意味する. �

以上においては, n � 4 である場合のAc(n,RP 2) および W(ι) を調べた. n = 3 の場合

を考えたい. まず次の命題に注意する:

命題 3.13 ([35]) M をコンパクトな 2 次元可微分多様体とする. また ι : M −→ En は

M の En(n � 3) へのはめこみで, ι(M) のある点の ι による逆像は k 個の点 (k ∈ N) か

らなるものとする. このとき Ac(n, π
−1◦ ι) � 4kπ が成り立つ.

証明 M の k 個の点 p1, p2, . . . , pk が ι によって En の原点 o にうつるとする: i =

1, 2, . . . , k に対し, ι(pi) = o が成り立つ. Ui を pi の M における近傍とし, i �= j のとき

Ui ∩Uj = ∅ が成り立つとする. π : Sn \ {p+} −→ En を p+ := (0, . . . , 0, 1) ∈ Sn からの立

体射影とし, 正数 r > 0 に対しEn の共形変換 Xr を Xr(x) := rx (x ∈ En)で定める. こ

のとき任意の正数 ε > 0 に対し, 正数 R > 0 を π−1 ◦XR ◦ ι(Ui) の面積が 4π − ε より大

きくなるようにとることができる. よって Ac(n, π
−1◦ ι) � 4kπ が成り立つ. �
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注意 補題 3.6および命題 3.13から, ι : M −→ E3 に対し定理 1.1における不等式

W(ι) � 4π を得る. また ι : M −→ E3 がうめこみではないはめこみである場合には,

W(ι) � 8π が成り立つことがわかる.

M = RP 2 かつ n = 3 ならば, 命題 3.13における k は ι(M) のある点で 3 以上である

([9]). よって Ac(3,RP 2) � 12π がわかり,そして補題 3.6からはめこみ ι : RP 2 −→ E3 に

対しW(ι) � 12π を得る. そしてKusnerはW(ι) = 12π を満たすはめこみ ι : RP 2 −→ E3

を発見し ([31], [32]), さらに Bryantは W が 12π を達成する RP 2 の E3 への全てのは

めこみからなるモジュライ空間を描写した ([12]). よって Ac(3,RP
2) = 12π がわかる.

W(ι) = 12π を満たす ι : RP 2 −→ E3 はWillmoreはめこみであるので, このことと定

理 2.3から任意のコンパクトな 2 次元可微分多様体に対しその E3 へのWillmoreはめこ

みが存在することがわかる.

Kusnerは E3 内のある種の極小曲面に注目してWillmore射影平面を発見した. p を 3

以上の奇数とし, 複素変数 z ∈ C の有理関数 fp, gp を次で定義する:

fp(z) :=
√−1

(szp + 1)2

(z2p + rzp − 1)2
, gp(z) :=

zp−1(zp − s)

szp + 1
,

但し s :=
√

2p− 1, および r := 2s/(p− 1) である. C から z2p + rzp − 1 の零点を除いた

領域を D とし, D の固定された 1 点 z0 と D の各点 z を結ぶ D 内の曲線を C とする.

C の向きを z が終点であるものとする. D から C3 への正則写像Φp : D −→ C3 を

Φp(z) :=

(∫

C

fp

(
1 − g2

p

)
dz,

√−1

∫

C

fp

(
1 + g2

p

)
dz, 2

∫

C

fpgpdz

)

で定める. このとき z ∈ D には依らない c ∈ C3 が存在して, 任意の z ∈ D に対し

Φp(z)

=

√−1

z2p + rzp − 1

(
z2p−1 − z, −√−1(z2p−1 + z),

p− 1

p
(z2p + 1)

)
+ c

(3.18)

が成り立つ. よって Φp は 1 価である. (3.18) から, 任意の z ∈ D \ {0} に対し

Φp

(
− 1

z̄

)
− c = Φp(z) − c (3.19)

を得る. 次が成り立つ:

(i) π : S2 \ {(0, 0, 1)} −→ C を立体射影とすると, z ∈ C に対し

π−1(z) =
1

1 + |z|2
(
z + z̄, −√−1(z − z̄), −1 + |z|2)

が成り立つので,

π−1

(
− 1

z̄

)
= −π−1(z)

が成り立つ, すなわち球面上では −1/z̄ は z の対せき点を与える;
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(ii) pが奇数であることに注意すると, z2p +rzp−1の零点 aに対し −1/āも z2p +rzp−1

の零点であることがわかるので, 方程式 z2p + rzp − 1 = 0 は RP 2 のちょうど p 個

の点 a′1, a
′
2, . . . , a

′
p を定める.

(i), (ii) から, ιp := Re Φp はMp := RP 2 \ {a′1, a′2, . . . , a′p} から E3 への滑らかな写像を与

えることがわかる. さらに fp は gp の極でのみ零点を持ちかつ fp の零点の位数は対応す

る gp の極の位数の 2 倍であるので, ιp : Mp −→ E3 は極小はめこみであり, 従って ιp は

Willmoreはめこみである.

X は E3 の ιp(Mp) に含まれない点を中心とする球面に関する反転であるとする. この

とき X ◦ ιp は Mp の E3 へのはめこみである. はめこみ X ◦ ιp の定義域は Mp である

が, 仮にこのはめこみの定義域を RP 2 全体に拡張できるならば, つまり RP 2 の E3 へ

のあるはめこみが存在してそのMp への制限が X ◦ ιp に等しいならば, RP 2 の E3 への

Willmoreはめこみが得られることになる. ここでは X ◦ ιp の定義域を RP 2 全体に拡張

できると仮定する. KX , dAX をそれぞれ X ◦ ιp によって導かれた計量に関するRP 2 の

Gauss曲率および面積要素とし, H2
X を X ◦ ιp に関する平均曲率の 2 乗とする (RP 2 は

向きづけ不可能なのでRP 2 上で連続になるように平均曲率を定義することはできないが,

平均曲率の 2 乗については可能である). このとき (1.7) を用いて,
∫

RP 2

H2
XdAX =

∫

RP 2

KXdAX −
∫

Mp

KpdAp (3.20)

を得る, 但し Kp, dAp はそれぞれ ιp によって導かれた計量に関するMp のGauss曲率お

よび面積要素である. Gauss-Bonnetの定理から, (3.20) の右辺第 1 項は 2π に等しいこと

がわかる. また

(i) 右辺第 2 項は極小曲面 ιp(Mp) のGauss写像によって導かれた (Kp = 0 となる点で

退化する)計量に関する Mp の面積であり,

(ii) 極小曲面 ιp(Mp) の Gauss写像は立体射影 π の逆写像 π−1 と有理関数 gp の合成

π−1 ◦ gp と表され,

(iii) gp は C から高々可算個の点を取り除いて得られる領域 E から, C から高々可算個

の点を取り除いて得られる領域 E ′ の上への (2p− 1) 重被覆である

ことに注意すると, (3.20) の右辺第 2 項は 2(2p− 1)π に等しいことがわかる. よって
∫

RP 2

H2
XdAX = 4pπ

を得る. 特に p = 3 の場合には, この右辺は 12π に等しい. よってWillmore汎関数の値

がちょうど 12π であるWillmore射影平面が存在することになる. 以上においては X ◦ ιp
の定義域をRP 2 全体に拡張できると仮定したが, この点については次節で検証する.
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参考 曲面の臍点ではない各点で主方向の一つを与える連続な 1次元分布を曲面上の主分布

(principal distribution)という. 曲面が孤立臍点を持つとき, この周りでの主分布の振る舞

いに関する量として孤立臍点の指数 (index )というものが定義される ([26, pp. 137]). これ

は連続なベクトル場の孤立零点の指数と同類のものであるが, ベクトル場の孤立零点の指

数は整数であるのに対し 1 次元分布の孤立特異点の指数は整数の半分と表され必ずしも

整数であるとは限らない. 平均曲率一定曲面の孤立臍点の指数は負であり ([26, pp. 139]),

より一般に特別なWeingarten 曲面の孤立臍点の指数は負である ([23]). [2] において, 筆

者は次のことを示した: E3 にはめこまれたWillmore曲面の孤立臍点の指数は 1/2以下で

ある. このことを示すために, まず孤立臍点での平均曲率が零であることを仮定する. E3

の共形変換でうつすことによってこのようにすることが可能であり, また E3 の共形変換

によってWillmore曲面はWillmore曲面にうつり曲面の主方向は像の主方向にうつるの

で, 上の仮定によって一般性を失わない. 平均曲率が恒等的に零であるならば曲面は極小

曲面であり, このとき孤立臍点の指数は負である. 平均曲率 H が恒等的に零ではないとす

る. このとき曲面がWillmoreであることから, f := H は方程式
{
Δ + 2

(
H2 −K

)}
f = 0

の解であることがわかり, またこの方程式は自明な解 f := 0 (�≡ H)を持つ. このとき二

つの解の差である H は零ではない 2 変数同次多項式によって孤立臍点の近傍上で近似さ

れる ([22]). この同次多項式に着目することによって, Willmore曲面の孤立臍点の指数は

1/2 以下であることを示すことができる. Kusnerが発見したWillmore射影平面は指数が

1/2 である孤立臍点を持つので, 1/2 という値による評価は最良である.

3.4 E3 内の極小曲面とWillmore曲面

Kusnerが発見したWillmore射影平面は E3 内のある種の連結かつ完備な極小曲面のあ

る反転による像のコンパクト化である. 一般に, S をE3 内の連結かつ完備な極小曲面と

する. このとき S はWillmoreはめこみに対する Euler-Lagrange方程式 (2.1) を満たす,

すなわち S はWillmore曲面である. X を, 中心が S に含まれない球面に関する反転と

する. このとき X(S) のコンパクト化は必ずしも滑らかな曲面であるとは限らない (つま

りあるはめこみによるコンパクトな 2 次元可微分多様体の像であるとは限らない). X(S)

のコンパクト化が滑らかな曲面であるとき, それはコンパクトなWillmore曲面である. そ

れではどのような場合に X(S) のコンパクト化は滑らかな曲面であるだろうか？E3 内の

連結かつ完備な極小曲面 S が無限遠点で正則である (regular at infinity)とは, S のコン

パクト集合 T が存在して次を満たすときにいう:

(i) S \ T の連結成分の個数は有限である (S の位相は E3 に対する相対位相ではない);
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(ii) S \ T の各連結成分 Σ に対し, E3 内のある平面 P および P の有界領域 D が存在

して Σ は P \D 上の滑らかな関数 f のグラフである;

(iii) (x, y) を P 上の直交座標系とするとき, f は次のように漸近展開される:

f(x, y) =a log
(
x2 + y2

)
+ b+

cx

x2 + y2
+

dy

x2 + y2

+O

(
1

x2 + y2

)
((x, y) −→ ∞),

(3.21)

但し a, b, c, d は実数である.

次が成り立つ:

定理 3.14 ([44]) S を E3 内の連結かつ完備な極小曲面とする. このとき次の (a), (b) は

同値である:

(a) S は無限遠点で正則である;

(b) S の全曲率は有限でありかつ S の任意のエンドはうめこまれている.

S は無限遠点で正則であるとする. このとき S のエンドの対数増大度が零である (the

logarithmic growths are zero) またはエンドが平坦 (flat)であるとは, S \ T の任意の連結
成分に対し対応する (3.21) における係数 a が 0 であるときにいうことにする. 次が成り

立つ:

定理 3.15 ([11]) S を E3 内の連結かつ完備な極小曲面とする. このとき次の (a), (b) は

同値である:

(a) S は無限遠点で正則でありかつ S のエンドの対数増大度は零である;

(b) X(S) のコンパクト化は滑らかな曲面である.

KusnerのWillmore射影平面は無限遠点で正則でありかつ平坦なエンドを持つ極小曲面

のある反転による像のコンパクト化である: z2p + rzp − 1 の各零点の十分小さい近傍の ιp

による像を Σ とおくと, Σ は (3.21) における a が零であるような関数 f のグラフと表さ

れる.

定理 3.15の証明 まず X(S) のコンパクト化が滑らかな曲面であることを仮定して, S

は無限遠点で正則でありかつ S のエンドの対数増大度は零であることを示す. 仮定から,

S のエンドがうめこまれていることは直ちにわかる. K, dA をそれぞれ S のGauss曲率
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および面積要素とし, H2
X , KX , dAX をそれぞれX(S) の平均曲率の 2 乗, Gauss曲率お

よび面積要素とする. このとき (1.7) から
∫

S

(−K)dA =

∫

X(S)

(H2
X −KX)dAX

がわかり, そしてこの式の右辺は有限の値であるので, S の全曲率は有限であることがわ

かる. よって定理 3.14から, S は無限遠点で正則であることがわかる. そこで T を S の

然るべき条件を満たすコンパクト集合とし, Σ を S \ T の連結成分の一つとする. Σ に対

し, P , D, f および (x, y) を上述のようなものとする. さらに (x, y, z) は E3 上の直交座

標系を構成するものとする. X を E3 の原点 o を中心とする半径 1 の球面に関する反転

とする:

X(x, y, z) :=
1

x2 + y2 + z2
(x, y, z).

o /∈ Σ を仮定する. X(Σ) に o を付け加えたものを Σ0 によって表す. Σ0 は滑らかな曲面

である. (u, v) は P \ {o} 上の座標系で, 次を満たすものとする:

(u, v) =
1

x2 + y2
(x, y).

このとき (u, v) を Σ0 における o の近傍上の局所座標系とみなすことができ, そしてこの

とき o は (u, v) = (0, 0) に相当することがわかる. Σ0 \ {o} の点 X(x, y, f(x, y)) の第 3

成分は次のように表される:

f(x, y)

x2 + y2 + f(x, y)2
. (3.22)

(u, v) を用いて, (3.22) を次のように書き直すことができる:

(
u2 + v2

)
g(u, v)

1 +
(
u2 + v2

)
g(u, v)2

(=: G(u, v)), (3.23)

但し

g(u, v) := −a log
(
u2 + v2

)
+ b+ cu+ dv + o

((
u2 + v2

)1/2
)

((u, v) −→ (0, 0))

である. 仮定から, G は (0, 0) の近傍上の滑らかな関数であることがわかる. ここでもし

a �= 0 であるならば G は (0, 0) で C1 級ではあるが C2 級ではないので, a = 0 を得る.

S \ T の他の連結成分についても同様である. よって S のエンドの対数増大度は零である

ことがわかる.

以上の議論を参考にすることによって, 逆を示すことができる: S が無限遠点で正則であ

りかつ S のエンドの対数増大度が零であることを仮定して X(S) のコンパクト化が滑ら

かな曲面であることを示すことができる. �
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注意 定理 2.4において与えられたWillmore曲面は定理 3.15の中の条件 (a) を満たす E3

内の極小曲面のある反転による像のコンパクト化と E3 の共形変換によってうつりあわな

い. なぜならば

(i) 定理 2.4において与えられたWillmore曲面は S3 内のHopfトーラスの立体射影に

よる像であるので, この曲面は臍点を持たないことがわかり,

(ii) 定理 3.15の証明に現れる Σ0 における o の近傍は写像

Φ(u, v) :=
1

1 +
(
u2 + v2

)
g(u, v)2

(
u, v,

(
u2 + v2

)
g(u, v)

)

による (0, 0) の近傍の像と表されるが, 直接計算することによって o = Φ(0, 0) は Σ0

の臍点であることがわかる

からである. S3 内の極小トーラスの立体射影による像も定理 3.15の中の条件 (a) を満た

す E3 内の極小曲面のある反転による像のコンパクト化と E3 の共形変換によってうつり

あわない.

参考 S を E3 内の連結かつ完備な極小曲面とし, さらに無限遠点で正則であるものとす

る. このとき定理 3.14から, S の全曲率は有限であることがわかる. このような S また

は S の 2 重被覆に対し, コンパクトな 2 次元Riemann多様体 S̃ および S̃ の有限個の点

{pi}m
i=1 が存在して S または S の 2 重被覆は S̃ \ {pi}m

i=1 と共形同値であり, さらにその

Gauss写像 ν は S̃ 上の有理型関数に拡張される ([38, Lemma 9.5]). S の臍点はちょうど

ν の微分が零であるような S の点であるので, S の臍点の個数は有限であることがわかる.

S のエンドの個数も有限であるので, S のエンドの対数増大度が零であるならばS のある

反転による像のコンパクト化の臍点の個数は有限であることがわかる. このような曲面上

の主分布に対してはHopf-Poincaré の定理が成り立ち, 特に曲面が RP 2 のあるはめこみ

による像である場合には曲面の全ての臍点の指数の和は RP 2 のEuler数である 1 に等し

い. Willmore曲面の孤立臍点の指数は 1/2 以下であるので, Kusnerが発見したWillmore

射影平面は指数が 1/2 である孤立臍点を持つことがわかる.

参考 [11] において, Bryantは次のことを示した: M が S2 に同相であるならば, M の E3

へのWillmoreはめこみによる像は定理 3.15 の中の条件 (a) を満たす E3 内の完備な極小

曲面のある反転による像のコンパクト化である.
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4 共形Gauss写像

4.1 S3 の共形変換

〈 , 〉 を R5 の Lorentz計量とする: 〈 , 〉 は R5 の不定値で対称な双線形形式で,

x :=
(
x(0), x(1), x(2), x(3), x(4)

)
, y :=

(
y(0), y(1), y(2), y(3), y(4)

) ∈ R5

に対し

〈x, y〉 := −x(0)y(0) + x(1)y(1) + x(2)y(2) + x(3)y(3) + x(4)y(4)

で定義される. ベクトル x ∈ R5 が

(i) 空間的 (space-like)であるとは, 〈x, x〉 > 0 が成り立つときにいう;

(ii) 時間的 (time-like)であるとは, 〈x, x〉 < 0 が成り立つときにいう;

(iii) 光的 (light-like)または零的 (null)であるとは, xは零ベクトルではなくかつ 〈x, x〉 =

0 を満たすときにいう.

時間的または光的ベクトル x ∈ R5 が未来を向いている (future-directed)とは, x(0) > 0

が成り立つときにいう. L+ を R5 の全ての未来を向いている光的ベクトルからなる集合

とする. 二つの x, y ∈ L+ に対し, x と y が一次従属であるとき x ∼ y と書くことにす

る. ∼ は L+ における同値関係であり, 商空間 L+/ ∼ を 3 次元単位球面 S3 と同一視で

きる: L+ の部分集合
{
x ∈ L+

∣∣ x(0) = 1
}
は ∼ の全ての同値類の代表元からなる集合す

なわち代表系であり, この集合は 〈 , 〉 の引き戻しを付与されることによって S3 と等長

なRiemann多様体とみなされる.

O(4, 1) を de Sitter群 (符号数が (4, 1) である Lorentz群)とする: R5 の線形変換で

Lorentz計量 〈 , 〉 を保つものの全体からなる集合は合成を演算とする群をなし, これが

O(4, 1) である. O(4, 1) の元で, R5 の向きおよび未来の方向を保つものの全体からなる集

合を G で表す. G は O(4, 1) の部分群である.

命題 4.1 G の各元 X は S3 の共形変換 tX を引き起こし, tX は S3 の向きを保つ.

証明 S3 を L+ ∩ {x(0) = 1
}
と同一視する. このとき y ∈ S3 に対し, X(y) は光的ベク

トルで未来を向いている. X(y) によって決まる R5 の 1 次元部分空間と S3 の共通部分

は 1 点からなり, その点を tX(y) で表す:

tX(y) =
1

X(y)(0)
X(y).
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このとき写像 tX : S3 −→ S3 は全単射である. さらに微分同相でありそして共形的である.

このことを示すために, S3 における点 p := (1, 0, 0, 0, 1) の近傍を, R3 における (0, 0, 0)

のある近傍 U を用いて,

{(
1, y(1), y(2), y(3),

√
1 − (y(1))2 − (y(2))2 − (y(3))2

) ∣∣
∣ (y(1), y(2), y(3)) ∈ U

}

と表す. そして X を 5 次の正方行列とみなし, X = (x0, x1, x2, x3, x4) と 5 つの列ベク

トル x0, x1, x2, x3, x4 で X を表したとき, Tp(S) の元 ∂/∂y(i) は写像 tX の微分 dtX に

よって

dtX

(
∂

∂y(i)

)
= − x

(0)
i

(x
(0)
0 + x

(0)
4 )2

(x0 + x4) +
1

x
(0)
0 + x

(0)
4

xi (4.1)

にうつされることがわかる (X(p) は未来を向いているので, x
(0)
0 + x

(0)
4 > 0 が成り立つこ

とに注意). ここで, 〈x0, x0〉 = −1, 〈xi, xi〉 = 1 (i = 1, 2, 3, 4)および 〈xi, xj〉 = 0 (i �= j)に

注意すると, 〈
dtX

(
∂

∂y(i)

)
, dtX

(
∂

∂y(j)

)〉
=

1

(x
(0)
0 + x

(0)
4 )2

δij

がわかる, 但し i, j ∈ {1, 2, 3} であり, δij はKroneckerのデルタである. 以上の議論は点

p で行なわれたが, 他の点でも同様である. よって tX は共形的である. X は R5 の向き

および未来の方向を保ちさらに空間的ベクトルを空間的ベクトルにうつすので, tX は S3

の向きを保つ. �

S3 の共形変換と E3 の共形変換は一対一に対応し, E3 の共形変換は等長変換, 相似変換

および反転の有限積と表される (Liouvilleの定理). E3 の等長変換と相似変換は S3 の点

p+ := (0, 0, 0, 1) からの立体射影を通して p+ を固定する S3 の共形変換を引き起こし, そ

して S3 と L+ ∩ {x(0) = 1
}
の同一視を通して O(4, 1) の元を与える. 例えば, 正数 a > 0

に対し E3 の相似変換X ′ を X ′(y) := ay (y ∈ E3)で定めると, X ′ が引き起こす S3 の共

形変換に対応する O(4, 1) の元 X は

X =

⎛

⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜
⎜
⎝

(a+ a−1)/2 0 0 0 (a− a−1)/2

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

(a− a−1)/2 0 0 0 (a+ a−1)/2

⎞

⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟
⎟
⎠

であることがわかる. また E3 の反転は p+ を S3 の別の点にうつす S3 の共形変換を引

き起こし, 同様に O(4, 1) の元を与える. 以上に注意すると, S3 の向きを保つ共形変換は

G のある元 X が定める共形変換 tX に等しいことがわかる. このような X は一意であ
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り, X1, X2 ∈ G に対し tX1 ◦ tX2 = tX1X2 が成り立つので, 群 G は S3 の向きを保つ共形

変換の群と同型であることがわかる. O(4, 1) を Lie群とみなしたとき, G は O(4, 1) の単

位元を含む連結成分である.

4.2 S3 内の曲面の共形Gauss写像

M を向きづけられた 2 次元多様体とし, ι : M −→ S3 をM の S3 へのはめこみとする.

各 X ∈ G に対し, e4,X は tX(ι) で S3 の接空間に直交する M に沿う滑らかなベクトル場

で, e4,X ∈ L+ および 〈e4,X , tX(ι)〉 = −1 を満たすとする. また e3,X は tX ◦ ι : M −→ S3

に関するM の単位法ベクトル場で, 各 p ∈ M および M の向きを与える Tp(M) の基底

(v1, v2) に対し,

(tX(ι(p)), d(tX ◦ ι)(v1), d(tX ◦ ι)(v2), e3,X(p), e4,X(p))

は R5 の向きを与える TtX(ι(p))(R
5) の基底であるとする. HX を tX ◦ ι : M −→ S3 に

関する M の平均曲率とする. G の単位元 id ∈ G に対し, e4 := e4,id, e3 := e3,id および

H := Hid とおく. M から 4 次元 de Sitter空間 S4
1 := {x ∈ R5 ; 〈x, x〉 = 1} への滑らか

な写像 γι,X : M −→ S4
1 を

γι,X := e3,X +HXtX ◦ι

で定義する. γι := γι,id とおくと, γι,X = γtX◦ι が成り立つ. Reg(M, ι) を ι に関する M の

全ての非臍点からなる集合とする. p を Reg(M, ι) の元とし, Up をReg(M, ι) における p

の近傍とする. (u, v) は Up 上の局所座標で, ∂/∂u および ∂/∂v は ι に関する主方向に含

まれるとする. k1, k2 をそれぞれ ∂/∂u, ∂/∂v に対応する主曲率とする. k1 > k2 を仮定す

る. このとき, 次が成り立つ:

dγι

(
∂

∂u

)
= −k1dι

(
∂

∂u

)
+Hdι

(
∂

∂u

)
+Huι = −k1 − k2

2
dι

(
∂

∂u

)
+Huι, (4.2)

dγι

(
∂

∂v

)
= −k2dι

(
∂

∂v

)
+Hdι

(
∂

∂v

)
+Hvι =

k1 − k2

2
dι

(
∂

∂v

)
+Hvι. (4.3)

g を ι によって導かれた計量とし, K を g に関する M の曲率とする. このとき γι|Reg(M,ι)

は計量 g̃ を導き, g̃ は g̃ = ε2g と表される, 但し

ε :=
k1 − k2

2
=

√
H2 −K + 1 (4.4)

である. よって次を得る:

命題 4.2 γι|Reg(M,ι) が導く計量 g̃ は ι が導く計量 g と共形的であり, g̃ = ε2g が成り立つ.
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pが ιに関するM の臍点であるとき, pの近傍上の局所座標 (u, v)に対し, (dγι)p(∂/∂u)

および (dγι)p(∂/∂v) は光的ベクトルである. 写像 γι : M −→ S4
1 をはめこみ ι : M −→ S3

の共形Gauss写像 (conformal Gauss map)と呼ぶ.

注意 ι0 : M −→ En を M の En へのはめこみとする (n � 3). g0 を ι0 によって導かれ

た M 上の計量とする. K0, dA0 をそれぞれ g0 に関する M のGauss曲率および面積要素

とし, H0 を ι0 に関する M の平均曲率ベクトルとする. 定理 1.3の証明において見たよ

うに, (|H0|2 −K0)dA0 はEn の共形変換によって不変である. 以下においては, n = 3 と

し, H0 を ι0 に関する M の平均曲率とする. p0 を S3 の 1 点とし, π : S3 \ {p0} −→ E3

を p0 からの立体射影とする. このとき π は E4 のある反転の S3 \ {p0} への制限である.

π ◦ ι = ι0 を満たすはめこみ ι : M −→ S3 に対し, H を ι に関する M の平均曲率とす

る. このとき ι と S3 の自然なうめこみ id : S3 −→ E4 の合成 id ◦ ι : M −→ E4 に関する

M の平均曲率ベクトルの長さは
√
H2 + 1 で与えられるので, ε2dA = ε2

0dA0 を得る, 但

し dA は g に関するM の面積要素であり, ε0 :=
√
H2

0 −K0 である. π は共形的である

ので, g̃ は g0 と共形的であり, g̃ = ε2g = ε2
0g0 が成り立つ. M がトーラスと同相でありか

つ ι0 に関する臍点を持たない場合には, g̃ に関する M の面積は ι0 に対するWillmore汎

関数の値W(ι0) に等しい.

以下においては, Reg(M, ι) = M を仮定する. このとき任意のX ∈ Gに対し Reg(M, tX◦
ι) = M が成り立ち, 従って γι,X : M −→ S4

1 は共形はめこみである. ε2dA は S3 の共形

変換によって不変であるので, γι,X によって導かれる計量は X ∈ G に依存しないことが

わかる. さらに次が成り立つ:

命題 4.3 任意の X ∈ G に対し, γι,X = X ◦ γι.

証明 各 X ∈ G に対し, M に沿う滑らかなベクトル場 X(e3)+ および M 上の滑らかな

関数 aX が存在して

X(e3) = X(e3)+ + aXX(ι), X(e3)+ ∈ S4
1 ∩
{
x(0) = 0

}

が成り立つ. よって

X(γι) = X(e3) +HX(ι) = X(e3)+ + (aX +H)X(ι)

を得る. e− := (−1, 0, 0, 0, 0), bX := 〈e−, X(ι)〉 とおく. このとき X(ι) = bXtX(ι) が成り

立つ. (4.1) から e3,X = X(e3)+ がわかるので,

X(γι) = e3,X + (aX +H)bXtX(ι) (4.5)
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を得る. F は M から S4
1 への共形写像で, M 上のある滑らかな関数 f に対し F =

e3,X + ftX◦ ι が成り立つとする. このとき (4.2), (4.3) を参考にして dF (∂/∂u) および

dF (∂/∂v) を計算することによって, f ≡ HX を得る. よって F は恒等的に γι,X に等し

い. 特に, (4.5) に注意して, γι,X = X ◦ γι および HX = (aX +H)bX を得る. �

4.3 S4
1 内の極小曲面と S3 内のWillmore曲面

M 上の R5-値関数 ν を次のように定義する:

ν :=
1

2

(
H2

u

A2ε2
+

H2
v

B2ε2
+H2

)
ι− Hu

A2ε
dι

(
∂

∂u

)
+

Hv

B2ε
dι

(
∂

∂v

)
+He3 + e4, (4.6)

但し (u, v) は M の開集合 U 上の局所座標であり, ∂/∂u および ∂/∂v ははめこみ ι :

M −→ S3 に関する主方向に含まれるものとし, また

A :=

√

g

(
∂

∂u
,
∂

∂u

)
, B :=

√

g

(
∂

∂v
,
∂

∂v

)

とおく. このときまず ν は L+-値関数である,つまり ν は L+ に値をとることがわかる. ま

た直接の計算によって, 〈ν, ι〉 = −1 がわかる. また ι, ν の各々は γι, dγι(∂/∂u), dγι(∂/∂v)

の各々と直交しているので, ι, ν は γι : M −→ S4
1 に関するM の法ベクトル場である. 法

ベクトル場 ι, ν の各々について, M の γι に関する型作用素のトレースを求めたい. (4.2)

および (4.3) から,

∇∂/∂uι = −1

ε
dγι

(
∂

∂u

)
+
Hu

ε
ι, ∇∂/∂vι =

1

ε
dγι

(
∂

∂v

)
− Hv

ε
ι

を得る, 但し ∇ は (R5, 〈 , 〉) の Levi-Civita接続である. よって次を得る:

補題 4.4 M の γι : M −→ S4
1 に関する法ベクトル場 ι についての型作用素のトレースは

零である.

ν は

ν =
Hu

A2ε2
dγι

(
∂

∂u

)
+

Hv

B2ε2
dγι

(
∂

∂v

)
+

1

2

(
H2 − H2

u

A2ε2
− H2

v

B2ε2

)
ι+He3 + e4

と表され, また ι を
(
1, ι(1), ι(2), ι(3), ι(4)

)
と表すと

e4 = −1

2

(− 1, ι(1), ι(2), ι(3), ι(4)
)

が成り立つ. これらに注意すると,

∇∂/∂uν := c11dγι

(
∂

∂u

)
+ c12dγι

(
∂

∂v

)
+ c13ι+ c14ν + c10γι
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とおくとき,

c11 =
Huu

A2ε2
− Hu

A2ε2
(logAε)u +

Hv

B2ε2
(logAε)v

+
Hk1

ε
+

1

2ε
− 1

2ε

(
H2 − H2

u

A2ε2
− H2

v

B2ε2

) (4.7)

がわかる. 同様に

∇∂/∂vν := c21dγι

(
∂

∂u

)
+ c22dγι

(
∂

∂v

)
+ c23ι+ c24ν + c20γι

とおくとき,

c22 =
Hvv

B2ε2
− Hv

B2ε2
(logBε)v +

Hu

A2ε2
(logBε)u

− Hk2

ε
− 1

2ε
+

1

2ε

(
H2 − H2

u

A2ε2
− H2

v

B2ε2

) (4.8)

がわかる. (4.7) および (4.8) から, 次を得る:

補題 4.5 M の γι : M −→ S4
1 に関する法ベクトル場 ν についての型作用素のトレース

は −(Δ̃H + 2H
)
に等しい, 但し Δ̃ は g̃ に関する M 上の Laplacianである.

h̃ を γι : M −→ S4
1 に関する M の第二基本形式とする. このとき M の 1 点での二つ

の接ベクトル v1, v2 および γι に関する M の法ベクトル ξ に対し,

g̃
(
Ãξ(v1), v2

)
=
〈
h̃(v1, v2), ξ

〉
(4.9)

が成り立つ, 但し Ãξ は ξ についての M の型作用素である. よって補題 4.4, 補題 4.5,

〈ν, ι〉 = −1 および (4.9) を用いて,

1

A2ε2
h̃

(
∂

∂u
,
∂

∂u

)
+

1

B2ε2
h̃

(
∂

∂v
,
∂

∂v

)
=
(
Δ̃H + 2H

)
ι (4.10)

を得る. (4.10) から,
(
Δ̃H + 2H

)
ι は γι : M −→ S4

1 に関する M の平均曲率ベクトル H̃

の 2 倍に等しいことがわかる. Δ を g に関する M 上の Laplacianとすると, (4.4) から
(
H2 −K + 1

)
Δ̃ = Δ がわかる. よってWillmore曲面に対する Euler-Lagrange方程式に

注意して, 次の定理を得る:

定理 4.6 ([11]) Reg(M, ι) = M を仮定する. このとき共形Gauss写像 γι : M −→ S4
1 が

極小はめこみであることと, ι : M −→ S3 がWillmoreであることは同値である.

注意 H̃ は光的ベクトルである.

参考 [3] において, 筆者は次のことを示した: M を向きづけられた 2 次元多様体とし,

また ι : M −→ S3 はWillmoreはめこみで M は ι に関する臍点を持たないとするとき,
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ι(M) の立体射影による像が E3 内のある極小曲面と E3 の共形変換によってうつりあう

ことと ι の共形Gauss写像 γι によって導かれた計量に関する M の曲率が恒等的に 1 に

等しいことは同値である.
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5 Dirac作用素を用いた曲面の考察

5.1 一般の曲面に対するTaimanovの表現公式

O を複素平面 C の単連結な領域とし, U を O 上の滑らかな実数値関数とする. そして

∂ :=
1

2

(
∂

∂x
−√−1

∂

∂y

)
, ∂ :=

1

2

(
∂

∂x
+
√−1

∂

∂y

)

および

DU :=

(
U ∂

−∂ U

)

とおく. Ψ := t(ψ1, ψ2)は O 上の滑らかなC2-値関数で, Dirac方程式 DUΨ = t(0, 0) (但し

DUΨ =

(
U ∂

−∂ U

)(
ψ1

ψ2

)

=

(
Uψ1 + ∂ψ2

−∂ψ1 + Uψ2

)

である)の解であるとする.

命題 5.1 O 上の 1形式

ω1 := Re
(
ψ2

1dz − ψ2
2dz
)
, ω2 := Im

(
ψ2

1dz − ψ2
2dz
)
, ω3 := ψ1ψ2dz + ψ1ψ2dz

は閉である.

証明 次が成り立つ:

2dω1 =
{
∂
(
ψ

2

1 − ψ2
2

)− ∂
(
ψ2

1 − ψ
2

2

)}
dz ∧ dz

= 2
{
ψ1∂ψ1 − ψ2∂ψ2 − ψ1∂ψ1 + ψ2∂ψ2

}
dz ∧ dz

= 2
{
ψ1 × Uψ2 − ψ2 × (−Uψ1) − ψ1 × Uψ2 + ψ2 ×

(− Uψ1

)}
dz ∧ dz

= 0.

よって ω1 は閉である. 同様に ω2 も閉であることがわかる. ω3 が閉であることは DUΨ =

t(0, 0) および U が実数値関数であることを用いて示される. �

注意 U が複素数値関数でありしかし実数値関数であるとは限らない場合, ω1, ω2 はやは

り閉であるが, ω3 は閉であるとは限らない.

O は単連結であるので, 命題 5.1および Poincaréの補題から ωk は O 上の完全形式で

あることがわかる: O の固定された 1 点 z0 および O の各点 z に対し C を O 内で z と
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z0 を結ぶ曲線とし C の向きを z が終点であるものとするとき, ωk の C に沿う線積分の

値は終点 z にのみ依存し C の選び方には依らない. そこで

ιk(z, z) :=

∫

C

ωk, ι(z, z) := (ι1(z, z), ι2(z, z), ι3(z, z))

とおく.

定理 5.2 ([52]) ι は O から E3 への滑らかな共形写像である. さらに O 上 Ψ �= t(0, 0)

が成り立つならば,

(a) ι ははめこみである;

(b) ι が導く計量 g は g = e2αdzdz で与えられる, 但し α := log
(|ψ1|2 + |ψ2|2

)
である;

(c) ι に関する平均曲率は −2Ue−α で与えられる.

証明 まず

∂ι · ∂ι =
1

4

(∣∣
∣
∣
∂ι

∂x

∣∣
∣
∣

2

−
∣∣
∣
∣
∂ι

∂y

∣∣
∣
∣

2

− 2
√−1

∂ι

∂x
· ∂ι
∂y

)

が成り立つ. 一方 ι の定義から,

∂ι · ∂ι =
1

4

(
ψ2

1 − ψ
2

2

)2 − 1

4

(
ψ2

1 + ψ
2

2

)2
+ ψ2

1ψ
2

2 = 0

を得る. よって ι は共形写像である. また

∂ι · ∂ι =
1

4

(∣∣
∣
∣
∂ι

∂x

∣∣
∣
∣

2

+

∣∣
∣
∣
∂ι

∂y

∣∣
∣
∣

2)
=

1

2

∣∣
∣
∣
∂ι

∂x

∣∣
∣
∣

2

=
1

2

∣∣
∣
∣
∂ι

∂y

∣∣
∣
∣

2

が成り立ち, 一方 ι の定義から,

∂ι · ∂ι =
1

2

(|ψ1|2 + |ψ2|2
)2

を得る. 以下, O 上で Ψ �= t(0, 0) を仮定する. このとき ι ははめこみである. α :=

log
(|ψ1|2 + |ψ2|2

)
とおくと, ι が導く計量は e2αdzdz と表されることがわかる. また

∂ι× ∂ι =

√−1

2

∂ι

∂x
× ∂ι

∂y

が成り立ち, 一方 ι の定義から,

∂ι× ∂ι = −
√−1eα

2

(
2Re(ψ1ψ2), 2Im(ψ1ψ2), −|ψ1|2 + |ψ2|2

)

を得る. よって

∂ι

∂x
× ∂ι

∂y
= −eα

(
2Re(ψ1ψ2), 2Im(ψ1ψ2), −|ψ1|2 + |ψ2|2

)
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を得る. よって ι に関する単位法ベクトル場 ν は

ν = −e−α
(
2Re(ψ1ψ2), 2Im(ψ1ψ2), −|ψ1|2 + |ψ2|2

)

で与えられる. ι に関する平均曲率 H はH = 2e−2α
(
∂∂ι
) · ν で与えられるが, ι の定義お

よび DUΨ = t(0, 0) から,

∂∂ι = U
(
2Re(ψ1ψ2), 2Im(ψ1ψ2), −|ψ1|2 + |ψ2|2

)

がわかるので,
(
∂∂ι
) · ν = −Ueα を得る. よって H = −2e−αU を得る. �

注意 U ≡ 0 とする. このとき Ψ は ∂ψ1 = 0 および ∂ψ2 = 0 を満たす. よって ψ1 および

ψ2 は z の正則関数である. O 上の関数 f , g を f := −ψ2

2, g := −ψ1

/
ψ2 とおくと, ι は極

小曲面に対する Enneper-Weierstrassの表現公式

ι(z) = Re

(∫

C

f
(
1 − g2

)
dz,

√−1

∫

C

f
(
1 + g2

)
dz, 2

∫

C

fgdz

)

の形態で表される. よって定理 5.2は極小曲面に対する Enneper-Weierstrassの表現公式

の一般化である.

定理 5.3 ([52]) ι : O −→ E3 を共形的なはめこみとする. ι が導く計量 g を g = e2αdzdz

とし, ι に関する平均曲率を H とする. このとき U := −Heα/2 に対し, Dirac方程式

DUΨ = t(0, 0) および Ψ �= t(0, 0) を満たす O 上の滑らかなC2-値関数 Ψ が存在して, 対

応する O から E3 への写像が ι と E3 の平行移動との合成と表される.

証明 ι は共形的なので, ∂ι · ∂ι = 0 を得る. ι := (ι1, ι2, ι3) とおくと, ∂ι · ∂ι = 0 は

(∂ι1)
2 + (∂ι2)

2 + (∂ι3)
2 = 0 (5.1)

と同値である. F := ι1 +
√−1ι2 とおく. このとき O の点 p で,

(
∂F, ∂F

)
= (0, 0) が成

り立つことと (∂ι1, ∂ι2) = (0, 0) が成り立つことは同値である. (∂ι1, ∂ι2) = (0, 0) が成り

立つならば ι ははめこみではない. よって O 上
(
∂F, ∂F

) �= (0, 0) が成り立つ. (5.1) か

ら, (∂F )
(
∂F
)

= −(∂ι3)
2 がわかる. よって ∂ι3 �= 0 が成り立つ点の近傍上 ψ2

1 = ∂F お

よび ψ2
2 = −∂F を満たす 1 価複素数値関数 ψ1, ψ2 が存在する. さらに, ∂ι3 = 0 が成り

立つ点 p の近傍上においても, このような ψ1, ψ2 は存在する: 仮に p で ∂F = 0 が成り

立つとすると p で ∂F �= 0 が成り立つので, p のある近傍上 ∂F = −(∂ι3)
2
/
∂F が成り立

ちよって上のような ψ1, ψ2 が存在する. O は単連結であるので, O 上 1 価な C2-値関数

Ψ := t(ψ1, ψ2) で Ψ �= t(0, 0), ψ2
1 = ∂F および ψ2

2 = −∂F を満たすものが存在すること
がわかる. Ψ に対し ωk を命題 5.1の中でのように定義するとき, ωk を線積分することに
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よって得られる写像は予め与えられている ι と E3 のある平行移動の合成に等しい: はめ

こみ ι に対し,

∂ι1 =
1

2

(
ψ2

1 − ψ
2

2

)
, ∂ι2 = −

√−1

2

(
ψ2

1 + ψ
2

2

)
(5.2)

が成り立つので, ι1 と ∫

C

ω1 = Re

∫

C

(
ψ2

1 − ψ
2

2

)
dz

の差および ι2 と ∫

C

ω2 = Im

∫

C

(
ψ2

1 + ψ
2

2

)
dz

の差は終点 z によらないことがわかる; また ι3 については, (∂ι3)
2 = ψ2

1ψ
2

2 であることか

ら (必要ならば ψ2 を −ψ2 にとりかえることによって) ∂ι3 = ψ1ψ2 を得るので, ι3 と
∫

C

ω3 = 2Re

∫

C

ψ1ψ2dz

の差は終点 z によらない. 以上のような Ψ がDirac方程式DUΨ = t(0, 0) を満たすこと

を示したい. まず ψ2 �= 0 が成り立つ点の近傍で考える. ψ2
2 = −∂F を用いて, 次を得る:

∂ψ2 = −∂∂ι1 +
√−1∂∂ι2
2ψ2

. (5.3)

また

Uψ1 = −He
α

2
ψ1

= −e−αψ1

(
∂∂ι
) · ν

= e−2αψ1

(
∂∂ι1, ∂∂ι2, ∂∂ι3

) · (2Re(ψ1ψ2), 2Im(ψ1ψ2), −|ψ1|2 + |ψ2|2
)

=
e−2α

ψ2

{
2ψ1ψ2Re(ψ1ψ2)∂∂ι1 + 2ψ1ψ2Im(ψ1ψ2)∂∂ι2

+ ψ1ψ2

(− |ψ1|2 + |ψ2|2
)
∂∂ι3

}

(5.4)

が成り立つ. ここで (5.1) から

(∂ι3)∂∂ι3 = −(∂ι1)∂∂ι1 − (∂ι2)∂∂ι2

がわかるが, (5.2) および ∂ι3 = ψ1ψ2 に注意して,

ψ1ψ2∂∂ι3 = −1

2

(
ψ2

1 − ψ
2

2

)
∂∂ι1 +

√−1

2

(
ψ2

1 + ψ
2

2

)
∂∂ι2 (5.5)
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を得る. (5.4) の右辺第 3 項に (5.5) を代入すると,

Uψ1 =
e−2α

ψ2

{
2ψ1ψ2Re(ψ1ψ2)∂∂ι1 + 2ψ1ψ2Im(ψ1ψ2)∂∂ι2

+ ψ2
1

(
1

2

(
ψ

2

1 − ψ2
2

)
∂∂ι1 +

√−1

2

(
ψ

2

1 + ψ2
2

)
∂∂ι2

)

+ ψ2
2

(
− 1

2

(
ψ2

1 − ψ
2

2

)
∂∂ι1 +

√−1

2

(
ψ2

1 + ψ
2

2

)
∂∂ι2

)}

=
e−2α

ψ2

{(
2ψ1ψ2Re(ψ1ψ2) +

1

2
|ψ1|4 − ψ2

1ψ
2
2 +

1

2
|ψ2|4

)
∂∂ι1

+

(
2ψ1ψ2Im(ψ1ψ2) +

√−1

2
|ψ1|4 +

√−1ψ2
1ψ

2
2 +

√−1

2
|ψ2|4

)
∂∂ι2

}

=
e−2α

ψ2

{
1

2

(|ψ1|2 + |ψ2|2
)2
∂∂ι1 +

√−1

2

(|ψ1|2 + |ψ2|2
)2
∂∂ι2

}

=
1

2ψ2

(
∂∂ι1 +

√−1∂∂ι2
)

= −∂ψ2

を得る, 但し最後の等式は (5.3) による. ψ2 = 0 が成り立つ点 p の近傍でも Uψ1 = −∂ψ2

を示すことができる: (5.4) に注意すると p で Uψ1 = −∂∂ι3
/
ψ1 が成り立ち, 一方 p の近

傍上で ψ2 = ∂ι3
/
ψ1 が成り立つので p で ∂ψ2 = ∂∂ι3

/
ψ1 を得る. 以上と同じやり方で,

∂ψ1 = Uψ2 を得る. �

系 5.4 Λ を C の格子とし, ι : C/Λ −→ E3 を共形的なはめこみとする. このとき ι に

対するWillmore汎関数の値は ι に対して定理 5.3 の中でのように定まるDirac作用素の

ポテンシャル U の L2 ノルムの 2 乗の 4 倍に等しい.

証明 ι が導く計量を g = e2αdzdz と表すと, g に関する面積要素は dA = e2αdx ∧ dy で
与えられる. また ι に関する平均曲率を H とするとき U := −Heα/2 とおくと, ι に対す

るWillmore汎関数の値は

W(ι) =

∫

C/Λ

H2dA = 4

∫

C/Λ

U 2dxdy

と表される. よって ι に対するWillmore汎関数の値 W(ι) はDirac作用素 DU のポテン

シャル U の L2 ノルムの 2 乗の 4 倍に等しい. �

系 5.5 Λ, ι および U を系 5.4 の中でのようなものとし, Ψ は C 上 DUΨ = t(0, 0),

Ψ �= t(0, 0) を満たす滑らかな C2-値関数で, 対応する C から E3 への写像が ι と E3

42



の平行移動との合成と表されるようなものとする. このとき任意の z ∈ C および任意の

γ ∈ Λ に対しΨ(z+γ, z+γ) = ε(γ)Ψ(z, z)が成り立つ, 但し ε : Λ −→ {1,−1}は Λから2

元 1, −1からなる群 {1,−1}への準同型写像である (γ, γ′ ∈ Λに対し ε(γ)ε(γ′) = ε(γ+γ′)

が成り立つ ).

証明 ιk は Λ に関して周期的であり, そして ψ1, ψ2 は (5.2) および ∂ι3 = ψ1ψ2 を満た

すことに注意して, 系 5.5を得る. �

系 5.6 Λ を C の格子とする. U は C 上の滑らかな実数値関数で, Λ に関して周期的で

あるとする. Ψ はC 上滑らかな C2-値関数でDUΨ = t(0, 0), Ψ �= t(0, 0) を満たし, さら

に任意の z ∈ C および任意の γ ∈ Λ に対し Ψ(z + γ, z + γ) = ε(γ)Ψ(z, z) が成り立つと

する, 但し ε は Λ から {1,−1} への準同型写像である. このとき Ψ および U から構成

される C から E3 への写像 ι が C/Λ から E3 への写像として well-definedであること

は, Λ に関して同値な 2 点を端点とする曲線 C に沿う ωk の線積分が 0 になることと同

値である.

5.2 回転トーラスのmKdV変形

[51]を参考にして, E3 内の回転面に対し定理 5.3の中でのように定まるポテンシャル U

およびDirac方程式 DUΨ = t(0, 0) の解 Ψ �= t(0, 0) について考察したい.

E3 内の回転面は次のような写像による像と合同である:

ι(x, y) := (f(y) cos x, f(y) sin x, g(y)),

但し f , g は開区間 I ⊂ R 上の滑らかな関数で, f > 0 および (f ′)2 + (g′)2 �= 0 を満たす

とする. 直ちに

∂ι

∂x
· ∂ι
∂x

= f2,
∂ι

∂x
· ∂ι
∂y

= 0,
∂ι

∂y
· ∂ι
∂y

= (f ′)2 + (g′)2

がわかる. ỹ は y ∈ I の関数で, dỹ/dy =
√

(f ′)2 + (g′)2
/
f を満たすとする. このとき

(x, ỹ) は ι による像の局所座標であり,

∂ι

∂x
· ∂ι
∂x

=
∂ι

∂ỹ
· ∂ι
∂ỹ

= f2

が成り立つ. 以下, 座標 (x, ỹ) を (x, y) で表す. こうして ι は共形的なはめこみとみなさ

れる. z := x +
√−1y とおく. 関数 f , g の微分は取り直した変数 y に関するものである

とする. このとき f2 = (f ′)2 + (g′)2 が成り立つ. ι に関する単位法ベクトル場 ν は

ν(x, y) =
1

f(y)
(g′(y) cos x, g′(y) sin x, −f ′(y))
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で与えられる. ι に関する平均曲率 H は

H =
1

2f 2

(
∂2ι

∂x2
+
∂2ι

∂y2

)
· ν

で与えられるので,

H(x, y) = −f
′(y)g′′(y) + g′(y)(f(y) − f ′′(y))

2f(y)3

がわかる (x に依らない). よってポテンシャル U = −Hf/2 は

U(x, y) =
f ′(y)g′′(y) + g′(y)(f(y) − f ′′(y))

4f(y)2
(5.6)

と表される (x に依らない). 定理 5.3 の証明の中でのように, ι の第 1 成分と第 2 成分を

用いて関数 F を F (x, y) := e
√−1xf(y) とおく. このとき

∂F (x, y) =

√−1e
√−1x

2
(f(y) − f ′(y)),

∂F (x, y) =

√−1e
√−1x

2
(f(y) + f ′(y))

(5.7)

を得る. よって ∂F と ∂F が同時に 0 になることはない. ∂F = 0 が成り立つ点はちょう

ど f = f ′ が成り立つ点であり, そしてこのような点の近傍では ∂F は

∂F (x, y) =

√−1e
√−1x

2

g′(y)2

f(y) + f ′(y)

と表される. 同様に ∂F = 0 が成り立つ点はちょうど f = −f ′ が成り立つ点であり, そし

てこのような点の近傍では ∂F は

∂F (x, y) =

√−1e
√−1x

2

g′(y)2

f(y) − f ′(y)

と表される. よって x, y の滑らかな複素数値関数 ψ1, ψ2 で

ψ2
1 = ∂F, ψ2

2 = −∂F, ψ1ψ2 =
g′

2
√−1

(= ∂g)

を満たすものが存在し, この条件を満たす滑らかな関数の組は (ψ1, ψ2) と (−ψ1,−ψ2) の

みである. ∂F と ∂F が同時に 0 になることはないので, Ψ �= t(0, 0) がわかり, また

f2 = (f ′)2 + (g′)2 に注意してDUΨ = t(0, 0) を示すことができる.

以下においては, f , g は R上定義されているとする. このとき ιは C から E3 への共形

的なはめこみである. さらに f , g は周期的であり,周期 l > 0を共有するとする. C の格子

Λを 2π,
√−1lによって生成されるものとすると, ιは C/Λから E3 への共形的なはめこみ

とみなされる. (5.6)から, U は周期 l を持つ周期関数であることがわかる. Ψは Λに関す
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る周期関数ではない: まず γ := 2π および任意の z ∈ Cに対し, Ψ(z+γ, z+γ) = −Ψ(z, z)

が成り立つ; さらに ι がうめこみである場合, γ :=
√−1l および任意の z ∈ C に対し,

Ψ(z + γ, z + γ) = −Ψ(z, z) が成り立つ. 準同型写像 ε : Λ −→ {1,−1} が存在して, 任意

の γ ∈ Λ および任意の z ∈ C に対しΨ(z + γ, z + γ) = ε(γ)Ψ(z, z) が成り立つ.

例 f や g として次のようなものをとる:

f(y) := R + r cosφ(y), g(y) := r sinφ(y), (5.8)

但し R > r > 0 でありまた φ は R 上の滑らかな単調増加関数で任意の y ∈ R に対し

φ′(y) =
R+ r cosφ(y)

r
(5.9)

および φ(y+ l) = φ(y)+2π を満たすものである (条件 (5.9)は f と g が f2 = (f ′)2 +(g′)2

を満たすためのものである). f , g に対応する共形的なはめこみ ι によるC の像は, xz-平

面上の中心が (R, 0), 半径が r である円を z-軸の周りの回転によって動かして得られる回

転トーラスである (特に R/r =
√

2 である場合に現れる回転トーラスは S3 内の Clifford

トーラスの立体射影による像と E3 の共形変換によってうつりあう). (5.6) に (5.8) を代

入して (5.9) に注意することによって,

U(y) =
R+ 2r cosφ(y)

4r
(5.10)

を得る. また (5.7) に (5.8) を代入して,

∂F (x, y) =

√−1e
√−1x

2
(R + r cosφ(y))(1 + sinφ(y)),

∂F (x, y) =

√−1e
√−1x

2
(R + r cosφ(y))(1 − sinφ(y))

(5.11)

を得る. ここで注意したいことは, 例えば ψ2
1 = ∂F を満たす滑らかな複素数値関数 ψ1 を

得たいならば, (5.11) における ∂F についての式の右辺の平方根をただ考えても駄目 (ψ1

の滑らかさについての考慮が必要)であるということで,この式の右辺の因数の一つである

1+sinφ(y)をこの零点 (例えば φ = −π/2が成り立つ点)の付近で cos2 φ(y)
/
(1−sinφ(y))

と表せるので, ψ1 としてはこうした点の付近では

ψ1(x, y) = ±e
√−1(x/2+π/4)

√
2

√
R+ r cosφ(y)

1 − sinφ(y)
cosφ(y)

と表されるものを採用しなければならない (従って ψ1(x, y + l) = −ψ1(x, y) が成り立つ).

ψ2 についても同様である. 最後に ι に対するWillmore汎関数の値 W(ι) を求めたい.
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系 5.4 によると, (5.10) において与えられているU の 2 乗 U 2 を C/Λ 上積分して得られ

る値を 4 倍することによって W(ι) を求めることができる. (5.9) に注意して,

4

∫

C/Λ

U 2dxdy =
π

2r2

∫ l

0

(R + 2r cosφ(y))2dy

=
π

2

(
R

r

)2 ∫ l

0

dy

=
π

2

(
R

r

)2 ∫ 2π

0

dφ

(R/r) + cosφ

=
(R/r)2π2

√
(R/r)2 − 1

(5.12)

を得る. 第１章において (1.3) を考察したときと同様に, (5.12) の最右辺は R/r =
√

2 の

ときに最小値 2π2 をとる.

f , g は周期 l > 0 を持つ周期的な 1 変数関数で f > 0 および f2 = (f ′)2 + (g′)2 を満

たすとし, U は (5.6) の中でのように与えられた 1 変数 y の関数であるとする. 2 変数

y, t の関数 u は y に関して周期 l を持ち, u(y, 0) = 4U(y) およびmKdV方程式 (modified

Korteweg-deVries equation)

ut = uyyy +
3

2
u2uy (5.13)

を満たすとする. ここで

A :=
∂

∂y
− 1

2

(
−1 −u
u 1

)

, B :=
∂

∂t
− 1

4

(
−u2 − 2 B12

B21 u2 + 2

)

とおく, 但し

B12 := −2uyy + 2uy − u3 − 2u, B21 := 2uyy + 2uy + u3 + 2u

である. このとき優決定系 (過剰決定系, over-determined system)

A

(
φ1

φ2

)

=

(
0

0

)

, B

(
φ1

φ2

)

=

(
0

0

)

(5.14)

の整合条件 (compatibility condition) は A と B の交換子積 [A,B] が恒等的に零行列 O

であることと表現され, [A,B] = O は u がmKdV方程式 (5.13) を満たすことと同値であ

る. φ10, φ20 は 1 変数 y の滑らかな関数で,

φ2
10 = f − f ′, φ2

20 = f + f ′, φ10φ20 = −g′

を満たすとする. このとき DUΨ = t(0, 0) から, Φ0 := t(φ10, φ20) は A(y, 0)Φ0 = t(0, 0)

を満たすことがわかる. u はmKdV方程式を満たすので, (5.14) の解 Φ := t(φ1, φ2) で

46



φi(y, 0) = φi0(y) を満たすものが唯一つ存在する. f̃ := (1/2)(φ2
1 + φ2

2) とおく. このとき

AΦ = t(0, 0) を用いて,

∂f̃

∂y
= φ1

∂φ1

∂y
+ φ2

∂φ2

∂y
=

1

2
(φ2

2 − φ2
1) (5.15)

を得る. g̃ は y, t の滑らかな関数で, ∂g̃/∂y = −φ1φ2 を満たすとする. ψ̃1, ψ̃2 は x, y, t

の滑らかな複素数値関数で,

ψ̃1(x, y, t)
2 =

√−1e
√−1x

2

(
f̃(y, t) − ∂f̃

∂y
(y, t)

)
,

ψ̃2(x, y, t)
2 = −

√−1e
√−1x

2

(
f̃(y, t) +

∂f̃

∂y
(y, t)

)

および

ψ̃1(x, y, t)ψ̃2(x, y, t) =
1

2
√−1

∂g̃

∂y
(y, t)

を満たすとする. このとき Ũ := u/4 に対し, Ψ̃ := t
(
ψ̃1, ψ̃2

)
はDŨΨ̃ = t(0, 0) を満たす.

よって定理 5.2から, 0 を含む十分小さい開区間 I が存在して各 t ∈ I に対し Ũ , Ψ̃ は曲

面を与えることがわかる. ここで

ι̃(x, y, t) :=
(
f̃(y, t) cos x, f̃(y, t) sin x, g̃(y, t)

)

および ι̃t(x, y) := ι̃(x, y, t) とおくと, ι̃t が与える回転面に対応する Dirac作用素のポテ

ンシャルは Ũ に等しいことが, (5.6) および AΦ = t(0, 0) を用いてわかる. F̃ (x, y, t) :=

e
√−1xf̃(y, t) とおくと, ψ̃2

1 = ∂F̃ および ψ̃2
2 = −∂F̃ が成り立つので, 定理 5.3の証明と同

様の議論をすることで, 各 t ∈ I に対して Ũ , Ψ̃ が定める曲面は写像 ι̃t と E3 の平行移動

との合成による像に含まれることがわかる. こうして得られる回転面の族を f , g が定め

る回転トーラスのmKdV変形 (mKdV deformation)という.

定理 5.7 ([51]) 回転トーラスのmKdV変形は互いに共形同値な回転トーラスからなる.

証明 ψ̃i,t(x, y) := ψ̃i(x, y, t) とおき,

ω̃1,t := Re
(
ψ̃2

1,tdz − ψ̃2
2,tdz

)
, ω̃2,t := Im

(
ψ̃2

1,tdz − ψ̃2
2,tdz

)
,

ω̃3,t := ψ̃1,tψ̃2,tdz + ψ̃1,tψ̃2,tdz

とおく. また

C :=
{
z = x+

√−1y
∣∣ 0 � y � l

}

とおき, C の向きを定めておく. 定理 5.7を証明するためには, k = 1, 2, 3 に対し
∫

C

ω̃k,t = 0 (5.16)

47



を示せばよい. k = 1, 2 に対する (5.16) は

d

dt

∫ l

0

(φ2
1 − φ2

2)dy ≡ 0 (5.17)

と同値であるが, (5.15) および φ2
1 + φ2

2 が y に関して周期 l を持つことから
∫ l

0

(φ2
1 − φ2

2)dy = 0

がわかるので, (5.17) を得る. また k = 3 に対する (5.16) は

d

dt

∫ l

0

φ1φ2dy ≡ 0 (5.18)

と同値である. そして Φ は (5.14) の解であるので,

d

dt

∫ l

0

φ1φ2dy =

∫ l

0

(
φ1
∂φ2

∂t
+ φ2

∂φ1

∂t

)
dy

=
1

2

∫ l

0

uy(φ
2
1 + φ2

2)dy +
1

4

∫ l

0

(2uyy + u3 + 2u)(φ2
1 − φ2

2)dy

=
3

2

∫ l

0

u(φ2
1 − φ2

2)dy

= 3

∫ l

0

(φ1φ2)ydy

= 0

(5.19)

から (5.18) を得る, 但し (5.19) において途中で部分積分および φ1φ2 が y に関して周期 l

を持つことを用いる. �

定理 5.8 ([51]) 回転トーラスのmKdV変形に対し, Willmore汎関数は一定値を取る.

証明 系 5.4から, 定理 5.8を証明するためには

d

dt

∫ l

0

u2dy ≡ 0 (5.20)

を示せばよいことがわかる. u はmKdV方程式を満たすので,

d

dt

∫ l

0

u2dy = 2

∫ l

0

uutdy

= 2

∫ l

0

uuyyydy + 3

∫ l

0

u3uydy

=

∫ l

0

(
2uuyy − u2

y +
3

4
u4

)

y

dy

= 0

から (5.20) を得る. �
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