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幾何概論 Iテキスト (2015年度井上尚夫)

実数全体の集合 Rは和，積など代数的な構造，距離に基づく幾何学的構造，大小関係という順序に関する構

造を持つ．代数概論 I等がこの代数的な構造の抽象化・一般化を行うのに対し幾何概論 Iでは幾何学的な構造

の抽象化・一般化を行う．解析などでも様々な収束の概念が利用されるがその基本にはこの講義で扱う幾何学

的構造が応用される．単に幾何の導入科目としてではなく数学全般の導入科目として学習してほしい．

なお，本学の自然科学研究科数学専攻（基礎数理コース）の入試では，専門基礎科目（必修問題）として線

形代数，微分積分，集合と位相があげられている．幾何概論 Iの講義内容はこの集合と位相の内容を含む．大

学院進学を考える者はその点も踏まえて受講してほしい．

1 準備

この章では，講義に入る準備として数学を扱う上での基本事項をまとめておく．多くは実数と論理で学習し

た事項である．

1.1 集合と写像

1.1.1 集合

集合を厳密に定義することは非常に難しい．例えばすべての集合からなる集合というようなものを考えると

必然的に矛盾が生じてしまう（ラッセルの逆理）．そこでこの講義では集合を何かの条件を満たすものの集ま

りとすると同時に，集合の集まりは必要に応じて集合族という言い方をする．

集合 X は {x | xについての条件 }というように，要素を表現する文字と集合に属するための（必要十分）条
件という形で記述される．これは x ∈ X ⇐⇒ xの条件という形で書いてもよい．論理の上では後者の形のほう

が分かりやすい場合も多い．例えば，2つの集合 X, Y についてその和集合（合併），共通部分，差集合は次の

ように定義される．

x ∈ X ∩ Y ⇐⇒ x ∈ X 　かつ　 x ∈ Y

x ∈ X ∪ Y ⇐⇒ x ∈ X 　または　 x ∈ Y

x ∈ X \ Y ⇐⇒ x ∈ X 　かつ　 x < Y

集合 X の部分集合 Aについて，補集合 Ac は

x ∈ Ac ⇐⇒ x < A

で定義される．ここで x ∈ X は大前提なので Ac = X \ A である．要素が何もない集合を空集合と呼び ∅ で
表す．

2つの集合 X, Y についてその要素の対の全体を直積集合と呼ぶ．

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y} (x, y) ∈ X × Y ⇐⇒ x ∈ X, y ∈ Y

1.1.2 写像

2 つの集合 X, Y について X の各要素に対して Y の要素が 1 つずつ定まるときその対応を写像と呼び

f : X −→ Y と表す．A ⊂ X について Aの像 f (A)，B ⊂ Y について Bの逆像 f −1(B)が定義できる．

y ∈ f (A)⇐⇒ y = f (x)となる Aの要素 xが存在する

x ∈ f −1(B)⇐⇒ f (x) ∈ B
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逆像の定義のほうが格段に単純なことに気づいてほしい．逆写像による像というようなイメージで逆像を捉え

ると理解できない．逆像は逆写像が存在しない場合でも定義できる．

例 1.1. f : R −→ R, f (x) = 0（０に値をとる定数関数）について f −1([a, b])は

f −1([a, b]) =

R a ≦ 0 ≦ b
∅ a > 0 または b < 0

f (X) = Y のとき， f を全射という．また f (x1) = f (x2)が x1 = x2 の場合にのみ成り立つとき f を単射とい

う．全射かつ単射であるとき全単射という．

命題 1.2. 要素が 1個の Y の部分集合 {y} *1について次が成り立つ．

f が全射⇐⇒ すべての y ∈ Y について f −1({y}) , ∅
f が単射⇐⇒ すべての y ∈ Y について f −1({y})の要素は高々 1個

f が全単射⇐⇒ すべての y ∈ Y について f −1({y})の要素はちょうど 1個

特に f が逆写像を持つことと f が全単射であることは同値である．

命題 1.3. 写像 f : X −→ Y と A ⊂ X について f −1( f (A)) ⊂ A が成り立つ．また B ⊂ Y について f ( f −1(B)) =

B ∩ f (X)が成り立つ．

例 1.4. f : R −→ R, f (x) = x2 について f −1( f ([0, 1])) = f −1([0, 1]) = [−1, 1]である．

1.2 命題

数学の意味で真偽の決まる文章を命題という．命題は文章なので主部と述部を持つ．例えば 1 + 2 = 5は命

題である．1 + 2（1に 2を加えたもの）が主部であり，= 5（5に等しい）は述部である．=が動詞であること

に注意せよ．もちろんこの命題は偽である．命題という用語は「（若干価値の低い）定理」という意味で使われ

ることも多い．なお集合 Aについて x ∈ Aは命題*2である．

=以外に動詞的役割を果たす数学記号に ∈⊂<≡などがある．これに対して ∩ ∪ + × ⊕などの演算記号は何か
の操作を行った結果を表すのであってそれだけでは述部にはなりえない．A ∩ Bは 2つの集合 Aと Bの共通部

分である．これが命題でないことは「A ∩ Bが真か偽か」という問いかけが無意味であることからも分かるだ

ろう．

2つの命題 P,Qから P ∧ Q（Pかつ Q），P ∨ Q（ Pまたは Q），P =⇒ Qなどの命題が作られる．なお Pが

偽の時，P =⇒ Qは Qの真偽にかかわらず真とみなされる．例えば「1 = 2ならば
√

3は整数である」という

命題は真である．

命題 Pに対して ¬P（Pの否定）も命題である．P ∧ (¬P)は常に偽であり，P ∨ (¬P)は常に真である．

1.3 全称記号 ∀と存在記号 ∃

xをパラメーターとする命題の集まり P(x)を考えよう．P(x)の真偽は xごとに変わってくる．例えば x2 ≦ 4

という命題は −2 ≦ x ≦ 2 のとき真であり，それ以外の時は偽である．これについて全称記号と存在記号を

使って
∀x ; P(x), ∃x ; P(x)

*1 要素 yと要素 1個の部分集合 {y}は明確に区別すること． f −1(y)と書くと逆写像の存在を仮定したことになる．
*2 これが命題になることが集合の要件である．
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という 2つの命題が作られる．これらはパラメーターを持たない命題である．xは命題の記述に使われるだけ

であり xを他の文字に変えても意味は変わらない．

全称記号，存在記号を含む命題の否定は

¬(∀x ; P(x))⇐⇒ ∃x ;¬P(x) ¬(∃x ; P(x))⇐⇒ ∀x ;¬P(x)

となる．これらは覚えるのではなく当たり前のこととして感じられるようにならないといけない．

2 つ以上のパラメーターによって記述される命題では，全称記号と存在記号を使ってより複雑な命題を作

れる．
∀x ; (∀y ; P(x, y)) , ∀x ; (∃y ; P(x, y)) , ∃x ; (∀y ; P(x, y)) , ∃x ; (∃y ; P(x, y))

これらはすべて内容の違う命題である．

例 1.5. P(x, y)が以下の命題の時，上の 4つの命題の真偽を調べると次のようになる．

(1) x2 + y2 ≧ 0 (2) x2 − y2 ≦ 1 (3) x2 − y2 ≧ −1 (4)x2 + y2 ≦ 1

∀x ; (∀y ; P(x, y)) ∀x ; (∃y ; P(x, y)) ∃x ; (∀y ; P(x, y)) ∃x ; (∃y ; P(x, y))

(1) 真 真 真 真

(2) 偽 真 真 真

(3) 偽 真 偽 真

(4) 偽 偽 偽 真

特に重要なのは ∀x ; (∃y ; P(x, y))と ∃y ; (∀x ; P(x, y))の意味の違いである．どちらも日本語に訳すと「すべ

ての x に対して P(x, y) が真であるような y が存在する」となってしまう．違いは「○○のような」の「○

○」が文章のどの範囲かである．前者は「P(x, y)が真であるような」であり，後者では「すべての xについて

P(x, y)が真であるような」だ．この混乱を避けるために数学では前者を「すべての xに対してある yが存在し

て P(x, y)が成り立つ」と読み，後者を「ある yが存在して，すべての xに対して P(x, y)が成り立つ」と読む

ことが多い．これは日本語としては違和感を持つが，数学方言として積極的に使ってほしい．

以上述べた記号を使うと次のような命題が構成できる．

∀ε > 0 ; (∃δ > 0 ; (|x − a| < δ =⇒ | f (x) − f (a)| < ε))

これを日本語に翻訳すれば，「どんな正数 εに対してもある δ > 0が存在して，命題「|x−a| < δ =⇒ | f (x)− f (a)| <
ε」を成り立つ．」となる．

ならばを使った命題「P(x) =⇒ Q(x)」は P(x) が真となるすべての x について Q(x) が成り立つという意味

だ．これは ∀を使って (∀x, P(x)); Q(x)と記述できる．この否定は (∃x, P(x)) : ¬Q(x)だ．P(x)は考える対象の

xを限定するものなので ¬P(x)にはならない．

問題 1.6. 次の命題を日本語に翻訳せよ．また否定命題を作れ．

(1) 関数 f (x)についての命題 ∀x > 0; ( f (x) > 0)

(2) 関数 f (x)と aについての命題 ∃δ > 0; (|x − a| < δ =⇒ f (x) > 0)

(3) 実数の集合 Aについての命題 ∀x ∈ A; (∃r > 0); (|y − x| < r =⇒ y ∈ A)

1.4 同値関係と商集合

集合 X と D ⊂ X × X について (x, y) ∈ Dを x ∼ yと表す．∼について次が成り立つとき同値関係という．

(I) x ∼ x, (II) x ∼ y =⇒ y ∼ x, (III) x ∼ y, y ∼ z =⇒ x ∼ z
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この三つの性質を順に反射律，対称律，推移律という．

同値関係について [a] = {x | x ∼ a}を aの属する同値類と呼ぶ．反射律から a ∈ [a]であり [a]は X の空でな

い部分集合である．2つの同値類について [a] ∩ [b] , ∅のとき，[a] = [b]となる．すなわち異なる同値類は共

通部分を持たない．そこで X を同値類の互いに交わらない和集合（直和，disjoint union）として分割できる．

この同値類を一つの要素として作られる集合を商集合と呼び X/ ∼と表す．これについては線形数学のテキス
トを参照してほしい．

1.5 集合の濃度

要素有限個の集合 X に対して #X をその要素の個数と定める．この #X を次のような形で無限集合に拡張し，

集合の濃度と呼ぶ．

定義 1.1.

#X ≤ #Y ⇐⇒ ∃ f : X −→ Y; f は単射

#X = #Y ⇐⇒ ∃ f : X −→ Y; f は全単射

#X < #Y ⇐⇒ #X ≤ #Y 　かつ　#X , #Y

この定義により以下の事実が成り立つ．

命題 1.7. (1) X が有限集合ならば #X < #N

(2) X が無限集合ならば #N ≤ #X

ゆえに Nの濃度は無限集合の濃度として最小である．この濃度を可算無限と呼び ℵ0（アレフ 0）で表す．有

理数全体の集合は可算無限である．

命題 1.8. X, Y が可算無限集合の時，X × Y も可算無限集合になる．特に有理数全体の集合 Qは可算無限集合

である．

しかし実数全体の集合は可算無限ではない．

#N = #Q < #R

これは Cantorの対角線論法によって証明される．ℵ0 より大きな濃度の無限集合を非可算無限集合という．実

数全体の集合の濃度を ℵと表す．ℵ0 と ℵの間に中間の濃度が存在するかは素朴に疑問に感じることだが，こ
れは正しいとしても間違っているとしても矛盾が生じないことが Cohenによって 1960年代に証明された．*3

命題 1.9. 集合 X の部分集合たちの集合を X のべき集合と呼び P(X)と表すことにする．#X < #P(X)である．

特に無限集合の濃度には無限の種類がある．

1.6 集合演算の基本

さて，無限にも多様なものがあるので無限個のものを {an, n ∈ N}のように自然数で添え字を付けるわけに
はいかない．そこで添え字集合 Λを考え {aλ, λ ∈ Λ}のように表す．添え字集合にはたいした意味はないのだ
が，自然数とすると可算無限の場合を扱ってしまうことになる．

*3 命題は真偽の決まる文章と述べたが，このことは命題であることと矛盾しない．真とした場合の集合論と偽とした場合の集合論が
どちらも矛盾なく記述できるという意味だ．
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定義 1.2. 添え字集合 Λによって無限個の集合の属 {Aλ | λ ∈ Λ}を考える．これらの和集合および共通部分は

x ∈
∩
λ∈Λ

Aλ ⇐⇒ ∀λ ∈ Λ ; x ∈ Aλ

x ∈
∪
λ∈Λ

Aλ ⇐⇒ ∃λ ∈ Λ ; x ∈ Aλ

で定義される．

無限個の集合の直積集合も定義できるが，選択公理を本質的に使わないといけない．この講義では扱わない

ことにする．集合演算の基本をまとめておく．非可算無限個の和集合や共通部分も扱うのでもはやベン図を書

いて理解するわけにはいかない．

命題 1.10 (ド・モルガンの法則). ∩
λ∈Λ

Aλ

c

=
∪
λ∈Λ

(Aλ)c

∪
λ∈Λ

Aλ

c

=
∩
λ∈Λ

(Aλ)c

命題 1.11.

B ∪
∩
λ∈Λ

Aλ

 =∩
λ∈Λ

(B ∪ Aλ), B ∩
∪
λ∈Λ

Aλ

 =∪
λ∈Λ

(B ∩ Aλ)

命題 1.12. f : X −→ Y と Aλ ⊂ X, λ ∈ Λおよび Bµ ⊂ Y, σ ∈ Σについて

f

∩
λ∈Λ

Aλ

 ⊂∩
λ∈Λ

f (Aλ) f

∪
λ∈Λ

Aλ

 =∪
λ∈Λ

f (Aλ)

f −1

∩
σ∈Σ

Bσ

 =∩
σ∈Σ

f −1(Bσ) f −1

∪
σ∈Σ

Bσ

 =∪
σ∈Σ

f −1(Bσ)

例 1.13. A ∩ B = ∅なら f (A ∩ B) = f (∅) = ∅である．しかし， f (A) ∩ f (B) , ∅となることはあり得る．この場
合 f (A ∩ B) ⊊ f (A) ∩ f (B)である．具体的には f (x) = x2, A = [1, 2], B = [−2,−1]とでもすればよい．

2 距離空間

距離空間とは距離の定義された集合である．具体例としてはユークリッド平面 R2 をイメージすればよい．

しかし，距離空間には R2 とは似ても似つかない例がたくさんある．この講義では Rn と 2年次の線形数学で

紹介したような連続関数の集合の例を基本的な対象として考察する．

2.1 距離

2.1.1 距離の公理

定義 2.1. 空でない集合 X について関数 d : X × X −→ Rが X 上の距離であるとは以下の条件を満たすことを

言う．これを距離の公理と呼ぶ．

(I) d(x, y) = d(y, x)

(II) d(x, y) ≧ 0

(III) d(x, y) = 0⇐⇒ x = y

(IV) d(x, y) + d(y, z) ≧ d(x, z)（三角不等式）

集合 X とその距離の組 (X, d)を距離空間という．
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距離空間の最も基本的な例は Rに距離を d(x, y) = |x − y|で定めたものである．これについては 2年次の実

数と論理の講義で詳しく学習した．それ以外の例を見ていこう．

2.1.2 距離空間の例

次はつまらない例だが，どんな集合にも距離を定めることができることを述べている．

例 2.1. 集合 X について d : X × X −→ Rを

d(x, x) = 0, x , yのとき d(x, y) = 1

で定めれば dは X 上の距離である．

Rn にも標準内積から距離が定まるがそれのみと言うわけではない．基本的なものとして 3通り紹介してお

こう．

例 2.2. n次元ユークリッド空間 Rn において次は距離である．

d2(x, y) =

√√ n∑
i=1

(xi − y j)2

d1(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|

d∞(x, y) = max
{
|xi − yi|, 1 ≦ i ≦ n

}
命題 2.3. 例 2.2の 3つの距離について次の不等式が成り立つ．

d∞ ≦ d2 ≦
√

nd1 ≦ n
√

nd∞

2.1.3 連続関数の集合上の距離

解析学では関数の集合に距離を定めることがしばしば行われる．この講義では次を基本的な例として扱う．

例 2.4. [0, 1]区間上の実数値連続関数全体の集合 V において次は距離である*4．

d2( f , g) =

√∫ 1

0
( f (x) − g(x))2dx

d1( f , g) =
∫ 1

0
| f (x) − g(x)|dx

d∞( f , g) = max
{
| f (x) − g(x)|, 0 ≦ x ≦ 1

}

この例で区間を一般の閉区間に変えても問題はない．ただし，開区間や有界でない区間にしてしまうと積分

ができなかったり最大値が存在しなかったりするのでこのままではうまく定義できない．

命題 2.5. 例 2.4の d1, d2, d∞ は距離の公理を満たす．またこれらの距離について次が成り立つ．

d1 ≦ d2 ≦ d∞

*4 線形空間にノルムを定めたものをノルム空間という．これらはノルムによる距離であり距離としては扱いやすいものである．この
講義ではノルムの一般論は扱わないが，関心のある人は調べてみると良い．
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2.1.4 部分（距離）空間，直積（距離）空間

定義 2.2. 距離空間 (X, dX)と A ⊂ X について距離関数 dX を A × Aに制限したものは Aの距離になる．これを

dA と表す時 (A, dA)を X の部分（距離）空間という．

2つの距離空間 (X, dX)と (Y, dY )について，X × Y 上の距離を

dX×Y ((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(dX(x1, x2))2 + (dY (y1, y2))2

で定めることができる．X × Y にこの距離を定めたものを直積 (距離)空間という．

なお，これらの用語について距離は省略されることが多い．距離空間を考えているときに部分空間といえば

部分距離空間のことだし，線形空間を考えているときに部分空間といえば部分線形空間のことだ．

例 2.6. ユークリッド空間 (Rn, d2)の部分空間 S n−1 = {x | ∥x∥ = 1}において，北極と南極の距離は 2である．一

方球面上の距離を 2点を通る大円弧の長さとすると

d(x, y) = cos−1(x, y)

となるが，この距離についての北極と南極の距離は πである．

2.2 極限と連続

2.2.1 点列と極限（数列の極限）

定義 2.3. 距離空間 (X, d)についてその点列*5 {an}が bに収束するとは

lim
n→∞

d(an, b) = 0

が成り立つことを言い， lim
n→∞

an = bと表す．これと数列の極限の定義を組み合わせれば

∀ε > 0; (∃N; (n ≧ N =⇒ d(an, b) < ε)) (1)

命題 2.7. 点列が収束すればその極限は一意である．

定義 2.4. 集合 X 上の 2つの距離 d1, d2 が同値であるとは

Kd1 ≦ d2 ≦ Hd2

を満たす正数 K, H が存在することをいう．

命題 2.8. 距離の同値は同値関係である．

点列が収束するかしないかは距離の取り方によって変わってくる．距離 d による収束であることを強調する

場合には単に収束といわず d収束ということにする．

定理 2.9. 同値な距離は同じ収束概念を定める．すなわち集合 X の 2 つの同値な距離 d1, d2 について，点列

{an}が d1 収束することと d2 収束することは同値である．

例 2.10. 例 2.2の 3つの距離，d1, d2, d∞ は互いに同値である．

*5 距離は幾何的な構造なので X の要素は点と呼ぶことが多い．この点列という言葉もその呼び方を踏襲している．ただし，具体例で
はそれにふさわしい呼び方をする．Rの点列は数列と呼ぶし，例 2.4の点列は関数列という．
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例 2.4の 3つの距離はどの 2つも同値でないことは次のような具体例からも分かる．

例 2.11. V および d1, d2, d∞ を例 2.4と同じにとる．0 < c < 1/2と a > 0に対して fc,a ∈ V 次のようにとる．

fc,a(x) =


(a/c)x 0 ≦ x ≦ c
2a − (a/c)x c ≦ x ≦ 2c
0 2c ≦ x ≦ 1

fc,a は x = cで最大値 aをとる連続関数である．

この関数と 0 ∈ V との距離は

d1( fc,a, 0) = ca, d2( fc,a, 0) =
√

2c/3a, d∞( fc,a, 0) = a

である．ゆえに関数列 { f1/n,1}は 0に d1 と d2 に関しては収束するが d∞ に関しては収束しない． { f1/n,√n}は
d1 に関して 0 に収束するが，d2, d∞ に関しては収束しない．このように収束の概念は距離によって変わって

くる．

なお，この 2つの関数列はいずれも 0に各点収束している．

命題 2.12. X の 2つの距離 d1, d2 について Kd1 ≦ d2 を満たす正数 K が存在するとする．このとき d2-収束す

る点列は同じ極限に d1-収束する．

この命題から例 2.4について
d∞収束 =⇒ d2収束 =⇒ d1収束

という関係がある．逆は成り立たない．なお d∞ 収束は一様収束に他ならない．

命題 2.13. 例 2.4 において，関数列 { fn} が g ∈ V に [0, 1] 上一様収束することと d∞ 収束することは同値で

ある．

例 2.14. [0, 1] 上の関数列 { fn(x) = xn} は d1 と d2 に関し 0 に収束するが d∞ については収束しない．また

{gn(x) =
√

nxn}は d1 に関し 0に収束するが，d2, d∞ については収束しない．

2.2.2 写像の極限（関数の極限）

2つの距離空間 (X, dX), (Y, dY )について写像 f : X −→ Y を考える．

定義 2.5. xを aに近づけるとき f (x)が bに収束するとは次が成り立つことを言う．

∀ε > 0; (∃δ > 0; (0 < dX(x, a) < δ =⇒ dY ( f (x), b) < ε)) (2)

これは実数と論理で学習した関数の極限の定義を距離を使って書き直しただけである．このことを

lim
x→a

f (x) = b

と表す．記号は高校で使ったものと同じだが，x, aは距離空間 (X, dX)の点， f (x), bは距離空間 (Y, dY )の点で

ある．

なお，0 < dX(x, a) < δを満たす xが存在しない場合は，xを aに近づけることができないので極限は考えな

い．極限を考えるためには任意の δ > 0について 0 < dX(x, a) < δを満たす x ∈ X が存在しなくてはならない．

このような点を集積点というが詳しくは 2.3節で扱う．
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2.2.3 連続写像

定義 2.6. 距離空間 (X, dX), (Y, dY )と X の部分集合 Aから Y への写像 f : A −→ Y が a ∈ Aで連続であるとは

∀ε > 0; (∃δ > 0; (dX(x, a) < δ, x ∈ A =⇒ dY ( f (x), f (a)) < ε)) (3)

が成り立つことを言う．また Aのすべての点で連続な時， f (x)は A上連続であるという．

極限の定義と似ているが微妙な違いがある．

• 極限の定義では aと異なる点から aに近づけていくが，連続の定義では dX(x, a) < δとしかしていない

ので x = aでも構わない．特にある δについて dX(x, a) < δとなる Aの点が aのみになってしまう場合

（孤立点という），極限は考えられないが連続の定義は満たしている．

• a ∈ A は連続性を考える際の前提である．よく f (x) = 1/x は x = 0 で不連続という言い方をするが，

f (0)が定義されていないのでこの言い方は不適切だ．極限を考える場合は f (a)が定義されていなくて

も良い．aのまわりに Aの点が無数にあればよい（集積点という）．

連続写像について次が成り立つ．

定理 2.15. f : X −→ Y が x = aで連続で，g : Y −→ Z が y = b = f (a)で連続であれば，合成写像 g ◦ f は x = a

で連続である．

命題 2.16. f : X −→ Y が x = aで連続であることと，aに収束する任意の点列 {xn}について，

lim
n→∞

f (xn) = f (a)

が成り立つこととは同値である．

例 2.17. limx→a f (x) = bであっても f (a) = bであるとは限らない．この場合 aに収束する点列 {xn}で xn = a

となる nが無限に多くあれば
lim
n→∞

f (xn) = b

は成り立たない．

定義 2.7. 距離空間の間の写像 f : X −→ Y が X 上一様連続であるとは

∀ε > 0; (∃δ > 0; (dX(x1, x2) < δ =⇒ dY ( f (x1), f (x2)) < ε))

が成り立つことを言う．

命題 2.18. X 上一様連続なら X 上連続である．

定義 2.8. 距離空間の間の写像 f : X −→ Y が，ある正数 Lについて

dY ( f (x1), f (x2)) ≦ LdX(x1, x2)

を満たす時リプシッツ連続であるという．

命題 2.19. リプシッツ連続な写像は X 上一様連続である．

例 2.20. V を [0, 1] 区間上連続な実数値関数全体の集合とし，距離を例 2.4 の d1 にとる． f ∈ V に対しその

[0, 1]区間上での定積分を対応させる写像はリプシッツ連続である．特に { fn}が f に d1 収束すれば

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x)dx =

∫ 1

0
f (x)dx
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が成り立つ．この事実は極限と積分の交換とよばれ通常一様収束（d∞ 収束）の仮定で定式化されるが実はそ

れより弱い d1 収束で成り立っている．

命題 2.21. 距離空間 (X, d)とその部分距離空間 Aについて，包含写像 i : A −→ X はリプシッツ連続である．

命題 2.22. 直積距離空間 X × Y において，X への射影 pX : X × Y −→ X, pX(x, y) = xはリプシッツ連続である．

例 2.23. f (x) = 3
√

xは [−1, 1]上一様連続（閉区間上連続な関数は一様連続）だがリプシッツ連続ではない．

例 2.24. 距離空間 (X, d)と a ∈ X について d(a, x)を xの関数としてリプシッツ連続である．さらに A ⊂ X に

ついて
d(x, A) = inf

a∈A
d(x, a)

と定めるときこれもリプシッツ連続である．

2.3 距離空間の位相

2.3.1 内点，外点，境界点，集積点，孤立点

距離空間 (X, d)において Br(a) = {x, | d(x, a) < r}を aの r近傍と呼ぶ．以下の概念については定義と合わせ

て平面の集合で直観的に理解しておくことが必要である．

定義 2.9. 距離空間 (X, d)の部分集合 Aと p ∈ X について

• pが Aの内点であるとは「∃r > 0; (Br(p) ⊂ A)」が成り立つことを言う．

• pが Aの外点であるとは「 ∃r > 0; (Br(p) ∩ A = ∅)」が成り立つことを言う．
• pが Aの境界点であるとは「∀r > 0; (Br(p) ∩ A , ∅, Br(p) ∩ Ac , ∅)」が成り立つことを言う．
• pが Aの集積点であるとは「∀r > 0; ((Br(p) \ {p}) ∩ A , ∅)」が成り立つことを言う．
• pが Aの孤立点であるとは「∃r > 0; (Br(p) ∩ A = {p})」が成り立つことを言う．

命題 2.25. pが Aの集積点であることと，Aの点列 {xn}で xn , pを満たしかつ pに収束するものが存在する

こととは同値である．

命題 2.26. X の点は Aの内点，外点，境界点のいずれか一つの条件を満たす．Aの補集合 Ac の内点は Aの外

点であり，Ac の外点は Aの内点である．

命題 2.27. Aの境界点 pが p < Aのとき，pは Aの集積点である．また Aの点が集積点でなければ孤立点で

ある．

2.3.2 内部，閉包，開集合，閉集合

定義 2.10. Aの内点全体の集合を Aの内部と呼び A◦ で表す．Aの境界点全体の集合を Aの境界と呼び ∂Aと

表す．A ∪ ∂Aを Aの閉包と呼び Aと表す．

A = A◦ が成り立つとき Aを開集合という．A = Aが成り立つとき Aを閉集合という．

例 2.28. Rに通常の距離を入れた距離空間において開区間は開集合である．また閉区間は閉集合である．
有理数全体の集合 Qの内部は空集合であり，Qの閉包は Rである．特に ∂Q = Rである．

例 2.29. Br(a)は開集合である．

例 2.30. 例 1の距離空間においては，任意の集合は開集合である．
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命題 2.31. Aの境界と Aの補集合の境界は一致する．すなわち ∂A = ∂(Ac)が成り立つ．

命題 2.32. A◦ は開集合で A◦ ⊂ Aを満たす．Bが開集合で B ⊂ Aを満たせば，B ⊂ A◦ が成り立つ．すなわち

A◦ は Aに含まれる最大の開集合である．

Aは閉集合で A ⊂ Aを満たす．C が閉集合で A ⊂ C を満たせば，A ⊂ C が成り立つ．すなわち Aは Aを含む

最小の閉集合である．

命題 2.33. Aが開集合であることは次が成り立つことと同値である．

∀a ∈ A; (∃r > 0; (Br(a) ⊂ A)

命題 2.34. 開集合の補集合は閉集合である．閉集合の補集合は開集合である．

距離空間 (X, d)について，その開集合全体のなす集合族を Od(X)と表す．開集合族 Od(X)は以下の条件を満

たす．

定理 2.35. 距離空間 (X, d)において次が成り立つ．

• ∅ ∈ Od(X)， X ∈ Od(X)．

• 集合族 {Aλ | λ ∈ Λ}において
∀λ, Aλ ∈ Od(X) =⇒

∪
λ

Aλ ∈ Od(X)

• 有限個の集合族 {Ak | 1 ≦ k ≦ n}において

∀k, Ak ∈ Od(X) =⇒
n∩

k=1

Ak(X) ∈ Od(X)

定理 2.36. X の 2つの距離 d1 ， d2 について Kd1 < d2 を満たす正数 K > 0が存在すれば Od1 (X) ⊃ Od2 (X)が

成り立つ．特に 2つの距離が同値であれば，Od1 (X) = Od2 (X)が成り立つ．

例 2.37. 無限個の開集合の共通部分は開集合になるとは限らない．例えば

∞∩
k=1

(
0, 1 +

1
k

)
= (0, 1]

2.3.3 連続写像の開集合による特徴づけ

定理 2.38. 距離空間の間の写像 f : X −→ Y が X 上連続であることと次が成り立つことは同値である．

V ∈ OdY (Y) =⇒ f −1(V) ∈ OdX (X)

命題 2.39. 連続写像の合成写像は連続である．

例 2.40. 開集合の像は開集合になるとは限らない．例えば f (x) = x2 について f ((−1, 1)) = [0, 1)である．

命題 2.41. 距離空間の間の写像 f : X −→ Y について， f が連続であることと Y の閉集合の逆像が常に X の閉

集合になることとは同値である．

例 2.42. 距離空間 X 上の連続関数 f (x) について {x | f (x) < a} は f −1((−∞, a)) に他ならないので開集合であ

る．いくつかの連続関数による不等式（等号を含まない）で定義される領域は開集合である．
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2.3.4 距離から定まる連続関数

命題 2.43. Aが閉集合の時，d(x, A) = 0と x ∈ Aは同値である．

命題 2.44. A, Bが閉集合で A ∩ B = ∅であるとき

g(x) =
d(x, A)

d(x, A) + d(x, B)

は X 上の連続関数であり，次を満たす．

0 ≦ g(x) ≦ 1, g(x) = 0⇐⇒ x ∈ A, g(x) = 1⇐⇒ x ∈ B

2.4 完備性，点列コンパクト性

2.4.1 Cauchy列と完備性

定義 2.11. 距離空間 (X, d)の点列 {an}が Cauchy列であるとは次が成り立つことを言う．

∀ε > 0 ; (∃N ∈ N ; (n,m ≧ N =⇒ d(an, am) < ε))

命題 2.45. 収束する点列は Cauchy列である．

定義 2.12. 距離空間 (X, d)の Cauchy列が必ず（X の点に）収束するとき，(X, d)を完備という．

実数の連続性公理により Cauchy列は収束する．すなわち Rは通常の距離に関し完備である．

定理 2.46. (X, dX), (Y, dY )がともに完備であるとき，直積距離空間 X × Y は完備である．

系 2.47. Rn は通常の距離に関し完備である．

例 2.48. [0, 1]区間上の連続関数全体の集合 V に d∞ による距離を入れた時，この距離空間は完備である．

命題 2.49. 完備距離空間の部分集合が部分距離空間として完備であることと閉集合であることは同値である．

命題 2.50. X,Y を距離空間とし Y は完備であるとする．A ⊂ X と写像 f : A −→ Y について f が A上一様連続

であれば f は閉包 A上の連続写像として一意に拡張できる．

2.4.2 点列コンパクト

定義 2.13. 距離空間 (X, d)の任意の点列が（X の点に）収束する部分列を持つとき，(X, d)は点列コンパクト

であるという．X の部分集合 K が部分距離空間として点列コンパクトな時，点列コンパクト集合とよぶ．

命題 2.51. X の部分集合 K が有界であるとは，K ⊂ Br(a)となる r > 0, a ∈ X が存在することを言う．点列コ

ンパクト集合は有界閉集合である．

Rn においてはこの主張の逆が成立する．

定理 2.52 (Bolzano-Weierstrass). Rにおいて有界な数列は収束する部分列を持つ．Rn の有界閉集合は点列コン

パクトである．

命題 2.53. 連続写像 f : X −→ Y について K ⊂ X が点列コンパクトならば f (K) ⊂ Y も点列コンパクトである．

系 2.54. Rn の有界閉集合で定義された連続関数は最大値および最小値を持つ．
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3 位相空間

前節の最後で見たように f が X 上連続であることは，開集合族や閉集合族を使って定義しなおすことがで

きる．そこで距離ではなく開集合から出発して議論を展開しよう．

3.1 位相

3.1.1 位相の定義

定義 3.1. 集合 X において，その部分集合の属 O(X)が開集合の公理を満たすとは次が成り立つことを言う．

• ∅ ∈ O(X), X ∈ O(X)

• Uλ ∈ O(X), λ ∈ Λ =⇒ ∪
λUλ ∈ O(X)

• Uk ∈ O(X), 1 ≦ k ≦ n =⇒ ∩n
k=1 Uk ∈ O(X)

集合 X に対して，開集合の公理を満たす部分集合の族 O(X)を定めることを X に位相を定めるという．位相

を定めたとき X を位相空間と呼び O(X)を X の開集合族とあるいは単に位相という．また O(X)の要素を X の

開集合と呼ぶ．

位相空間 (X,O(X))と x ∈ X について， U ⊂ X が xの近傍であるとは x ∈ V ⊂ U を満たす開集合 V が存在

することを言う． xの近傍全体の集合を Nx と表し，xの近傍系と呼ぶ．近傍の定義から xを含む開集合は x

の近傍である．これを開近傍と呼ぶ．

定理 3.1. 近傍系は次の性質を満たす．これを近傍系の公理と呼ぶ．

• U ∈ Nx ならば x ∈ U

• U ∈ Nx かつ U ⊂ V ならば V ∈ Nx

• V,W ∈ Nx ならば V ∩W ∈ Nx

• U ∈ Nx について，次の性質を満たす W ∈ Nx が存在する．

(1)W ⊂ U (2)y ∈ W =⇒ U ∈ Ny

近傍系の公理を満たす集合族 {Nx | x ∈ X}が与えられたとき，On(X)

U ∈ On(X)⇐⇒ ∀x ∈ U; (∃V ∈ Nx; (V ⊂ U))

と定める．

定理 3.2. この On(X)は開集合の公理を満たす．近傍系が O(X)から定義されたものであるとき，この On(X)は

O(X)と一致する．

一般に位相は開集合族によって定義することが多いが，近傍系によっても定義できる．他に位相の定め方に

は閉集合族によって定義するものもあるがここでは扱わない．

3.1.2 位相区間の例

例 3.3. 距離空間 (X, d)について Od(X)は開集合の公理を満たす．同値な距離は同じ位相を定める．

例 3.4. X のすべての部分集合の族 O(X) = {U | U ⊂ X}は開集合の公理を満たす．この位相を離散位相と呼ぶ．
例 1の距離による位相は離散位相である．

例 3.5. O(X) = {∅, X}は開集合の公理を満たす．この位相を密着位相と呼ぶ．
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例 3.6. Ol(R) = {∅, R} ∪ {(a,∞) | a ∈ R}は開集合の公理を満たす．

3.1.3 連続写像

定義 3.2. 2つの位相空間の間の写像 f : X −→ Y が連続であるとは次が成り立つことを言う．

V ∈ O(Y) =⇒ f −1(V) ∈ O(X)

命題 3.7. 連続写像の合成は連続である．

3.1.4 位相の強弱

定義 3.3. X の 2つの位相 O1(X), O2(X)について O1(X) ⊂ O2(X)のとき O2(X)を O1(X)より強い位相，反対

に O1(X)を O2(X)より弱い位相と呼ぶ．

密着位相はすべての位相の中で最弱の位相である．また離散位相はすべての位相の中で最強の位相である．

命題 3.8. f : X −→ Y が連続な時，X の位相を強いものに取り換えても，また Y の位相を弱いものに取り換え

ても連続である．

命題 3.9. Y の位相が密着位相の時 f : X −→ Y は連続である．また X の位相が離散位相の時 f : X −→ Y は連

続である．

命題 3.10. X の 2つの位相 O1(X)と O2(X)について，恒等写像 i : (X,O1(X)) −→ (X,O2(X))が連続であること

と，O2(X)が O1(X)より弱い位相であることは同値である．

定義 3.4. 例 3.6での位相 Ol(R)は Rの通常の位相より弱い位相である．位相空間 (X,O(X))上の実数値関数 f

が f : (X,O(X)) −→ (R,Ol(R))の写像として連続な時上半連続という．

命題 3.11. 距離空間 (X, d)上の関数が上半連続であることは，X の各点 aで次が成り立つことと同値である．

∀ε > 0; (∃δ > 0; (d(x, a) < δ =⇒ f (x) < f (a) + ε))

例 3.12. ガウスの記号で定義される関数 f (x) = [x] =「xを超えない最大の整数」は上半連続である．

3.1.5 位相の基（開基）

定義 3.5. B ⊂ O(X)が O(X)の基（開基）であるとは U ∈ O(X), U , ∅が Bの要素の（非可算無限個の）和集
合として表されることを言う．

命題 3.13. B ⊂ O(X)が O(X)の開基であることと次が成り立つことは，全ての空でない開集合 U について

∀x ∈ U; (∃V ∈ B; (x ∈ V ⊂ U))

が成り立つことと同値である．

命題 3.14. 距離による位相空間 (X,Od(X))と X で稠密な集合 Aについて B = {B1/n(a) | n ∈ N, a ∈ A}は Od(X)

の基である．

命題 3.15. X の部分集合の族 Bが

(1) 任意の x ∈ X について x ∈ V となる V ∈ Bが存在する．
(2) V1,V2 ∈ Bと x ∈ V1 ∩ V2 について x ∈ V ⊂ V1 ∩ V2, V ∈ Bを満たす V が存在する．
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という 2つの条件を満たすとき，Bの和集合（無限個でも良い）たちと空集合を合わせた集合の族は X の位相

を定める．これを O(X)とおくとき，Bは O(X)の開基になる．

例 3.16. X の部分集合の族 B0 について

B = {B0の有限個の共通部分全体のなす集合の族 } ∪ {X}

は前の命題の条件を満たす．Bを開基とする位相は B0 のすべての集合を開集合とする最弱の位相である．

3.2 相対位相，直積位相，等化位相

3.2.1 相対位相

定義 3.6. 位相空間 (X,O(X))とその部分集合 Y ⊂ X について

O(Y) = {V ⊂ Y | ∃U ∈ O(X); V = U ∩ Y}

は Y の位相を定める．この位相を X の位相による相対位相と呼ぶ．また (Y,O(Y))を部分 (位相)空間と呼ぶ．

命題 3.17. O(Y)は Y の位相である．

命題 3.18. 相対位相は包含写像 i : Y −→ X が連続になるような最弱の位相である．

命題 3.19. 位相空間 (Z,O(Z))について，g : Z −→ Y が連続であることと i ◦ g : Z −→ X が連続であることとは

同値である．

3.2.2 直積位相

定義 3.7. 2つの位相空間 (X,O(X)), (Y,O(Y))について，B = {U × V ⊂ X × Y | U ∈ O(X),V ∈ O(Y)}を開基と
する X × Y の位相を直積位相と呼ぶ．この X × Y を直積（位相）空間と呼ぶ．

命題 3.20. 直積位相に関して W ⊂ X × Y が開集合であることと次が成り立つことは同値である．

∀(a, b) ∈ W; ∃U ∈ O(X), V ∈ O(Y); (a, b) ∈ U × V ⊂ W

命題 3.21. (1)直積位相に関して，射影 pX : X × Y −→ X, pX(x, y) = xは連続である．また pY (x, y) = yも連続

である．直積位相は pX , pY をともに連続にするような最弱の位相である．

(2)位相空間 Z について f : Z −→ X × Y が連続であることと pX ◦ f : Z −→ X と pY ◦ f : Z −→ Y がともに連

続であることとは同値である．

例 3.22. Rn の通常の距離に関する位相は，Rの n個の直積としての直積位相と同じである．特に f : X −→ Rn

が連続であることと n個の成分関数 f1, f2, . . . , fn がすべて連続であることとは同値である．

3.2.3 等化位相

定義 3.8. 位相空間 (X,O(X))からの全射 f : X −→ Y について

O(Y) = {V ⊂ Y | f −1(V) ∈ O(X)}

は Y の位相を定める．これを等化位相と呼ぶ．

命題 3.23. (1)等化位相は f : X −→ Y が連続になるような Y の最強の位相である．

(2)等化位相について g : Y −→ Z が連続であることと，g ◦ f : X −→ Z が連続であることとは同値である．
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位相空間 X に同値関係を定めた時，その商集合には射影 p : X −→ X/ ∼による等化位相が入る．これを商
空間と呼ぶ．距離空間の商集合に自然な距離を定めることはできない．それに対して位相空間としてなら自然

な位相が入る．これが距離空間よりも位相空間のほうが扱いやすい大きな理由である．

3.3 位相空間で考える基本的な性質

3.3.1 可算公理

定義 3.9. 位相空間 (X,O(X))が第二可算公理を満たすとは，可算個の開集合からなる開基を持つことを言う．

命題 3.24. (1)(X,O(X))が第二可算公理を満たす時，その部分空間も第二可算公理を満たす．

(2)(X1,O(X1)), (X2,O(X))がともに第二可算公理を満たすときその直積空間も第二可算公理を満たす．

第二可算公理を満たす位相空間から作られる等化空間の位相は第二可算公理を満たすとは限らない．

定義 3.10. 位相空間 (XO(X)) について A ⊂ X が稠密であるとは，任意の空でない開集合 U ∈ O(X) について

U ∩ A , ∅が成り立つことを言う．位相空間が可分であるとは，稠密な可算集合を持つことをいう．

例 3.25. Rn は可分である．

命題 3.26. Aが稠密であることと， A = X が成り立つことは同値である．

命題 3.27. (1)可分な位相空間の直積空間は可分である．

(2)可分な位相空間から作られる等化空間は可分である．

命題 3.28. 距離空間が位相空間として可分であれば，第二可算公理を満たす．

3.3.2 分離公理

定義 3.11. 位相空間 (X,O(X))がハウスドルフ空間（あるいはハウスドルフの分離公理を満たす）であるとは

各 p, q ∈ X, p , qについて U, V ∈ O(X)で p ∈ U, q ∈ V, U ∩ V = ∅を満たすものが存在することを言う．

この条件をより弱くしたりより強くしたりで様々な分離公理が存在するがまずはこの分離公理をきちんと扱

えるようになってほしい．

例 3.29. 距離空間は位相空間としてハウスドルフ分離公理を満たす．2点以上を含む密着位相を持つ位相空間

はハウスドルフではない．すなわち距離空間としては得られない位相空間が存在する．

命題 3.30. ハウスドルフ位相空間においては一点のみからなる集合は閉集合である．1点の補集合は開集合で

ある．

定理 3.31. (X,O(X))がハウスドルフであることと，直積空間 X×Xの中で対角線集合 D = {(x, x) | x ∈ X} ⊂ X×X

が閉集合であることは同値である．

定理 3.32. ハウスドルフ位相空間の部分空間はハウスドルフである．2つのハウスドルフ空間の直積空間はハ

ウスドルフである．

例 3.33. ハウスドルフ空間からの全射によって得られる等化空間はハウスドルフとは限らない．例えば X = R

としその同値関係を
x ∼ y⇐⇒ x = y または x, y ∈ (−1, 1)

と定める．この同値関係による商集合に等化位相をいれたものを Y とする．Y は X = Rにおいて (−1, 1)を一
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点につぶした空間である．このとき [0] ∈ Y と [1] ∈ Y は開集合で分離できない．

3.3.3 連結

定義 3.12. 位相空間 (X,O(X))が連結であるとは，X を互いに交わらない 2つの空でない開集合に分けられな

いことを言う．
X = U ∪ V, U ∩ V = ∅, U,V ∈ O(X) =⇒ U = X または V = X

X の部分集合 Aが連結であるとは，相対位相に関して連結なことを言う．

A ⊂ U ∪ V, U ∩ V ∩ A = ∅, U,V ∈ O(X) =⇒ A ⊂ U または A ⊂ V

定理 3.34. 連結集合の連続写像による像は連結である．

系 3.35 (中間値の定理). 位相空間 (X,O(X))で定義された実数値連続関数 f : X −→ Rと，X の連結集合 Aを

考える．a, b ∈ Aとするとき f は Aにおいて f (a)と f (b)の間のあらゆる値をとる．

定義 3.13. 位相空間 X の任意の 2点 x, yについて連続写像 C : [0, 1] −→ X で C(0) = x, C(1) = yを満たすも

のが存在するとき X は弧状連結であるという．

命題 3.36. X が弧状連結なら連結である．

例 3.37. R2 の部分空間 X = {(0, y) | y > 0} ∪ {(x, 0) | x > 0} ∪
{∪∞

k=1{(1/k, y) | y > 0}
}
は連結だが弧状連結では

ない．

3.3.4 コンパクト

定義 3.14. 位相空間 (X,O(X))とその部分集合 Aについて {Uλ λ ∈ Λ}が Aの開被覆であるとは Uλ ∈ O(X)か

つ A ⊂ ∪λ∈ΛUλ が成り立つことを言う．

K ⊂ X がコンパクト集合であるとは，K の任意の開被覆についてその有限個で K が覆えることを言う．X

がコンパクト集合の時，X をコンパクト位相空間という．

例 3.38. 離散空間において，コンパクト集合は有限集合に限る．密着空間においてはどんな集合もコンパクト
である．

命題 3.39. ハウスドルフ空間のコンパクト集合は閉集合である．

命題 3.40. 2つの位相空間 X, Y とそれぞれのコンパクト集合 A, Bについて A × Bは直積空間 X × Y のコンパ

クト集合である．

定理 3.41. 連続写像 f : X −→ Y について X のコンパクト集合 Aの像 f (A)は Y のコンパクト集合である．

命題 3.42. コンパクト空間の閉集合はコンパクトである．

命題 3.43. コンパクト空間からハウスドルフ空間への連続な全単射は同相写像である．

3.3.5 局所コンパクト空間

定義 3.15. 位相空間 X の各点がコンパクトな近傍を持つとき X を局所コンパクト空間という．
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3.4 コンパクト性と点列コンパクト性

距離空間は位相空間としてハウスドルフ空間であることはすでに述べた．ここでは位相空間のコンパクト性

と距離空間の点列コンパクト性の関連を述べる．

定義 3.16. 距離空間 (X, d)が全有界であるとは，任意の ε > 0について X が有限個の ε近傍で覆われることを

言う．

命題 3.44. 点列コンパクト空間は全有界である．

命題 3.45. 全有界な距離空間は可算稠密集合を持つ（可分である）．

定理 3.46. 距離空間が点列コンパクトであることと，位相空間としてコンパクトであることとは同値である．

命題 3.47. 距離空間の部分集合がコンパクト集合ならば有界閉集合である．

命題 3.48. Rn の部分集合について，コンパクトであることと有界閉集合であることとは同値である．


