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§0. Préface

Cet article généralise le théoréme d’existence et d’unicité d’une solution pour I’équation
((e — a)oP)(y) = A(z)y + B(z)

ol A,B sont des fonctions analytiques au voisinage de Porigine de C?, A(0) = 0, o étant un
champ de vecteurs vérifiant une condition de petits dénominateurs et P un “bon” opérateur
linéaire inversible (par exemple un produit de champs de vecteurs vérifiant une condition de
Poincaré (voir([1]et[2])).

On résoud ici une équation plus générale de la forme

1) ooP(y) = F(z,y),

ot F est une fonction holomorphe en z et y au voisinage de 'origine de CP x C? a valeurs

dans C?. On écrira I'équation (1) sous la forme
2 a(z) = F(z,P7'(2))

ce qui conduit & introduire un second membre un peu plus général que F(z,y), o pouvant étre
également plus général qu’'un champ de vecteurs et vérifiant toujours une condition de petits
dénominateurs (condition d’intégration par parties (voir[2])).

§1. Notations.

Pour tout s € N, on notera |s| = sy + - - + sp.
(N3) Pour g € R* et ¢’ € R* on note:

In|

—_ qu = n n, 9 tel =
b={o=)_ " ancC' telquealo= lle"™ < oo}

llan
neNP

olt [lan|l = SUpP; gigq |aiu| pour an = (a‘:.t)lsqu dans C7,

- By =1a= ZmENP nene amnT"Y", @mn €C?  tel que
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lalle.er = zm . llam,nlle™ ™ < oo}

Les espaces B} et Bg’ o Sont des espaces de Banach.

- Vy(BY) = {feB telque |flle € ¢}, Mi={f€B} telque f(0)=0},
— Ve(MY) = Ve (BY M.

(N2) On définit 'application € : C? — c*? ou 8(r,q) = (g+r —1)!/(g — 1)L.7!
par:

[ w \ (4 \

Y2 Ya

Y v

v ) L )

c’est & dire que e?(y) est le vecteur colonne de C*% formé de toutes les expressions, ordonnées

de facon convenable, qui sont, par rapport au composantes de ¥ des mondmes unitaires de
degré ; on convient que ed(y) = 1 pour tout y € C*.
Si f € B3 on définit 'élément eZ(f) de B5™? par

[e2(F))(z) = e¥(f(z)) pour tout = € C” tel que |z:| <o (1<i<p)
et Pélément [eZ(f))x de C*® par
[2N) =D, ., leF(laz®.
Remarque 1.1. En général [e2(f)]x # ed(fi)-

Remarque 1.2. On a ||ed(y)|| < [lyl|” pour tout y € C? et |le2(f)llo < (|[f]lo)” pour tout
f B}

§2. Les bons opérateurs non linéaires

Tout élément a(z,y) = I nyenrxne @mn® y" de By, peut s'écrire a(z,y) = YoreN
ar(x)el(y) ol ar(z) est une matrice & ¢ lignes et §(r,q) colonnes de fonctions éléments de
B,. On peut donc écrire ar(z) =, . Arxz®, oll A,y est une matrice & g lignes et §(r, q)
colonnes d’éléments de C.
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Si f est un élément de V,(M2) on a
— q
a@ f@) = Y _ er@)el(f()

Mol AP
EreN ZkeNP (Zosjsk,jeNp Ark—jer(f )]J) z.

Définition 2.1. Un bon opérateur non linéaire Q est la donnée d’une famille de matrices
& g lignes et §(r,q) colonnes d’éléments de C, (Qrx,;), " € N, k € N?, j € N’ et j < k,
définissant une application

Q : Vg (M§) — M}
par
QN=3_ @) o QN=3] > o Qrslef(Hlz"

et telle qu’il existe
— r > - s J . +
a@y) =)  e@W, o a@)=) ez, a; €RY,
vérifiant:
1) Z‘PGN "a"'"e(g,)r < 0,

2) pOUI‘ tout T, k,j’ "Q";kr.‘i " < ar,k—j-

Montrons que I'on a bien défini un élément Q(f) de MY pour f dans V,/(M3). La série qui

définit Q(f) est majorée pour ||z|| € g, par:

D en Dorene Dsn e ST NQriksl lef ()]sl
S D D e 0 Dari=illlef(Dlslle e
Dy S Dlaclell Xl
<D S el
<D oy S llarllee™

N

C’est la majoration obtenue en prenant pour norme des matrices @ x,; le plus grand module
de ses coefficients.

Remarque 2.2. Sion prend pour norme d’une matrice g x 6(r, ¢) (g:,;) la norme ||g: ;|| =

hN <5<6(rq) SUP1<i<q 12,5 on fait disparaitre le terme 6(r, g) dans la majoration et on obtient
la formule [|Q(f)lle < a(e, [I£lle)-
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Exemple 2.3. On donne ici un exemple de bon opérateur.
Soit F'(z,y) € C{z,y} ol z = (z1,-..,2p), ¥y = (41,...,Yq) et soit 7 = zlgigp Aizi8/8z; un
champ de vecteurs vérifiant une condition de Poincaré:

I E Aini| =2 ¢ E ni.
1<i<p 1€isp

L’application de V, (M3) dans M} définie par

f(z) — F(z, 77 (f(=))

est un bon opérateur non linéaire.
Nous allons maintenant montrer qu’un bon opérateur non linéaire posséde, en tout point fo

de Vy (M%), un bon opérateur linéaire tangent.

Remarque 2.4. Cette propriété permet l'utilisation de la méthode de Newton.

Soit ¢’ un nombre réel positif tel que ¢'/2 < o'y < 2.

Proposition 2.5. Si Q est un bon opérateur non linéaire, il existe, en tout point fo de
Vg (M) un bon opérateur linéaire, noté (8Q/8f)(fo), vérifiant:

IR(f) — Q(fo) — (BQ/AF)(fo)(f — fo)lle < CUIf — follo)?

pour tout f € Vy (M%), La constante C dépend de Q, o, ¢y, mais pas de fo.
L’inégalité est encore valable si on remplace g par tout nombre réel positif inférieur & g.

Démonstration.

Désignons par D, I'application de C? dans P’ensemble My q)xq(C) des matrices & 6(r,q)
lignes et g colonnes d’éléments de C, qui, & un vecteur (y1,...,y) € C? associe la matrice
dont les vecteurs colonnes sont (8/8y1)(el(y)), ..., (8/8yq)(el(¥)).

Si f est dans BY, on définit 'élément D..(f) de Ms(r q)xq(Bo) pPar

[Dr(H)(z) = D-(f(z)) pourtout z€C’ telque |r:i|<e (1<Ki<p)
et 'élément [D,(f)]x de Ms(r,q)xq(C) par
[DrN@) =Y, D (Dlia*

La démonstration se poursuit & I’aide de deux lemmes:
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Lemme 2.6. Pour tout couple d’indice (k,m) dans NP x N?,

Rieym = ZreN > <i TrkilDr(fo)li—m = zr?l zm <i 2 [Dr(fo)li—m

est une somme infinie de matrices constantes q X g, qui est convergente.

Nous avons les inégalités:

1) pour tout y € C? et tout i tel que 1 < i < g ||8/0y:(e2(w)|| < rllyll™~?, si on désigne par
[Dr(£)]* le coefficient d’indice (3, 7) de la matrice Dy.(f) on a pour tout f appartenant
AB,

DN Nl < (I Flle)™

2) Majorons maintenant ||Rk,m||.

Si [D-(fo)]&7) désigne I’élément d’indice (i, ) de la matrice scalaire [Dr(fo)]m, nous avons:

”Zm i @i [Dr(fo)]j-m” ||Z0 o QrimtnlDr(fo)ln

(i'j)
D ocncnm Qi nllsup, ;| [D- (o)

(id)
Zosnsk-m gark—m-n Sup; ;|[Dr(fo)ln"

V/AN

.

Désignons par b}, (fo) le coefficient d’indice n dans la série en o

(S Wontle”) ™ = lfalley .

On a

| (D (g0l < 7855o)

pour tout n € NP et tout (4, 5) tel que 1 <7 € 6(r,q),1 < j € get donc

IRemll @D rY " ark-m-nbi(fo)-

Le membre de droite est bien une série convergente, en effet:

la série Y |lar||o@’" converge, donc aussi y_|lar|lor(e’o)""" puisque dis que 'on a o’ >
sr—1

@020 /2,onardy”" < (2/e(e’ —¢'y))e’" (loge = 1), donc aussi la série

3 (5, 0) (5, i)

Zj 4 Zo cnno it (fo) = z’_ a;(fo)e’

>, llarller(lifolle)™*
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ol a;j(fo) = ZQQnggj,rzo rar,j—nbj(fo).
On a alors

[|Rkmll < gatk—m(fo)
et la série EJ.GN, a;j(fo)@® est convergente.
Donc la famille infinie (Rk,m )(x,m)ene xNe de matrices scalaires appartenant & Mgxq(C) définit
un bon opérateur linéaire de B2 dans B} que I'on notera (8Q/3y)(fo).

Lemme 2.7. Nous avons
Q) — Q(fo) — (8Q/BF)fo)(f — fo)lle < CUIF = folle)®
pour tout f € Vy(M3), ott (8Q/9)(fo) = (Rim)(km)eNpxne €t
c=Y" ., larlle(r(r - 1)/2)(e0)"
Preuve.

Qf) — Q(fo) — (8Q/0f)(fo)(f — fo)
= Enkd’k?i Qrez” {[eF(H]; — [eF(fo)ls} - zkzj Rijz" {[e1(N); — [e1(Fo)ls}

=3 ke, @k (e = (o)}

B zr? 1,k2j =" ngmgk Qrkm[Dr(fo)lm—; {[e1(H)]; — [e1(fo)];}

- Zr;uc;m a:er,m,k ngm[D,( fo)]m—;[e3(f — fo));
= Z@Lw’k% Qryk, ;T {[eﬁ(f)]j — [ef(fo)); — Emﬁ [Dr(fo)li—mled(f — fo)]m}
=3 s, Qrkaa (D) = oy = [De(fo)(f — s}

donc

1Q() - Qfo) — (BQ/BAUSNS = fo) e
<3 erlle Y [ - 2ol = O (o) = Sy
<[, Norlotrtr — /2@y~ {17 - folle]

d’oti le résultat avec C =3 -, llar|le(r(r — 1)/2)(gb)™ 2
La proposition 2.5 est donc démontrée.

o

Définition 2.8. Le bon opérateur linéaire (8Q/8f)(fo) est appelé Popérateur linéaire
tangent & Popérateur Q au point fo de Vg (M3).
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§3. Partie o-constante d’un bon opérateur linéaire

Soit o une application C-linéaire de B} dans B}, dont on suppose seulement pour I'instant

qu’elle est définie par une matrice diagonale infinie (0n,n)nenr, c’est & dire que:
pour tout f(z) = EneNp faz" € Bi, o(f)= ZneNP Onnfnz™.

Exemples 3.1.
811 0=3 i, Mz:id/dr:, NEC, i=1,--,p
3.1.2. o= f(z) — f(Az), MEC.

Pour I'instant on ne fait aucune hypothése sur o, en particulier aucune hypothése de continuité

ou d’existence d’un inverse.

Définition 3.2. Soit R = (Rk,;)(k.j)eNexNe un bon opérateur linéaire de B dans BI.
On appellera partie o-constante de R et on notera R® = (Rg_j)(k,,-)emp xNe le bon opérateur
linéaire de B} dans B} défini par:

RY; 0 si k#3j
R: = Rwx pourtout ke NP

3 ’

Tout bon opérateur linéaire R est donc la somme R = R® + R* d’un bon opérateur linéaire

o-constant et d’un bon opérateur linéaire R* dont la partie o-constante est nulle.

" Remarque 3.3. La partie o-constante de R est ce que nous avions appelé dans[2] la

valeur & l'origine de 'opérateur R. La dénomination o-constant est justifiée par le fait que
[o,R% =0.

Remarque 3.4. Une telle décomposition existe pour d’autres applications linéaires que o.

Considerons par exemple le cas d’une seule variable = (p = 1) et d’un bon opérateur linéaire

Q = (Qk.j)(k.j)enz
Définissons Q° = (QF ;)(x.jyenz par:
0 si k>3
Qk; = {

QO,j—kC;_k si k<j

et appelons Q° la partie d/dz-constante de Q. Il existe une décomposition de Q = Q° + Q*
en la somme de deux bons opérateurs linéaires, I'un Q°, qui est d/dz-constant c’est a dire
vérifie [d/dz, Q%] = 0, autre Q* dont la partie d/dz-constante est nulle.
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§4. Solution analytique de I’équation o(y) = Q(y)

Soit I’équation o(y) = Q(y) olt Q est un bon opérateur non linéaire de Vy(M3) dans M.
Donnons les étapes de la méthode de Newton, sans pour l'instant s’occuper de convergence:
Ne; ) On suppose que yo = 0 et que ’on peut résoudre de proche en proche la suite d’équations,

s 1 "
ol 'inconnue est yn+1 € VQ:“H (MZ,..))

(1n) [0 — (8Q/3Y)(yn)l(¥n+1) = Q(yn) — (8Q/3Y)(yn)(yn)-

Nez) On pose ensuite yni+1 — yn = A, et on cherche une équation dont A, est solution

o(Yn+1 — Yn) — (0Q/0Y) (yn)(yn+1) + (0Q/8Y) (yn-1)(yn)
= Q(yn) — Qyn-1) — (0Q/8Y)(¥r) (yr) + (8Q/3y)(yn-1)(¥n-1)

c’est & dire [0 — (8Q/8Y)(¥n)l(An) = Q(yn) — QYn-1) — (8Q/8Y)(yn-1)(An-1) qui est une
suite d’équations équivalentes a (1) avec y_1 = A_; =0.

Nes) On pose A, = Rn(En), ol Rn est un bon opérateur C-linéaire que 'on déterminera
pour “simplifier” le premier membre de I’équation c’est a dire obtenir une équation en Ey, dont
le premier membre est (o — [(8Q/8Yy)(¥)]®)(En), ol [(8Q/8y)(yn)]° est la partie o-constante
de l'opérateur (8Q/8y)(yn). Sous la condition y,(0) = 0, cette partie o-constante est égale
3 @Y, partie o-constante de la partie linéaire @, = (8Q/8y)(0)) de Q.

L’équation vérifiée par A, dans Nez) équivaut &:
[(0 - ©@/84)4m)) © Rn] (Bn) = Qo) = Qun-1) = (9Q/04) (¥n-1)(An-1)
qui est équivalente 2
{lo - @2, Bu) - ((0Q/4)(3r) — @) 0 R+ Fn0 (0 — @) }(B)
= Q(yn) — Q(¥n-1) — (8Q/0Y)(yn-1)(An-1)-
Supposons que I’on puisse résoudre de proche en proche la suite d’équations:
(20) o — @ Ral = ((6Q/04)(ur) — @3) © R
Alors ’équation (1,) équivaut a:
(Bn o (5= @) (En) = Qn) = Qn-1) — (0Q/04) (Wn-1)(An-1)
et si R, est inversible &:

3) (0= Q) (Ba) = (Ra)™ [Qn) = Qun-1) — (0Q/04) (4r-1)(An-1)]-



UNE GENERALISATION DU THEOREME DE SIEGEL 9
Nous allons mettre maintenant sur le couple (o, Q) ( plus précisément sur le couple (o, Q9) )
des hypothéses suffisantes pour pouvoir résoudre successivement les équations (2,) et (35).

Définition 4.1. On dit qu’un couple (o, Q) vérifie des conditions de Siegel (Sie;) et (Siez)
s’il existe deux constantes réelles positives C et v telles que pour tout couple de nombres réels

positifs p et ¢ vérifiant 0 < ¢’ < o < po:

(Sie1) Iopérateur (0 — Q?) admet un inverse défini de MG dans M, et vérifiant

|e-avw)], < Cerrie-r) 51

(Siez) (intégration par parties) Pour tout bon opérateur R défini sur BY et dont la partie
o-constante est nulle, il existe un bon opérateur R* dont la partie o-constante est nulle et
défini sur B}, tel que:

[0 -@QLR]=R

1B lle < (Ce/(e - ")) |Rllo-
Résolution de 1’équation (2,). Par récurrence.

Supposons que, pour 0 € i < n — 1, on a résolu (2;) et (3;) et que I’on a:
Rilloss, < 0 < My
I(B) ™ llosys < s < M
Aillgsy, S&: avec ZOSiSn—lsi < -

On suppose que pour tout %, 0 € 7 < n les opérateurs R; ont I'identité pour partie o-constante.

Posons R, = Rp—1 0 Sy,—1; ’équation
[0 — @1, Ra] = ((6Q/8y)(yn) — Q) © Rn
équivaut a: |
[0 = @2, Sn] = {(Rn-1)"" 0 ((0Q/8Y)(yn) ~ (3Q/BY)(¥n-1)) © Rn-1} 0 Sn.

On a vu au paragraphe 6 de [2], que, si 'on pose C* = 2'*27C ( ol 7 et C sont les
constantes intervenant dans la condition de Siegel ) et si 'on a:

l(Rn-1)7" 0 ((8Q/8y)(yn) — (8Q/By)(yn-1)) © Ra-1llen < T7/C"

oli 7 est un nombre réel tel que 0 < 7 < 1, alors: 1’équation en S, posséde une solution bon

opérateur linéaire analytique dont la partie o-constante est I'identité et qui vérifie
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(
ISnlla-ren <

1/{1- (/|| (Ra-1)7 0 (9Q/80)(w0) - (8Q/04)(¥n-1)) © Rnms

o

et

||S;1 "(1—"')Qn <
L 1/{1—(0*/1*')

Or il existe une constante C; telle que, si yn et yn—1 sont dans V (M3,) on ait:

(Ra-1)"" 0 ((8Q/8y)(yn) — (8Q/8Y)(yn-1)) © Rn—1

L}

1 (8Q/8y)(yn) — (8Q/8Y)(yn-1) llen < Cill¥n — yn-1llen-
On choisit une valeur 7, pour 7 de fagon que soit vérifiée I'inégalité:
Ci(an-1)%en—1 < (Tn)"/C"
qui entraine

| B4 © (9Q/89)(wn) — (8Q/8Y)(¥n-1) 0 Ba-s ||, < (ma)"/C"

donc
Il Re lli=ryen < (@n—1)/ (1 = (C*/(mn)")C1(an-1)*€n-1)

et

I B2 lamrren < (@n-1)/ (1= (C*/(m2)")Ci(an=1)*€n-1) -
Résolution de I’équation (3,). Il existe une constante C3 telle que, si y» et yn—1 sont dans
Ve, (M5,) on ait

|2t - QEn-) - @@/EN @) Aw )| <G (IBn-slli-rmren)

Soit gn+1 un nombre réel tel que 0 < gny1 < (1 — 7n)@n.
On a alors d’aprés (Siep ):

||En||en+1 < [(C(l - Tn)n’(gn)’y/ [(1 - Tn)Qn - Qn+1]7]
[(an-1)/ (1 = (C*/(T2)")C1(@tn-1)?€n—1)] Ca(en-1)

18nllenss < [(C(1=7m)"(en)"/ (1~ Tn)en = @nt1]"]
[(@n-1)/ (1 = (C*/(12)")C1(etn-1)€n-1)]” Calen-1)™.
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Choix de Tn, €n et gny1 et poursuite de la récurrence.

Soient a et b deux nombres réels tels que:
0<a<(1/2)V/®D 1<b<3/2, n<b* pourtout n>0
- n41
Y. . (CC/CT e e < g

(le go qui participe & la détermination de C))

pour tout n>1 2C*CiME(CC2/C*C1)" 1a® e < 1.

On pose
(Ta)? = C*CiME(CC2/C*Ch)" 'a® ey pour n 1
en = (CC2/C*Cy)"a®™" pour n3>1
et
an = (@n-1)/(1=((C*/(Ta)")C1(@n-1)%€n-1) pour n3>1
On+1 = (1—27m)on pour » >0

0, €0, Qo, To seront déterminés plus tard au démarrage de la récurrence.
La suite de nombres réels strictement positifs (¢n)n>0 converge vers un nombre réel
strictement positif.

Pour poursuivre la récurrence, on doit montrer que

IRallens: € an <M
(Rn) lenrs € an <M

NAnllenss < €n
Ci(M1)’en—1 < (2)"/C*.

Ona C*Ci(M)%en—y = a("")('rn)"’, d’ot1 la derniére inégalité; on a donc aussi, d’aprés ’hypo-
thése de récurrence, C1(an—1)%en—1 < (72)”/C*, donc on peut résoudre ’équation en R, et

on a les majorations:

"Rn"en+| < Qn et II(R”)—l”Qn-{-l < Qn.

Nous allons montrer maintenant que an < M; et pour cela faire ’hypothése de récurrence
plus précise: an < Mi(1 —a®™)).

. 3 ’ . ol ’ - -
Posons momentanément, pour simplifier I'écriture, a®®”) = a,, an s’écrit aussi

Qn = (an_1)/ (1 — an(an_l/Ml)z) .
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L’inégalité an < Mi(1 — an) est équivalente &
1- a,,)an(ozn_1/M1)2 +an1/Mi— (1 —an) 0.

Pour que cette derniére inégalité soit vérifiée il suffit que soit vérifiée I'inégalité
(1-an)an(l —@n1)’+ (1 —an-1) —(1—aa) <0

car ’hypothése de récurrence entraine 0 < (an—1/M1) € (1 — @n-1), c’est & dire encore

an(l = an)(l = @n-1)? € Gno1 — Gn,

ou, puisque a» = (@n-1)°

(@n-1)""1 (1 = (@n-1)")(1 = @n-1)® € 1 = (@n—1)*™

ce qui est vérifié car ’hypothése a < (1/2)*/*~! entraine (an-1)*"! < 1 — (an-1)>"".

11 reste & montrer I'inégalité ||Ax|lo,,y < &n. Ona
(1= w)en/ (1 = Ta)en — ens1) = (1 — 1) [
donc la majoration trouvée pour ||Ax|lg,,, s’écrit:

IAnllgnss € CC2 (1 = Ta)/ma)" (@n)*(en-1)* < CC2(Mi1)*(en-1)*/(Ta)"

(CC2/C*C1)"a™" < en

puisque 2b™*!  3b™ équivaut a b < 3/2.
Démarrage de la récurrence a I'ordre 0.

On prend yo = 0. On résoud ensuite les équations

[‘7 - Q(l’,RO]
[O‘ - an (RO)_I]

(@1 — @)oRo
—(Ro) ™' o (@1 - Q%)

et on a pour tout nombre réel T tel que 0 < 7 < 1:
[Rolla-mree < 1/(1=(C/(")) Q1 = Qlleo)
I1(Bo) Mla=mee < 1/(1—(C* /(")) 11Q1 — QRleo)

dés que le couple go, T vérifie: [|Q1 — Q%leo < (T)*/C*
On choisit un tel couple go, 7o ( d’abord 7o et ensuite go ).
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On pose:
o = (1-27m)go, a0 = sup(|[Rolless I(Ro)llex)» Mi = ao/(1—a).

On résoud ensuite 'équation (o — Q7)(Eo) = (Ro)~*(Q(0)) et on pose eo = [|Aolo,- Ce qui

termine la démonstration de la convergence de la suite y,,.

Remarque 4.2. On n’a pas fait I’hypotese Q(0)(0) = 0, parce qu’elle n’intervient pas

dans la démonstration de la convergence de la suite yn,.

Elle intervient par contre dans P’existence d’une solution formelle puisque on a supposé dans

Sie1) I'existence de l'inverse (¢ — Q?)~! de M? dans M?,. On a donc:
e [

Théoréme 4.3.  Soit Q un bon opérateur non linéaire, défini de V,r(M3) dans M3 tel que
Q(0)(0) = 0 et o une application C-linéaire de BY dans B} définie par une matrice diagonale
infinie. On suppose que le couple (o, QY) vérifie des conditions de Siegel, ot Q9 est la partie
o-constante de la partie linéaire Q1 de Q.

Alors I'équation o(y) = Q(y) admet une solution analytique au voisinage de 0 et cette solution

est I'unique solution vérifiant y(0) = 0.

§5. Applications du théoréme 4.3

5.1. Diagonalisation d’un champ de vecteurs vérifiant une condition de
petits dénominateurs

Soit le champ de vecteurs 7 =, <igp %i(7)0/0z: ol I'on suppose:
a) gi(z) analytique au voisinage de I'origine de C? et ¢;(0) =0 (1 < < p)
b) la matrice ((8¢:/8x;)(0)):,; diagonalisable de valeurs propres Ay, -, Ap

c) qu'il existe deux constantes réelles positives C et v telles que pour tout j (1 < j < p)
,, .
Izlsigp A — X 2 C/,leiépnil pour tout n € NP tel que ), . n: > 2.

Alors,

Théoréme 5.1.1. (K. Siegel cf.[3]). II existe un changement de variables

z = (y1(£), ..., yp(€)) holomorphe inversible au voisinage de I'origine de C? tel que
a) ¥i(€) = & + (termes d’ordre supérieur ou égal a deux)

B) le changement de variables transforme le champ de vecteurs T en 21 <i<p Ail:8/9¢;.
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En effet, si ’on pose o(f) = . Ai&i0f/0z; le changement de variables y est solution de
1<i<p

"N a(y)
(E) ol | =
Yp %)
Ecrivons I'opérateur
fr a(f)
f= —
fo ao(f)

sous la forme
AN=)_  Qrek(f)

ol les Q, sont des matrices & p lignes et §(r, p) colonnes d’éléments de C
On a:

Q = 0
Q1 = ((89:/02;)(0))1<i j<p = la partie o-constante de Q.
On peut supposer que
A O 0
h = = A
0 Ap

L’équation (E) équivaut a:
(0-MNY=Q"(¥) ot Q" =Q-A.

Montrons que ’hypothése c) entraine les conditions de Siegel. Soient g et o’ deux réels tels

que0< g <p
(Sie1):
h
(0—-4) fi = { (ZnGNP (Zl&i&? Avme = /\j) fil'"np (gl)nl o (Ep)"") }léj\P

fe
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donc (o — A) est inversible de (M2)? dans (Mﬁ;)", ot M2 désigne ’ensemble des fonctions
de M, dont la partie linéaire est nulle. Il faut alors prendre, pour premier terme yo =
*(y1,.--,yp)o (*(y) désignant le vecteur transposé du vecteur y) de la suite utilisée dans la
méthode de Newton, non pas 0, qui donnerait la solution 0, mais *(z,,...,%,), ou bien si I'on

veut se ramener aux conditions du théoréme 4.3, faire d’abord le changement de variables
y=z+"%z1,...,2p).

(Siez): Soit (Rk,;)(k,j)enrxne un bon opérateur linéaire défini sur B5 dont la diagonale
(Rk,k)kene est nulle. On cherche un bon opérateur linéaire (X, ;)(x,5yenre xy» défini sur B,

de diagonale (X x)rene nulle tel que
[0 — A, Xk,;] = Ry,;.

Soit (Xk,;)* le coeffcient de la o’*™ ligne et de la #°™ colonne de la matrice scalaire X kg
Ona

Zl(i(p Xi(ki = i) (X nbip)(it o)) = o = Ap)(Xies)™ = (Ri5)™P

donc
(Xk’j)aﬁ = (Rk,j )aﬁ/ ZISigp Ai(ki —j,) - ()\Q - Aﬁ)

et la condition (Siez) est vérifide.

5.2. Fonctions analytiques au voisinage de I’origine de C conjuguées a4 une
rotation

Considérons la fonction g(z) = Az + g2z + g3z + ... , holomorphe au voisinage de I’origine 0

de C. On cherche une application holomorpe au voisinage de 0 ainsi que son inverse telle que

(¥~  ogoy)(z) = Az,
s _ i
c’est & dire y(Az) = Ay + Zj>2 a5y
ou encore y(Az) — Ay = ijz oGy -

Si on désigne i)ar o l'application f — f(Az) — Af(z) et si I’on suppose que
[A" —A| =2 C/n” pour tout n>2

alors I’application o est inversible de (M,)? dans (M,)?; en poursuivant alors I'étude comme

dans 5.1 nous obtenons:

Théoréme 5.2.1. Si ) vérifie la condition de Siegel

|A" =X = C/n" pour tout n =2
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le germe d’application holomorphe q(x) = Az + g2z + g3z + ... , est conjugué au germe Az.

5.3. Solutions analytiques périodiques de 1’équation de J. Moser ([4] p.145)

Considérons I’équation donnée par Moser
(E) w18%u/8x% + w8u/Bx3 + pa(z)u(z) = g(z)

o a(z), g(z) sont des fonctions de deux variables, analytiques et périodiques de période 2 et
& une constante complexe. On suppose que le terme constant ap du développement en série

de Fourier de a(z) est nul.

Théoréme 5.3.1. Siwi/we est réel irrationnel et vérifie:

il existe deux nombres réels positifs C et « tels que
lwr(n1)® + wi(n2)*| 2 C/(Im| + [n2l)”  pour tout (n1,n2) € Z x Z —{(0,0)}.

Alors, pour p assez petit, si ’équation (E) admet une série de Fourier formelle solution, cette

série converge et est 'unique solution ayant un terme constant o donné.

Puisque les fonctions a,g sont analytiques périodiques, le changement de variables z1 =

exp(iz1), z2 = exp(iz2) transforme P'équation (E) en I'équation équivalente
(E%) w1(218°/823) (") + wa(228°/823)(u”) + pa’ (2)u’ () = ¢°(2)
oil u(z) = u*(e'®), ia(x) = a* (") et ig(z) = g"(*).
Lemme 5.3.2. Nous avons:

a) w1(218%/823) + w2(220%/023) =

w1(218/821 + (wa/w1)Y/? 228/022) 0 (218/821 + j(wz/w1)'/® 228/822)0
(210/821 + §2 (w2 /w1)"/3220/822)

ol j et 5% sont les racines cubiques de 'unité et ot Pon convient que (wa2/w1)'/? =

—(lwa2/wr|)*/? siwafuwr est négatif:

b) la condition

lw1(n1)® + w2(n2)®| = C/(Ina| + In2|)” pour tout (n1,n2) € Z x 2 — {(0,0)}
est équivalente & la condition:
[na + (w2/w1)3ne| 2 C1/(|n1| + |n2])™ pour tout (ni,n2) € Z x Z — {(0,0)}.
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Démonstration.
a) est évident.
b) résulte de:

1°) de la factorisation
wi(n1)? + wa(ng)?
= wi(m + (w2/w1)r2)(m + jw2/en)3n2)(n1 + 2 (w2 /w1)3n2)
2°) de lexistence de constantes positives C; et D, telles que
Da(lma| + [m2]) 2 Ina + j(w2/w1)!Pna| 2 Ca(lna| + |n2l)
Da(|ma| + [m2l) 2 [n1 + 5% (we/w1)°na| > Ca(lna| + |n2|)
pour tout (ni,n2) € Z X Z — {(0,0)}.

Dans toute la suite nous noterons
0 = 218/021 + (w2 /w1)/3228/8z;
et
P = (218/8z1 + j(wa/w1)/*228/822) 0 (218/821 + j2 (w2 /w1) " 22 8/822).

Par la suite & un développement de la forme

=)= Z(nl n2)€EZ? Fryina(21)™ (22)™

on associera le vecteur

0,n220 faina(21)™ (22)™2
0,n20 f-ni-1,na(21)"* (22)™2
0,n2>0 fnl,—raz—l(4”31)"l (Zz)n2

0,n220 f‘"l—l,—nz—l(zl)nl (.Zz)ﬂ2

ny

ny

&H
=
]
e
Il
MMM M
vV V VWV

n1

et on confondra f et f.
Cet élément appartient a (5,)* pour un certain g > 1.

Dans (1,)* nous prendrons pour norme

17 0le = 1F" e + ell £2lle + el flle + @154 le

donc |||, = Znez'«’ | fa1,na |(Q)Inl|+|n2l-

Transformation de Péquation (E*) en équations d’opérateurs linéaires.

17
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On peut supposer que le terme constant de u* est nul.
L'équation (E*) s’écrit
(00 P)(u") + (p/wr)a’u" = g" [un

ou encore
(Er) o(v) + par P (v) =

ott v = P(u*), a1 = (1/w1)a* et g1 = (1/w1)g".

Remarque 5.3.3. L’opérateur P est inversible sur les séries de Laurent sans terme con-
stant.

On pose maintenant pour tout n = (n1,n2) € N?

(6',n) = m+ (w2/w1)?ne
(6%n) = —m—14(w/w)Pnz = (o' (-m —1,m2))
(®n) = (o} (n1,—n2—1))
(¢%n) = (o', (-ma—1,-n2—-1))
ainsi que
(er 0)=0

et pour tout n € N> — {(0,0)}
(@', 1) = (m1 + j(wa/w1)*n2) " (n1 + % (wa/w1)*n2) 7,

pour tout n € N2
(stn) = (Qla (—n1 — 1,7n2))
(er'n) (Ql: (1, —n2 — 1))
@n) = (@,(-m—-1,-n2-1)).

On désigne par o* (resp. Q°) P'opérateur linéaire de B¢ dans B? défini par

o* (ZnEN’ f"zn) = ZHEN"’ (o, m)fne"
(roop @ (3, 127) = 2 (@™ )

et par o° (resp. Q) Popérateur de (53?)* dans (B°)* défini par:

fl 0'1 0 0 0 fl Ul(fl)

o ol P 0 o> 0 0 f a*(f?)
“ — — —4

s (f)=o £ 0 0 o 0 7 3 (f%)

fe o 0o o o ft o*(f*)
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respectivement
f! QR 0 0 o f! Q'Y
B _ f2]_| 0 @ o0 o0 £l @u®
=9 fs 0 0 @ o b Q*(f%)
fa o o o @ i Q' (%)

Remarque 5.3.4. Pour tout développement de Laurent v tel que v* € (B,)* (resp.
' € M x (B,)%) on a:
(o(v))! a°(v")
(resp. (P7'(0))' = Q"))

On va maintenant remplacer la multiplication par a; par un opérateur linéaire de (8,)* dans

lui méme.

Lemme 5.3.5. A tout développement de Laurent f tel que f! € (B,)* on peut associer
un opérateur linéaire de (B,)* dans lui méme, Op (f), tel que

a) pour tout développement g tel que g* € (B,)* on a:
Op (") = (f9)*

b) Op(f) est une matrice 4 x 4 (F*7),¢; j<4 dont chaque élément F*J est un opérateur

linéaire continu de B, dans B, défini par une matrice infinie ((F*?)k,p) (k. p)eN? xN?
c) Op (f1f2) = Op(f1) 0 Op(f2)

d) ~ Op(a(f)) = [0°,0p (£)].

Avant de donner la démonstration de ce lemme, transformons I’équation (E; ), ol v est tel que
vt € M, x (B,)3.
Il est facile de voir que les équations suivantes sont toutes équivalentes et équivalentes 3 (E,):
(@) + w(@a P~ ()" = ()"
o°(¥") + pOp (a1} (P~ (v))*) = (g1)*
a°(v") + 40p (@1)(Q(¥")) = (91)*

(E%) (¢° + #Op (a1) © Q)(¥*) = (g1)*.
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Démonstration du lemme 5.3.5.
a) On note:

pour tout (n1,n2) € N?

t1(n1,n2) = (n1,n2), ta(n1,n2) = (—n1 — 1,n2),

ta(n1,n2) = (nl, —ng — 1), t4(n1,n2) = (—n1 —-1,—n2 — 1)
et pour tout 1 < 4,7 < 4, keN? et pe N?
(F* ko = frath)-t5(m)-
Introduisons, pour tout h(z) = Yy hn2™ de B,

FH3(h) = Z(k P)EN? x N2 2 (FYepho

et posons
gt FU p12 p13 pld g
op () g _ F2 p22 [ p2 g2
g3 F31 32 33 p3d P
94 F41 p42 p8 pu gt

On vérifie facilement que, pour tout développement de Laurent g tel que g* € (B,)%, on a

Op(Ng") = (fg)*

donc 108 (£)(gle = (f9)*lle < I lellg" e

et 102 (Nlle < £l

Les propriétés b), ¢) et d) du lemme se vérifient facilement. On notera aussi les F*(Op (f))™.

L’équation (E) conduit & considérer I’équation linéaire d’opérateurs
(Eop) [0°, Y]+ pOp(a1) 0o QoY =0
et & lui chercher une solution fondamentale(voir §§6 et 7 de [2]) dans I’ensemble des bons

opérateurs linéaires de (B,)* dans (B,)* que nous allons définir maintenant:

Définition 5.3.6. On dit qu’un opérateur R = (R"?),¢; ;<4 défini par une matrice 4 x 4
d’opérateurs linéaires continus ((R™’ ep)(k.p)enzxn2 de B, dans B, est un bon opérateur
linéaire de (B,)* dans Iui méme, s'il posséde une fonction majorante, c’est a dire s'il existe

une série de Laurent r(z) = 2 Tn2™ & coefficients réels positifs telle que:
neZ

pour tout 1,3, 1 <1, j < 4 et pour tout (k,p) € N’ x N°
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[(R* a5l < (Op ()")1. p-

Il faut maintenant vérifier que 1’on est dans les conditions d’application du théoréme d’exis-
tence d’un bon opérateur solution fondamentale de (Eop). Clest a dire qu’il faut vérifier la

condition (Siez) (voir définition 4.1) et la nullité de la partie o-constante de (Opa1) o Q.

Lemme 5.3.7.  Pour tout bon opérateur R de (B,)* dans (B,)* de fonction majorante r et
dont la valeur 3 I'origine ( ou partie o°-constante ) est nulle, il existe un unique bon opérateur

R* s’annulant a Iorigine, tel que:
1) [°,R']=R
2) IRl < (Cse™ [(e—)")lIrlle pour 0< o' <o ott Cs=(1/C1)(m/e)™.

En effet, soit R = (R‘.'j)lsi,j<4 ou Ri’j = (Ri’j)(k’p)eNQ xN2; on cherche R* = (R*i'j)lgi,jgil
ou R‘i'j = (R‘i,j)(lc,p)ENz xN2 tel que

[¢°,R’|=R

c’est & dire
[00, R’]‘J = o,‘R*‘yJ — R"y]a.J

ou encore

(o° B )i (" YR e = (07, D) (R

(o, ti(k) = t;(P))(R"™ )i p.

Donc [0°, R*] = R est équivalente
(@'t (k) = t; () (R )ap = (R )i p
c’est & dire &
(B )p = (/0" ts(K) = t;(M)(R*)ip pour isj et k#p.

En effet on a supposé nulle la partie o°-constante de R qui est

((Rl'l)k,k)kewﬁxN2 0 0 0
0 ((R®)k k) kenz xnz 0 0
0 0 ((B*®)k.k ) kene xnz 0

0 0 0 ((R**)kk) ke xna
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ainsi que celle de R* et pour i # j et k # p nous avons ti(k) — t;(p) # 0.

La majoration de ||R*||,+ en découle immédiatement.

Op(a1) o @ est un bon opérateur linéair de (B,)* dans (B,)* s’annulant & l'origine, en effet
Q est un bon opérateur linéaire ayant pour fonction majorante une constante g et est égal &
sa partie o°-constante; d’autre part le terme constant de a1 est nul donc ((Op a1)" ), =0
pour 1 < i < 4 et k € N® x N? enfin

((Opa1 © Q) )ik = ((Opa1)*)us(Q', k) = 0.

Démonstration du théoréme 5.3.1.

On a vu que 1’équation (E) était équivalente a
(E") (0° +10p(a1) 0 Q) (") = g}

pour v tel que v € M, x (B,)3.

Soit & une solution fondamentale de I’équation
[6°, Y]+ pOp(a1) 0 QoY =0

prenant la valeur 1 & V'origine.

On a pour tout nombre réel 7 tel que 0 <7 <1

I9la-me < 1/ (1-@*Cs/r™)ugllal lle)

ici tous les rayons utilisés doivent rester supérieurs & 1; on choisit donc d’abord 7 pour avoir

(1 —7)e > 1 et on choisit ensuite z pour avoir
p(2Cy /M) gl el (o) < 1.

On cherche ensuite v sous la fortme v* = S(w!), ce qui est possible puisque < est inversible

de (B(1-r)e)* dans lui méme. L’équation (E) est alors équivalente aux équations suivantes
(0° 0% +uOp(a1) 0 Qo N)(w') = g}
(S0 0°)(wt) = g}
o°(w*) = 37 (gh).

C’est ici que pose le probleme de D’existence d’une solution formelle. Si une telle solution

formelle existe elle est unique et appartient & M, x (B,)* d’apres le lemme 5.3.8.



UNE GENERALISATION DU THEOREME DE SIEGEL 23
Lemme 5.3.8. L’opéateur ¢° envoie (B,)* dans M, x (B,)* et vérifie la condition (Sie; ):
(0°)7! existede M, x (B,)® dans M, x (B,)®

eton a
1) (M)l < (Cs2™ /(e =)™ f*lle pour 0<¢ <o

oit C3 = (1/C1)(v1/e)™

En effet
f! CORED)
0y=1¢ ey — (5°)~1 f? — (02)_1(f2)
(0' ) (f) ( ) f3 (0_3)—1(f3)
i (@)1

ce qui entraine

@) (M)l
= @) (D)l + M) e + @) ()l + 22(e*) 7 (F)ler
< (C3e™ /(e — &)™) Nl + el 2lle + el F2lle + &1 F41le)-
Cherchons maintenant les conditions d’existence d’une telle solution formelle.

Corollaire 5.3.9.  Si dans I'’équation (E) les fonctions a et g sont telles que a(x) = —a(—z),
g(z) = —g(—=z), alors I'équation (E) posséde une solution périodique analytique telle que
u(z) = u(—x) et u est I'unique solution de (E) dont le terme constant est donné.

Preuve. On peut toujours se ramener au cas o le terme constant de u est nul et dans ce cas

I’équation (E) est équivalente & I’équation

(E) (¢° + pOp(a1) 0 Q)(v") = g}

ot v* est dans M, x (B,)3.
Soit £, (resp. £2) le sous -espace fermé de M, x (B,)® formé des vecteurs (f?, f2, 12, f%)

tels que la fonction
FE@ =11+ ()™ ()™
+ D e PG (@) 4 (1 m1z) £ 21,1/ 22)

vérifie f(2) = f(1/z1,1/22) (resp. f(2) = —f(1/z1,1/22)).
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Alors:
— @ est inversible de &; dans &,

~ Op(ai1) envoie £; dans &2 (mais pas nécessairement €2 dans & car Op(@1)(€2) n'est pas

nécessairement contenu dans M, x (B,)?),

— o0° est inversible de & dans &; et de & dans & donc 1 + p(0°)™! 0 Op(a1) o Q envoie
81 dans 81.

Or d’aprés le §6 de [2] la série
Yo (U)o Op(ar) 0 Q)"

converge pour p assez petit (parce que sont vérifiées les conditions Sie; et Siez) donc 1 +

1(6°)~! 0 Op(a1) o Q est inversible de £; dans £ donc I’application
0°+1oOp(a1)0Q =0°(1+4u(0°) " 00p(a1)0Q): & — &

est inversible, d’oui le résultat.
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