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Introduction.

Cet article contient une définition du transformé de Fourier d’un opérateur linéaire ana-
lytique, une définition du produit de convolution de deux opérateurs linéaires analytiques,
une application de ces définitions & certaines équations aux dérivées partielles 3 coefficients
constants.

Pourquoi les opérateurs linéaires analytiques, c’est & dire des matrices infinies 3 coefficients

complexes, avec majoration de ces coefficients pour raison de convergence? Leur utilisation
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s’impose pour résoudre des équations du type
(o 0 P) =a(z)y + b(z),

ouo = 21 <i<p Aiz;8/8z; est un champ de vecteurs vérifiant une condition de petits dénomi-
nateurs, P un produit de champs de vecteurs vérifiant une condition de Poincaré, a, b, y des
fonctions holomorphes au voisinage de l'origine de C? (voir, [1], [2], [3] et [4]).

Pourquoi chercher un transformé de Fourier de tels opérateurs? Les solutions opérateurs
linéaires analytiques apparaissent naturellement quand on résoud les équations évoquées ci-

dessus, donc aussi I'idée de remplacer les dérivations par des multiplications par des polynémes.
Le produit de convolution est le transformé de Fourier du produit de composition de deux
opérateurs.
L’application & certaines équations aux dérivées partielles & coefficients constants généralise
la résolution matricielle du cas; d’une variable, mais ici les matrices sont des matrices d’opérateurs

(voir [5]). Un certain nombres de résultats de cet article ont été annoncés dans [6] et [7].

§1. Les opérateurs linéaires analytiques.

Définition 1. 1. On appelle opérateur linéaire analytique une matrice infinie (Q« ;) (x,j)enrxnP

vérifiant:

1) pour tout (k,5) € N’ x N?, Qk,; € C,

2) il existe 2p + 1 constantes réeles positives M; a1,...,ap, b1,...,bp
telles que

| Qx| < Ma*¥  (k,j) € N’ x N

ol a=(a1,...,ap) b= (b,...,bp), a* = (a1)** ... (ap)*?, bj = (1r)* ... (bp)’".

Définition 1.2. Pour tout p-uple ¢ = (g1,...,0p) de nombres réels positifs, B, désigne

Pespace de Banach des fonctions
f(z) = Z e fnz™ (pour tout n € N, fn € C, x = (z1,...,2p) € CP)

telles que Znew |fale™ < +oo, normé par |f|, = ZnEN" |fale™.

Lemme 1.3. Soit Q un opérateur linéaire analytique. Alors Q envoie B, dans By de

fagon linéaire continue dés que sont vérifiées les inégalités p; > b et g; < 1/a..
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Démonstration.

Q (ZnENP fn:r") - Zk,j kuk'jfj
donc
IR <, | 1Qusllfil@) <MY @ CYIfIe)
<M/[], .. a-aedlsle
Ce qui implique Q] < M/ Hqsisp(l —aigd).

Remarque 1.4. On montre facilement que, si ¢ = (g1,-..,2p) et &' = (¢1,...,0p) sont
deux p-uples de nombres réels positifs et si Q est un opérateur linéaire continu de B, dans B,

on peut associer & @) une matrice infinie de nombres complexes (Qk,;)(k,5)ene xne telle que

1Qusl < QU (e - ")/ (21" ... 6*?)
D’autre part, si on pose, pour un opérateur linéaire analytique Q:

XQ)= {(g, @) € (RY*)*"/Q est continue de B, dans Bgr}
Y(Q) = {(a,b) € (R**)?/ il existe M € R** tel que |Qus| < Ma*V’
pour tout (k,j) € NP X NP}

alors, si, pour tout ¢ tel que 1 ¢ < p, m; désigne la projection

((xl""!xp)’ (yl"”ayp)) - (-Ti,yi)

de (R**)?" dans (R**)2 on a

infg,, ofyemi(2)(0:/01) = inf(ay, byyem(vy @ibi

Exemple 1.5.
1.5.1. Soit b€ C?,
(B6)k,; =0sik#0et (8)o; =0
1.5.2. Soit g(z) = ) e 9ne” un germe de fonction analytque & I'origine de C® et soit
Qop 'opérateur
fx) — q(z)f(2)

on a (gop)k,; = gk—j donc |(gop)k,;i| < ||Q||9(Qi/9k)-
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1.5.3. Soit Pap(1/(z — b)) I'opérateur
f(x) — (f(z) — (b))/(z — b) ol = et b sont dans C
nous avons
(Prp(1/(z —0))i; =6 "1 sij 2 k+1et (Pap(l/(z —b)))k,; =0sij<k+1.

1.5.4. Soit f[o ) Popérateur

flz) — f(t,x2,...,zp) dt
[0,z1]

(/ ) =0 si k#j+(1,0,...,0)
[0,21]/ k,j
(L) =1/ +1).

[0,21)/ j4(1,0,...,0),5

1.5.5. De méme on définit 'opérateur dérivation par la matrice

on a

(8/0z1)k,; =0 si k#35-(1,0,...,0)
(6/61‘1)3‘—(1,0,...,0),]' = jl‘

1.5.6. Soit Q = (Qx,;)(k,j)enexne un germe d’opérateur linéaire analytique. On introduit

I'opérateur

([8/8z1, Q))x.; = ((8/821) © Q)5 — (Q 0 /01 )k,;
= ZleN? (8/0%1)k, Q5 — Zzew Qr,1(8/0z1)1,5

= (k1 + 1)Qk+(1,0,.,0),5 — J1@k,5~(1,0,...,0)-

1.5.7. Soit Q = (Q&.;)(k.j)eNpxNe UN Opérateur linéaire analytique. On peut alors con-
sidérer les opérateurs suivants
2) (Qoz)(f) = Qz1 f) = Q(T, fir-tuzrwain®) = Lo j T Quei fir-1.200p
donc (Q 0 T1)k,j = Qk,j+(1,0,...,0)-

b) (:221 o Q)(f)(z) = Z(k;j)ENp xNP (xl)kﬁ—l (Iz)kz ce (wp)kak.jfj

donc
(z10Q)0,kz, 0 ikp).d =0
(wl o Q)kvj = Q(kl_lvk2 """ kP)'j pouf kl 2 1.
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Définition 1.6. Pour tout germe d’opérateur linéaire analytique Q, on pose 8Q/8z1 =

[8 / oz 1y Q] .
§2. La transformation de Fourier formelle.

On cherche & associer, a tout opérateur linéaire analytique Q@ = (Q&,;)(k,j)eNe xne UN

autre opérateur, noté 31 (Q) tel que:

(f1) : il existe des nombres complexes C}c’j tels que, pour tout Q et tout
(k,5) = ((k1, k2, - - ., kp), (41,72, .-, Jp)) € NP x NP
(S (Q@ki = Lien, 13 max(irkr) CedQU=ks kareokpdy(=s1,25-emip)s
(f2): $(8Q/8z1) = §"1(Q) oz (i2 = —1)
(f3): B(8(Q))/0z1 = —S™(Q oim1).

Pour faciliter I’écriture, on pose k = (k1, k2,...,kp) = (k1, K1), § = (G1,725-- -, dp) = (51, J1)
pour k et j dans NP.
Lemme 2.1. Le systéme de conditions {(f1), (f2), (f3)} est équivalent &

. _1\itki+p ! !
Chi = Lpzo4-kp3toiy iy (VB /P

ou

Bij = @7 = k) (B + ) it o iy 0,0

Fi;=p (L= k1 =p)! (L= 1)l (ka + 51+ p— D)l ha!

c’est & dire en notant pour tout couple d’entiers positifs ou nus r > s : B(r, s)=

Cij = (1 (1! fka!) Y2(=1)*PB(l — k1, p)B(ksr + p, 1 — 31)C, k1),0,)
pour I > max(ki, j1), ot les coefficients C(”D, K1),(0,4,) Sont des nombres complexes arbitraires.

7!
si(r —s)!

Lemme 2.2. Sous la condition (f1) le systéme de conditions {(f2), (f3)} est équivalent &

(f2): pour tout (k,j) € N® X N et tout I > max(ky, s + 1)
iCh 4ty = (=BG = (L= j1)Ck 5
(f3): pour tout (k,j) € N’ x N” et tout | > max(ki,j — 1)

o l l .
—iC,; = (1+ kI)C(;c’-11+l,K),j - chilc.(jx—l.h)'

Démonstration du lemme 2. 2.

La condition (f2) est équivalente & chacune des conditons suivantes:
(1) pour tout (k,j) € N” x NP, (S°1(8Q/0z1)r,; = (S*1(Q) 0 %1 )k, j,
(2) 25 max(i kr) Chid 0Q/0T1) -y 1y t=31,91) = HS™H Q) k(i1 41, 50)
() Xismaxtiy k1) Chi {U = k1 + 1D)Qury 1,510, 0u—s1,01) — (= )@=k, K1) (=2 =1,01) }

— -~
= 2 > max(r 4 1.k1) Foh (1 41,0 @U=k1, K1) U= d1—1, 71 )s
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4) Cismaxtir+1.60) 10k U= ED)Qqu—ky, k1), (=51 -1,91) = Ch (= 31)Qqu=rk1, K1), (1=51-1.01) }
= 3 > max(in.kr) POk Gr+1,01) QU—k1 K1) (1=d1 ~1,01)»
(6) (I —k)CLF — (= 51)Ck 5 = iCh (j,41,0)
pour (k,j) € NP x NP et ! > max(ki,j1 + 1) ce qui est la conditiion (f3). La condition (f3)
est équivalente & chacune des conditions suivantes:
(1') pour tout (k,j) € N” x N7, (8(S"*(Q))/0z1)x,; = (-5 (Q 0 i%1))k.5,
(@) (k1 +1)(S™ (@) (kr #1.51).5 = IS Q) (51 -1,91)
= = Y max(ergy) (Cki (@ 0 T1)t=ky K1), (=1 =1,1)
@) (i +1) 3 max(k1,51) Cék1+l,K1),J‘Q(l—kx—1.K1),(l—j1y-’1)
-5 El;max(ﬁ—l,kl) C:c,(jl—l..h)Q(l—kvil).(l—.‘il +1,J1)
== El?max(jl,kl) iCLij(l-kl»Kl)vu—jl'ﬁ'l,-’l)
(41) (k1 + I)C::;I+1,K1),j - le’l‘:(jl-l,Jl) = _icllc,j
pour tout (k,5) € N? x N? et [ > max(k1,51 — 1).
Le lemme 2.2 est donc démontré.

Preuve du lemme 2. 1.

Premier cas ji1 € k1. Calcul de C,’:”J..

Pour I = k1 et ji1 + 1 < k1 la condition (f3) s'écrit:

k . . 13
Ck,l(j1+l,J1) =ik = Jl)Ck,l(J')Jl)

. . . k
= *(kx = j1)(kx — (1 = DO, 1,0
et de proche en proche
& 141 . k
Celraray =7 (! /(1 =1 =1))Clo 0

et donc, pour k1 > 51
CRL = P (ka! [(kr — 51)1)Ccko. 11y

D’autre part, pour j; = 0 (f3) s’écrit:

(k1 + 1)CGE 1 k0.0 = (—1)Ch0,0y)  Pour tout I > k1 donc

. d
02:11+1,K1)v(0-11) = (_z/(kl + 1))Ck,(0--71)

et ainsi de proche en proche

I+ NIE -k
Cittin ko = (0 /(R + 1)) Co i) 0.0
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donc, pour tout ! 2 ki:
Ch01) = ((=i)*t / (ka! )C:(;,’;(ll),(o,Jg)
en particulier
Celo = ((=8)** / (k11 )Clo,k1),(0,01)
donc, pour k1 2 j1
CRty = @175 (1/(k = 1)1 )C(o.k0),00,90)
La formule a aussi un sens pour k1 < j1 puisqu’on peut supposer alors C,':}j =0.
Deuxiéme cas j1 > k1. Calcul de C{fj.
Pour I = j; — 1 et j1 — 1 > k1 la condition (f3'*) s’écrit
k). = /(e + DICLGi-1,0)
= (1 - 1)/ (ks + l)kl)Czlil—_zl,K,),(jl_z,Jl) =
= (! /(ka + D)1 = by = DI Gk -1
donc pour 71 2 k1
Clty = (! /(Ra)! (G = k)DCR Y (2,

Montrons maintemant la formule

Cgval),(jl-Jl) - ZOSPQ:\ [(_I)Jl P54 /(G —P)p!] C(’:),Kl),(o,Jl)

et pour cela montrons, par récurrence sur ji, la formule:

pour tout ! 2 51,

i .3 . . .
Closeiri = T, [EDPP AL/ = PN E=33)(p =1+ 3)!] Oty 0.

Pour ji1 = 0 elle est évidente.
Pour k1 =0 et I > j1 + 1 la condition (f2) s’écrit

-l I— . !
iClo, k1), (a+1,91) = ICos — (1= 71)Co,;

donc
’ —
Clo. k1) +1.01) = Zl_!_jl<p<,_1
[~ gt /=1 =p) (L= 1= 52 (P — L+ 1+ 51)!] Cfy ). 0.0)
! . . . .
* zt-jlspsz [0+t /@ - p) @ = 1= ) = U+ 30! Clo k0,

= Zl—l—jx<p<l [orar gt /G -pt =1~ 31! Gt + DG, k) c0,0m)
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ce qu’il fallait démontrer.

On en déduit la valeur de C‘fgy Ky o0 fonction des C'ﬁ], K1),(0,01) €t donc que pour
jl 2 klv

CLy = (/kat) Z [(~)? P =81y — k)l pl (2 = by — p)!] Cloxn),0,1)°

0<pSii~k1

On peut maintenant démontrer la formule du lemme 2. 1 par récurrence sur inf(l — &y, —
71) = n; pour n = 0, la formule est vraie d’aprés les valeurs trouvées pour C’,’;‘j et Cifj.
Supposons la formule vraie jusqu’a n et montrons la pour n + 1.

Pour tout C,lmv tel que 0 < I — k; et 0 <! — j1, on pose
Cij = [(-)F™ i (1 = k)il /(L — ja)t ka! ] D 5

Le systéme de conditions (f3) et (f3) équivaut au systeme

(92): (51 +1)D% (5, 41,0y = D} + Dh ;s V 1> max(ki, 51 +1)
W(d1+1,J1) 23
(g3): (l +1-— jl)Di.,j = Dé:11+1,K1),j - D;C.(J'l—Jl)le) vV > ma.x(kl,j1 - 1)

et on doit montrer que, dans les deux cas suivants:
jl <k1 <l<k1+n+1etk1 sj1<l$j1+n+lona:

L= —1)P(k 1/pt (I — k1 — p)! j —-)cr
Dhs =D i cocion, (T Cr D! /= b = p)! (ks + 1+ 2= DU CFy iy 0,0

= Vipt(l -k —p) (K j — I D?
Zp?o,z-kl-jsmz_h ks +2)!/pt (= b = )Gk + 2+ 2 = D Do sy 0,00)

La condition (g3) s’écrit aussi

(- jl)D;c,(jl-{v-l,J]) = Dz-l;l-f.l'}(l),(jl-}.l”]l) - D;c,j vV 1> max(ki, 1)
et en éliminant DL,(J’; +1,4;) entre (gz) et (gs) on obtient

(94): DM ki iy = [+ 1/G+DIDL; + [(L = 1)/ G + DIDL

pour tout ! > max(ki1,j1 +1).
Supposons d’abord j1 < k1 £ I< k1 +n+1.

(ga) entraine de proche en proche

Dé::-n,l(,),(j:“,.tl) = [(l + 1)! /((l - jl)! (jl + 1)!]Dz;1jlj1,K1),(O,J)
HE=A+DYG DY (G =)+ 1= UDE T ) gy

On peut appliquer ’hypothése de récurrence aux Dz;ll_':, K1).(1—a.J1) 0 g h)
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D’autre part
Dt oy = [ =30 (ke = ) /(m1) R 5@ — k) OG22 s 0,
= [0 =)/ - k)] Clo ) 0.00)
= (1= 31/ = B!} Dig i, 0,0y

Dy korenan = [+ DU = k)G + D DKL 0.0 + (=300 + 1)1 /G + 1)1 A

A= Zosqul [Gh— @) /(L +1—q)'] Aq

avec

Ag= s, [i+p—q)/pt(l—k1 —1=p) (k1 + 1 +1+p = L= )] Dl 1) 01y

I—k)—d)+e<pgi—Fk1 -1

et

D sn k0 Grrnay = [+ DV = k) G+ DN DGR 0y + 0= 50+ /G + 1) C

ou
C=Y .50 [1/p1(—ki =)' D% xy 0.5,,Co

I-ky—j1<pSi-Fk1 -1
avec

Cp = i — ) (k - /l+1=-g)(k i+ 1 —l—q)
P =D cchisnrsp it D D=+ 1= (k1 + 51 +14p—1—q)
Or si 7, s, t sont trois nombres entiers positifs ou nuls, on a

E(r,s,t) = Zogqsr(s +Qt+q) /g (s+t+q+2)!
=[1/(s+DE+V][(r+s+ D (r+t+1)/(r+s+t+2)r!]
donc
Co=E(kr+j1+14p—Ll-j1—11-k —1-p)
=[G+ +p+ /U + DR+ 5+ 1+p— D [1/0 = 51)(E — k1 — p)]
donc

Dl+1 —
(k14+1,K1),(71+1,J1) —

D ovo. [k +p+ 1) /Pl =y —p) (By + 1+ 1+p = DDl s 04

I-k1-j1-1€p<i-Fk;



10 H. CHARRIERE

ce qu’il fallait démontrer.

Supposons maintenant k1 < j1 KI<Hi+n+ 1

L’égalité (g4) nous donne de proche en proche

Dt s koan,ay = [+ DGy — k) /(= k) G+ D! Dig %

(0,K1),(G1—k1,J1)
+E= )+ DG+ 1Y Z0<q<l-:1 [ - ) /C+ 1=} Dtkll—_q.lﬁ) (G1-a. 1)’

On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence aux D(,:1 e K1) Ga—a:d1) (0<g< k)
D’autre part:

i—k - —mn)! _ : P
©.K1),G1—k1, 1) = Zt—jlspsz—k,[ll(l k1 —p)(p — L+ 1)) Dip k), 00,0)

donc

D ki, = [+ DG — k)= k) (G + 1)1

Zz—nspsz-k, [1/Q = k1 =) (p = L+ 52)!] Dl iy, 0,00)

HE+D/Gr+ DD e, (/P (= k=1 =p)!] DYy ;) 0,01 Do

I—k) —j1—1€psi—k1 -1

D, = - (ki +p—g) /A +1—g) (kr+51+1+p—1—g)
» Zosqsinwu,k1+j1+1+p-z)(" Nk +p-)/(I+1-l (ki +1+1+p q)

ensuite

Dl ey Grenay = [+ D/ = k)G + 1)1 Digst o0 + 1A+ 1/ + 1)1 x

Y coctonnms Dot o (s =k~ R Q= =) = L )+

(@=5)/p (= k1 — l—p)!]Z(jl — M +p— /I +1—) (ki +51+1+p—1—9)'}
0<q<ky

+ 2930 [(kl +p+ 1)'/p' (l — k1 —p)! (kl +53+1 +p—l)‘]D{0 K1),(0,J1)

—k1—j1-1<pSi-k1 -1
puisque, pour Y, _, . o _q» le calcul est le méme que lorsque

h€h<li<h+n+l.
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Or
> G-tk +p = /(I +1- (ks + 51 + 1 +p—1—g)!
0Kk
= =g ki +p—) /(I +1 =g (ki +51+1+p—1—g) —
D ocochrsinsp it Dk FP =@+ 1= g (b1 + o+ 14+p—1~g)
=@k +p—g)/U+1—g)l (ka4 j1+1+p—1—g)
Zk1+1<q<kl+,-l+1+p-z(” Nkr+p-g)/U+1-(br+i1+1+p—1—q)
=E(k1+j1+1+p—l,l—j1—l,l—kl—l—p)—E(jl-}-p—l,l—jl—l,l—kl—l—p)
=1/ =30 = k1 =) {Gr + D! (ks +p+ D)/ + 1) (ks + G2+ 1+ p— D)l —
Pl = k) (o — 1+ 511 (U= k) }
donc

Dit! _
(k1+1,K1),(1+1,71) =

D wso. (b +p+DU/p A~k =) (ka4 52 +14p =D DB e 0,

t=k1 -1 -1<pSi—ky
ce qu’il fallait démontrer.

Comme nous n’avons pas raisonné par équivalence, il reste encore, pour finir la démonstra-
tion du lemme 2.1, & montrer que les valeurs trouvées pour C,'w- vérifient le systéme de
conditions (f1) et (f2), ce qui se fait facilement.

En faisant la convention que 1/T'(z) = 0 si z est un entier négatif ou nul, on pose pour

k1, 71, I, v entiers positifs tels que ! > max(k;, 1)

Cl,r

k1.J1

= (-1)"*"B(l - k1,7)B(k1 + 1,1 — j1).
On peut dés lors écrire:
Ch,; = (1! [k )1 +o1 ZrGN(—n‘”B(z = k1,7)B(kr + 1,1 — 51)Clo, k1), (0,01)
= (Ji! [kal )it ZreN Clo.k0),0.11)Ck s -

Définition 2.3. On appelle opérateur linéaire analytique formel la donnée d’une matrice

infinie (Qk,;)x,jene xne & éléments dans dans C. On peut maintenant énoncer le résultat:

Proposition 2.4. Les transformations S qui, & tout opérateur lindaire analytique Q =
(Qx.5)k,5eNPxnp associent un opérateur linéaire analytique formel S*! Q) sous les conditions
J q

(f1), (f2), (fs) sont entiérement déterminées par la formule

(S (@))k,; = (1! fRa! Y1 HH1 Z

1) leN,1Zmax(ky,j1)

l,r
E C(e (O
r20,l—ky—j1 Kriaky O FDNOI) Tk 5y

QU—k1,K1),(1~51,1)
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ott les Cg k,),(0,4,) S0nt des nombres complexes tels que la série entiére Zr?N Clo,x1),0,01)F

converge dans C tout entier.

On notera ces transformations S (C{o k,),(0,71),reN)

Démonstration.

On doit montrer la convergence de la série dont le terme général est indexé par  dnas le
membre de droite de la formule (1).

On suppose que @ vérifie |Qk,;| < M a*% pour tout (k,j) € N® x N? pour un certain
triplet (M, a,b) ol a = (a1,...,ap), b= (b1,...,bp), M, ai, b; sont des nombres réels positifs.

D’autre part, il existe un réel positif Ck,,.,, tel que:
|C{0,K1),(0,J1)| < C}(I,Jl /(1 + a1b1)r pourtout » € N.
Supposons par. exemple k1 > j1; on pose I = ki +n dans la formule (1)

(97 @)kl < MCry 1y (1+ arba)*a > V=0Tl [at) x A

ol
= n k1+n,7
A=Y (@b/Qrab) D] RS
or
Z I k,+nr
n—j £r€n,r20 k1,1
! — g )! o N s Vi — Ml
= (n!/(n+ k1 — 51)! )Zosq\h,gl-n@;(kl +n—ji+@l/(n—5+q)! (G —q)g
et
k -J V(n—j 1(ji —g)'q!
Zﬂ<q<j1,j1-n<q( 1+n—ji+@!/(n-5+9! G —9)le
=kl (n + ki — 51)! (k1 — J1)! (n + 52)!
donc

(S (@))ks| & MCiyuy (1 + arby)a®¥06*1 =310y 1/ (kg — G1)1)x
D oy @b/ (L arb) (@l /- 50)!

< MCik,,5, (1 +albl)j‘+1a(°’K’)b(k‘_jl"’l)/(kl — )l
Deuxiéme cas ji > ki1; on pose ! = j1 +n dans la formule (1).

1S (@Q)ks| SMCiy,u (1 + arbr) 1B =FFVBOID (G [ Y1) x
n 31+n r
ZRGN(albl/(l + albl)) Zﬂ-k1<r$n+j1 kg 30 |C k1,51 |
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or
lefn,r
Zn-kxsrsnﬂ'x—k;,r;o' k1.1 '
= j1 — ka)! /n! H/n—k (i — o)l ol
(n+71—k) /n )Zosqu,,kl-ngq(n-i-q) /(n—ki+q)!(j1 —q)'q
et

z +q)! Vi — o\ o
OSqS:h,k;—ngq(n N/ (n—k1+ )t (1 —g)' q!

. ] E : . : o

s (1/(.71 kl).) qus.’il,'q—ngq(n N kl f q)' /(n k1 + q) (]1 q) q!

= (1/(G1 = k)G (n+ 51 — k)l /(0 + 251 — ka)! < (1/ (G — o)1)
donc

[(S™(@))k.s] < MCy,ay (1 + a1br)¥1a R0 K0GOI) (11 f11 () — k)l )x
D (@b /(@) (n+ i = k)L, /nd)
= MCx, 5, (1+ albl)J'1+la(.7'1—k1,K1)b(°Jl)(jl! [Ral).

Les coefficients (31 (Q))x,; sont donc bien définis par des séries numériques convergentes

quand on met sur les constantes Clo,k1),(0,J,) 12 condition de convergence dans C de la série

2 ren Clo.r),0,0) %
Montrons la nécessité de cette condition:

la condition (f1) entraine:

{
(S"H (@) 0.x0),00,01) = Zlem Cl0,K1),(0,0) Rt K1), (1 J1)

En particulier, & tout couple de p-uples de nombres réels positifs a = (a1,...,0p), B =

(B1,--.,Bp), on peut associer I'opérateur Q(a, B) défini par

(Qe, B))x,; = o*F

Pour tout couple (a, B) dans R** x R*, la série

Zzen Clo, k13,011 KV O (o ;)

doit étre convergente, d’ot1 le résultat.

Les majorations obtenues pour (3! (Q))x,; montrent que S*! (Q) n’est pas en général un

opérateur linéaire analytique.
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§3. Les transformations S7 et leurs relations.

On définit les transformations $F! en prenant pour suite ct ieN la suite par-
(0,K1),(0,J1)/1€N

ticuliere

Cfn,Kl),(o,J,) =0 pour tout I # r, quelque soit (K1, Ji) e NP1 x NP !
CéO,Kl),(O,Jl) =7l quelque soit (K], Jl) € Np—l X Np_l

Définition 3.1. Pour tout entier naturel r, on appelle transformation de Fourier d’ordre

r, partielle en z1, la transformation Q%1 définie sur tout opérateur linéaire analytique Q =

(Qk.3) (k,j)eNP xN? Par

.

(S™(Q))kg = (r il /a1 )i H Z,>£—1)l+'3(l = k1,7)B(kr + 1,1 = §1)Q(—ky K1) (t=j1,01)
=Rl

=(ja! R )i (D)7 Y
(72 / ! ) ( ) ky i1 +r2iZkbrizi

(1) [(F = Fa)! (b + 1) /(= e =) (= G0) (a1 + 7 — DY X Qe k), =51,00)

Remarque 3.2. Les transformations $* (Cfo‘ K1),(0,01)) Sont telles que, pour tout opéra-
teur Q,:

{s= (CEO,Kl),(O,Jl))(Q)}(k’j) = ZreN(l/T! )Clo,x1),(0,01) {87 (@)} sy -

Des relations entre les transformations 7! sont données par

Lemme 3.3. Pour tout opérateur Q on a:
a) S71,(Q) = 2 (rQ + (8/8z1) 0 Q071 — @1 0 (9/Bz1) © Q),
b) 97(@) = 85 (Sogue, (-1 (/61 = ) )a) o (27/255) 0 Q o (a1)™)
¢) $2(Q) = (87/8z7) o [@1, [21, [ .- [21,92(Q)] .. ]l] (r crochets).
Démonstration.

a) (rQ + (8/8z1) 0 Q 01 — 71 0 (8/0%1 0 Q)
= (r — k1)Qk,j + (k1 + 1)Q(ky41,K1),G1+.71)

donc

(ST (rQ + 8/8z1 0 Q 0 71 — 1 0 (8/8z1) 0 Q))x,5 = (a! /Fn! itk

Z» " Chr i Alr = 1+ k1)Quoky ki), a-in i) + U= k1 + 1)Q—ks 41,52, (=1 +1,1) }
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(rlga! [l )it e Zpk! Crf iy =L+ k1)Quky K1) (1—in 1)+

Cor 3T = k1)Qu—ky k) (t—s2,02) }

(r1 2! Jkat)a?r o

Zl%l(—l)'““((l =k /rt(l =k —r = 1)1 B(kr + 7+ 1,1 — 51)Qu=ky, K1) (1=j1,J1)
(P! Jen )iy
(ST (@)k5-

I

lr+1
3, T F DG, Qe k). (t-50.0)

b) On définit la suite S,(Q) d’opérateurs linéaires analytiques par:

S(Q)=Q
Snt1(Q) = 5a(nQ +8/021 0 Q 021 — 71 0 (8/021 0 Q)
= Sa((n+1)Q — (8/8z1 0 [z1,Q)).

Par récurrence sur n, on monte que
S @ =D (CV'B(n,8) ()" 0 (8"/8aT) 0 Qo ()"

et par récurrence sur r, on en déduit la formule pour S%!.

c) On montre d’abord la formule

9741(Q) = rS7H(Q) + (8/0x1) o [21, 7 (Q)]-
Puis on définit la suite 75,(Q) d’opérateurs linéaires analytiques par

{ To(Q) =Q
Ta1(Q) = nTn(Q) + (8/021) o [21, Tn(Q))-

On montre par récurrence sur n, que
Ta(Q) = (8™/8zT) o [z1, [z1,[. . - [£1,Q] .. ]]] (n crochets)

et on en déduit par récurrence sur 7 la formule pour S%1.

Exemple 3.4. Soit gop 'opérateur f(z) — g(z)f(z), ot

9@)=) . "
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a) Calul de S5 (gop)

(S5 (gop))ies = (! /R ) 524 — ey ea—dzsenrbp=in) Zl>k(—1)‘B(kl’l —5)

= (=17 Ga! /ka ) T gy kg ke ki) (1 — 1)

0siji <k ous’ilexisteitelque2 i< pet ki <Ji:
=< 0sik #0

7! (—i)jl Q(jy k2 —Gzsemrkp—ip) S k1=0etsik; 2 jipour2<i<p.

Donc si ¢(z) = Zn NP pnz™, on a formellement

(So(g0p)) () =

“wi1 k k
Z(kz kp)ENP—1,jENP k,-;,-.(_z)nﬁ!‘ij(ihkz—iz»---rkp,lp)(”2) T (zp)P
3y 1. L T

si on pose

9@ =) @V (e mn) ete@) =) @) e (e

CRUMIOED SIS R AT ACIRESS

En particulier

(ggl (1))(9") = %o (1:2, e 7:3?) = ‘P(oa 1 PR ’mp) donc ggl (1) = 6(0,12y-~~vzp)

b) Calcul de S7!(gop)-

D’aprés la démonstration du lemme 3.3, b, on a pour tout n € N
5n(gop) = 1! qop
or $21(Q) = S5 (5-(Q)) donc pour tout 7 € N

87 (gop) = 7! S5 (gop)-

Exemple 3.5. Soit a € C et soit §(a,z,,...,zp) '2pplication

f@1y..,xp) — fla,z2,...,Zp)
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a) Calcul de S3? (8(a,22,.i2p))

(S9! (6(a,w2,-.~.rp)))k.j =
LD SN (G G DU CUS A D ICAS) MNP Ry
=0 si K] T/—' Jl
(30 (8(a,22,002p) )kt K1), (i Ky ) = @519 (=0)R1791 [y — g )1
Donc si ¢(z) = Zn enp ¥, on a formellement
(85" (B(azz,izp) () =

D s ey @) @) @) (=30) T (k= 1))y
=J1 redp

= e_iazllp(zl, e ,:Bp).

Donc
95" (6a,z2,.2p)) = (€777 )op.

b) Calcul de §%! (6(a,,,,,,.,,,,p)) pour r > 1.

On a S7? (5(3'22,‘..,3:,,)) = 0 pour tout r 2 1 comme le montre la formule c¢) du lemme 3. 3.

Exemple 3.6. On calcule de méme
S5 (9/0z1) = —iz18(0,24,....2)
et pour tout r > 1,
87(8/0z1) = —i(r + 1)! 160 ,0,...,55) = (r + 1)! ST (8/0z1).

§3.1. Quelques formules vérifiées par les transformations Spy Tny 1.,

On a utilisé pour la démonstration du lemme 3. 3, les suites de transformations (Sr)n>0

et (Tn)n>o définies par récurrence par

To=1id So=1id
Tl() =3/(9.’L'] 0[:1,'1,.] ......
Tn+1=(n+T1)oT,. Sn+l=Sn°(n+1—T1)

Lemme 3.1.1.

a) Les transformations S, et T, sont des polynémes en Ty donnés par

Ta=(@-1+T)n-2+7)... i =[] (k+T)

0gkEn—

Sn=(n-T)(n-1-T1)...0-T) =[] (k —Ty)

1€kSn
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b) Pour tout entier positif ou nul n,

QT = Q% 08, = Th o ST

Démonstration évidente.

§4. Transformation de Fourier formelle d’ordre r lorsque r est un entier
négatif.

Définition 4.1. Pour tout entier naturel r et pour tout opérateur linéaire continu Q=

(Qr.j)(k.yene xnp de Bp dans By, on définit la transformation S%!. par;

(SZL(Q))ky = (! [kat )i HH Z 7 QUky, K1) (1=d1, 1)

12sup(k1,51)
ou
a) sir <k (etl> ki)
dp7h = (C)T - k) (e = /[ = R+ ) =)t (Rt - = 0
b)sir>ki(etiZki+5—-r+1)
dhT = (=1 U= k) (=R — G- D/ [ =k - ) (Rt — "

k1,31

La série indexée par ! qui définit I7%,(Q) n’est pas toujours convergente.

Lemme 4.2. La série qui définit (3°%.(Q))x,; converge si o1/01 < 1.

Démonstration. On a |Qx,;| < [|Qlle’/¢™ pour tout (k, ) € N® x N” (ob ||@]| désigne la norme
de Q: B, — By).

Premier cas: r > k)
(S™L(Q))ks] < QN (1Y) / (ka)) ngup(m)(e’)’““(e’z, s )X
(01) 7 (02, > 00)" [l = k)t (=k1 — 1 + 7+ L= ]/ (L = Fa + ) (L= j2)! (=her 7 = D)Y]

donc,

siji1 2kiona
(S™L(@)k.| IR (G — %)t /(1 — Fa + 7)) k(1) 9 by - - -0 )" X
(02,2 00) ' Fir — k1 + L,r —ki, i~k +7+1, 01/01)
etsiji <k

1S (@)es] U@ ! /(r — 51)that (G2 — kea + 7)1 1(01)™ ™7 (s - AR S
(02,..-,09) F(L,r — k1,51 — k1 +7 + 1, e1/01)
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ot F(a, 8,7, z) désigne la fonction hypergéométrique de Gauss. La série qui définit S (@)
converge donc si 91/¢; > 1. Remarquons que si (ki, 1) n’appartient pas a {0} x N, la série
qui définit ST (Q) converge aussi si g1 = g}.

Deuxiéme cas r < k1 :la série qui définit S” (Q) est une sommie finie.

ISZ5(@))ks) < QN G2/ (Rat)]) Y AR S A R

I2sup(kr in)
(@) (o2, -, )1 [(1 = k) (k1 = P))/[( = K + 7)1 = a)! (ks + G2 — 7 — D))
siji>kona
I(SZ(@)ksl < QN [(hr — 1)t /K1t ](01/2) (1) 177 (b, . .., @) 5
(02,---,00) (1 + 201 /01 (1 — b )!
et si jy < bt

I(STL(Q))k.s] < QI [ /ka! ()" =71 (b, - ., &) 51 x
(€2, 0)" (1 + 21 /0}) "

Lemme 4.3. La transformation Q%2 vérifie

{ (f2)  S7L(8Q/0z1) = $°L(Q) 0 izy
(f3)  B(S™Q))/0z1 = -S4 (Q o izy).

Démonstration.

La relation (f2) équivaut a:

(G + DA == k)d T — (- G)dh T

1910

la relation (f3) équivaut a:
— gitl-r l,—r
di?lv]l d11+1 J1 + dk1,j1—1
et on vérifie facilement ces égalités.

Exemple 4.1. Calcul de $*! ' (8(a,22,...,2p) )-

. sj1+k l -r
(gilr(Q))ka. =(]1‘/k]')7’]l+ lz:l>sup(lc1 J1) k1,31(6(°y12, -xp))(l —k1,K1), (“JI:JI)
k "
=@ )P AL T (B0 2g,20) 0K ), 1 =1 1)

_ 0 SiK17éJ10USik1<j1
Gl Y IHRa T R sk 3 g et Ky = Jy
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(0 si Ky # Jiousi k1 < hi
(—1)krtrggtiaghi=aipi 1 (kg — )/ [ka! (ka = G2)t (1 — )rt]
= sikhizhetkhh 27

(=1)frtriithigki=it i (=g + v — D/ (k! (b — ) (= + 7 — 1)l 7!
sir>ki2hn

\

Dongc, si ¢(z) = EnGNP ©nz", on a, formellement:

k1 jk1,—r k1-—
(Gl [k )T T aM T o iy

(ST (6(awz.z)) (@) (@) = Z(kl R
B Zn,xl,nem(x‘)hﬂ(”"-"’ L) i /G + ) AR e e k)
=3 ) ) il X
{Z L@ (@) (=)@ + =M /(G + )t (J1 — r)lrinll+
Zos,,s,_h_l(m) (i0)™(=1) [(=d1 +7 — DI/[Gr +n)! (g1 +7 — 1 — )t 7! n!]}
= (/Y o @2 o) e k@l + 173 + 1, miaza)

ol ® est une fonction hypergéométrique confluente.
Par exemple si @ = 0, (S°%.(8(a,23,....z,))) = (=1)7/7!.

Exemple 4. 2.
4.2.1. 9% (8/8z1) n’existe pas.
4.2.2. Si gop est 'opérateur multiplication par la fonction g(z) analytique au voisinage de

l'origine alors on peut voir que S%% (gop) n’existe pas en général.

Notations. On pose, pour tout entier naturel ,

dir = (=)= k) (R ) /(= R =)= ) (R G - !

Definition 4.3. Pour tout entier relatif r, on définit la transformation de Fourier d’ordre

r conjuguée, partielle en z,, par

S (Q))k = (- 1.)J1+k111'/k1|lzl>k ] k,.nQ(l k1,K1),(I=41,71)

Proposition 4.4. Pour tout entier r posirif ou nul, on a:

871 097 = (—1)"id.
Q1'% = (—1)"id.
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Démonstration.

Soit s un entier positif ou nul

(8% 0 "9™2 )(Q))k,] = [(,L)Jl+kljll/kl 1 Z kmz( (Q))(t—kl,Kl),(l—jl,Jl)

— [(1)11+k1]1'k1| ] Z kl 0 [( _ ]1)'/(1 _ kl)!](_i)zl—k, -1

ZL>£ —kylmj1 dlL—';:,l—-jl Q(L-1+k1.K1)y(L—l+j1,J1)
=M al ) Y0 A 0= 3) /= k)t (-1)
Z lh'_s~Qk hK1)(G1—h,J
h<krody I—kq,0—j; ¥ (k1~h,K1)(j1—h,J1)
=[(- 1)"‘"“31'/’¢1’]X:,Nc Qky~h, K1), (51~ 1)
D = 0 /= (- bl
= [(=1) 151 Ve ) thl QUks—h, K1), (1 ~h.11)
- | — — ) ] ATl
DN (G Rty (R S T )
(D)™™ (s =)= k1 = 8)! /(K1 — R+ )1 (2 = B (h+ L — by =y — 8)1]
1) ! - — )] ] - D!
+Zkl+s>l>kh% [(=1)" (ks + ) /(= ey = 7)1 (k1 + G2 + 7 — D)1
(=04 (ky — ) (a + 51+ 5= L= h = 1)1 /(G — B)! (ks — b+ 8)! (k1 +5 — L — 1)!]}
= (=042 (ks )t k] Y

Q1 =k, K1), (1 kT
A<k (k1 1):(51 1)

(k1 — R)! /(k1 — B+ 8)! (1 — h)!]{zbkl.'.s,jl [(_1)l+h(l — k1 — ) /(1 — ks — 7))
(v +ji+r =Dl +1—k —ji —s)l+

i+51 I —h 1M
DI G R ARy By STy,
U=k =) (ks + 1 +7 — D! (ka +s—l—1)!}
Supposons maintenant r > s; alors:

> D)=k =) U=k =) by 4= D (R L — kg — G — s)!
12k +s,51

= (=1)" MM Gy — B) /(R + 1 — 8)1 1Y (=h)!

et

—1)it5 s —1—1) /(] — ks — ) P — -1} =
me;w%( D™ (kr+gr s == 1)1 /(L= ky =r)! (ks + g1 +7 = 1)1 (ky +5~I—1)! = 0.
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Donc

(82 0" @)k = [(r = 9)! (b + M (=1)°/ha]
D ol(=1) ot = W/ (4 7 = 8}t (b = Bt ) 1Quks o s) Ga o)

En particulier, sir =520
(S5 091 )(Q))ks = (1) Qu; domc S 007, = (—1)"id.

La démonstration est la méme pour *S7! o 97, = (—1)"id.

Remarque 4.5 Si 7 est un entier positif, on n’a pas Q%L 0 Q1 == (—1)"id. Clest donc

seulement pour r = 0 que les transformations 7! et (—=1)"*3%L, sont inverses 'une de V'autre.

§5. Produit de convolution d’ordre r de deux opérateurs linéaires ana-
lytiques lorsque r est un entier naturel.

Soient Q = '(Qk,j)(k.j)eNPxNP et R = (Rk,j)(k,j)eNPxNP deux opérateurs linéaires ana-

lytiques et 7 un entier naturel.

Définition 5.1. On appelle produit de convolution d’ordre r, partiel en z1 des opérateurs

R et Q et on note R% Q, Popérateur dont le terme d’indice (k,j) est donné par:
T

(R* Q) =
"
—1)" 51! (k 1 /kal -1k —in!
(=17t e + 7t /] 20<m<h,0<n$k1,l<n+m,HeNP“[( ) (k1 +m = Din
(k1 4+m=D/(ky+m—1+7)(n+r)im! (1 — m)! (k1 — )l (n+m =)}
R(n,K1),(51 4n~L H) Qlr +m—1LH),(m,J1)
=[(-1)" 1 /ky! -1tk —)in!
(0" G B D o omimignimens= (D) (ks +m = Dtn
/(k1 +m-1l+ T)! (n + T)!]B(jl, m)B(kl +m—-1lk — n)
R(n, K1), (1 +n—1H) Qs +m—LH) (m, 1)
On remarque immédiatement que, par rapport aux variables z2, ... ,Zp, R% Q est le composé
R o Q et que le produit de convolution est bilinéaire sur C.

Avant de donner des conditions de convergence pour la série indexée par (I, H) qui définit

(R? Q)x.;, établissons une relation entre le produit d’ordre r et le produit d’ordre 0.
T
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Lemme 5.2. SiV, désigne la transformation qui, & tout opérateur linéaire analytique

Q = (Qk,j)(x.5)eNr xNe associe 'opérateur linéaire analytique de terme général

Vr(@ks = [(=1)"kt! [ (k1 + 7)! | Qx 5
ona R¥ Q=)' (R ¥ v(Q)).

La démonstration est évidente.
Donnons maintenant des conditions suffisantes de convergence pour la série indéxée par (I, H)
qui définit (RF Qk,j-

i

Lemme 5.3. Sil existe des constantes réelles positives
M,N,ay, ...,8p; b,...,bp; 01....,0p; Br,...,Bp telles que

|Qk.;| < Ma*¥  pour tout (k,j) € N° x N?

|Rk.;| < Ma*B’ pour tout (k,j) € N® x N”

aiffi <1 pour 1<i<yp
alors la série qui définit (R:uf: Q)k,; est convergente et R% @ est un opérateur linéaire ana-

T ™

Iytique.

Démonstration. Il suffit de faire la démonstration lorsque r = 0.

(RS Queal SMNG! Y~ [(hky +m = D! /ml Gy = m)Y, (ky = n)! (2 — D)1
(1) (@2, .., @) (B By, .., Bo) (@) ™ aa, - .., ap) E (B2)™ (b . .. ,bp) 1

SMN(az,...,ap)*1 (ba, ..., by) " (a1)* (1) x

D i BOLMIBe 4 = Ly = 0) @161)™ (@) (@18) ™ (@26, .. )"
< K N ke i

MN(o,. o) (ba,obp) M @) (B Y s

(a1/a1)"(b1/81)™ B(j1, m)B(kr, n)F(k1 + 1,1, 1,081 )(a2fz, . . . , apfBp) ™
SMN(az,... ,Otp)Kl (b, ..., bp)'l1 (a1 + al)k‘ (bl + ﬁl)le(kl +1,1,1,a:61)

stisp 1/(1 — a:Bs)
SMN(az, ..., ap)  (ba, ..., 5p) " (a1 + @1)* (b1 + B1)* [1/(1 — a1 B1)** ]

IL... 170 ~ab)

Remarque 5.4. Pour la variable T1, la condition @181 < 1 est aussi une condition
suffisante d’existence de Ro Q.
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Définition 5. 5. On appelle composé (ou produit) partiel en 2 d’ordre r de deux opérateurs

lindaires analytique @ et R et on note Qto1 R, Vopérateur linéaire analytique défini par
r

T
(@9 R = > | Qi 1), (00 Bt K1), G-

leN,HeNP~

Le produit partiel en x; d’ordre 0 est donc; pour la variable z;, le composé Q o R et pour les

variables x2,...,Zp, le composé Ro Q.

Proposition 5.6. Si Q et R sont deux opérateurs linéaires analytiques, on a, pour tout

entier naturel r:
92 (QT R) = ST (R) * 9T (Q)
et de méme

S2(QY R) = ST (R) X 97 (Q):

Demonstration.

z (e 1si1tR X z1 .
(87(Q © Rk, = [n!é" ‘/161!12:12,“”.1 di 5, (@ © R)u—k1, K1) (1-31,91)

. -d1+k T
=[(-1)"! & Rl Epkl i diy Z(h R Q—k1,H), (1) Bk, K1),0- 52, H)

T Tl ~xy = [(—1)" 1 1 _1yetmtn
@R F SR @y = (D Ca+ MR Y agminrens— D
((F1 +m — g)tn! (k1 +m — g+ ) (n+7)!]B(jr,m)B(ks + m — g, k1 —n)
(ST (R)) (K1) (1 42—, 1) (SFHQ)) by +m—g H) (m, 1)
() (k) k] ()T m = it /(e m =g )l
mn,q,
B(j1,m)B(ky +m — g, k1 —n)[I**" (1 + n — g)! /nl]x
> &% g Riwmn Ky (v tamis—mm[mi 27 /(o + m — q)l]
Z“ dz;:-m—q,mQ(H*'q_-kl—mvH)v(#-mrJl)
(-1 (ka7 ] Y

d. +n—qd‘lz,r B(jhm)B(kl +m—gq, k1 — n)R(V-ﬂ,Kx),(V-E—q-J'l—ﬂ-H) X

n,J1 1+m—q,m

u[m!(j1+n—q)!/(k1 +m—g+r)(n+7r)]

m,n,q,H,u,

Q(utq—ky —m, H) (p—m,J1)
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Onpose p+g-—-m=Lv+q-n=Ap—-m=hdoncq=Il—-h,p=m+h v=n+h+i-I

(37 (R) # ST Qs =

r -31+k
(=1)"(ky + 7)1+ ‘/kﬂ]zm'h, o Q=1 1), (h I Rl A=t K1), (052, H)
D mGi =0 /(b +m =g+ ) (n+ )]
i1 4n—g%k; ymegm B(1,m)B(ky +m — g, k1 — n)

or

DGt =) /(b m =g 1) (1]

dsn L T B(j1,m)B(ky +m — q, k1 —n)

nj1+n—q k1+m—q,m

=D MR EA =D = k)i [+ A =L =) (A = i)l — by — 7)1 RY)
Zmn(—l)""”(jl +n+h-—YNE+m+h-0/Gi+n+r =) (k1 +m+r—I)!

(1 =m) (ks —n)! (m+n+h — )
or

Zm,(:l)m+"(j1 trth=Dlk+m+h—D/G1+n+r =2 (b +m+r = (1 —m)!
' (k1 —n)l(m+n+h-=10)

=EDMY D D)™ mtn /(= o) (ma — B)!(y — ma)! (y = na)i(ma + g — )

1,7

otla=h+A-l-r20,8=h—-r,y=ki+h+h—-13>0.

Comme
2, CDM /(=) (= (r=ma))! (=)t = (1) (y—ma)! /(v =)l ma! (ac— )1

nous avons

D (FITE L — @) (1 = B)L(y — ma)! (y = ma)! (g + 1 — )

= [(-D)"a/(v-a)) (=)™ /(m1 = B)! (@ — ma)!

0<m <y

_ 0 sia#f
(-1)"**al/(y — a)! sia=g0
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donc
Z ()™ Gr+n+h=-Dki+m+h-D/Gi+n+r - (k +m+r -1

(h —m) (k1 — )l (m+n+h —1)!

_ 0 siA#1
B (=) (h = )/ (ky 4 51 +7 = ) sia=1

et
(32 (R)) ¥ (32 (@)es = [+ (b +7)! /] x

Z:z>lc1 j1,h 2T HENP—1 [0 = k)t (-1)/@ =)t = by =)t
(k1 + g1 + 7 = DY Quty, 1), (h, 1) Rih k) (=50, 1)

= (ST QS (A)w,s

Remarque 5.7. Posons, pour tout entier naturrel r,

Prp(1/2") = (Pap(1/))"
et définissons les transformations U, et U_r par

Un(Q) = (~1) Pap(1/(@1)") 0 Q0 (1)
U-r(Q) = (-1)"(z1)" 0 Q 0 Prp(1/(z1)")
On a alors
Q’g‘ R=U_.(U-(Q) o‘ U(R)).

En effet
Ur(@)k,j = Q(ry+r K1) (i +rs1) Pour tout k, j

(U-r(@Nk = Qhr—r K1) (a-ry) SiE1 2T et 1 2T
U-r(@))x,; =0 sinon.

On établit maintenant une formule plus simple pour R% Q.

Notations. Au lieu de R% Q (resp. R'6 Q) on notera plus simplement R% Q (resp.
o (-3

R3 Q).

Proposition 5.8. Si R et Q sont deux opérateurs linéaires analytiques dont le produit
de convolution R % Q est défini et continu de B, dans B, et si p(z) = ZneN, onx™ est dans
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Bg:
(R*Q)(#)(2) =
R(u — Qv — p(u1 +v1,v2,...,0p)) (@1 — 11, u2,...,up))(T). -
Démonstration.
o(ur +v1,v2,...,0) = Z,’iENP wi(ur + 1) (v, ..., vp)"

= : ji—m m J1
=3 e (5 BULMI@)? ™) (@) (021 v9)

donc

Qv — w(ur +v1,v2,...,vp) (21 — w1, U2, ..., Up)

Z(h,H)eNP,(m.Jl)eNP (@1 = w)" (u2, .., up) " Qi ), (m,1) Zh?m B(gr,m)(u)* ;.

= Zh,H,m,:i,qéN(ul)jl—m+q("2! -+ up) (=1)"B(h, @) B(j1, m)(@1)" Q1. t1) (m, 1) P

= i e () (a0 P (1) By ) B, g + 1 — 1) ) x
Q(h,H),(m,01) i

qui entraine

R(u — Qv — p(u1 +v1,v2,...,9))(z1 — u1,u2,...,up))(x)

(zl)n+h+j1—m—01 (:Ez, L ,:c,,)K’ (_1)91+m—j1 B(jl, m)

zj,h,ﬂ,m.ql,(n,xl)emv
B(h,q1 + m — j1)R(n,Kk1),(01, 1)@k, H) (m,J1) 5

k¢ q\a1+m—i1 p(.;
= -1 B(j,

DDA ) (j1,m)
B(ki+m = j1 =1+ g1, k1 — 0)Rn,ky), (a1, H) Qky +m—js —n-bas H) (m, Jy) Pi
- Z z*(=1)"*" " By, m)B(ky + m — L ky — n)

k,j.n,Hm,l
Rn, k1), 61 471 H)Q(ky +m—1,H),(m, 1) P5

= (R¥Q)(p)(=)

Remarque 5.9 On peut aussi montrer la formule
$21('$7L(Q) 9 "97L(R)) = R¥ Q.

c’est d’ailleurs en en calculant le membre de gauche que I’on trouve la définition du produit

de convolution. On peut déduire cette formule de la proposition 5.8 en remarquant que

$I(Q) T STL(R) = "9T(Q) T "STL(R).
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§6. Produit de convolution d’ordre —r de deux opérateurs analytiques
lorsque lorsque r est un entier naturel.

§6.1. Définitions et exemples.

Définitions 6.1.1. On pose

(“1)7 (k1 = )Yk Togmess 0k i€memzrenp—1 (— DX
[(kr +m = OInl/(ka+m—1—r)(n—r)l]x
N .
(R* Qs =19 B(r,m)Blky+m =Lk = n)Rn,ky),(1+n=1,H) Qo1 +m—LH),(m. 1)
si k } r
0 sinon

et on appelle produit de convolution partiel en z;, d’ordre —r, de R et Q 'opérateur linéaire
. &1 1
analythue R ;kr Q = ((R fr Q)k,j)(k,j)GNPXNP .

Proposition 6.1.2. SiQ et R sont deux opérateurs linéaires analytiques, on a, pour tout
entier naturel r:

S7(Q * R) = 9¥1(R) 3 97(Q).
Démonstration.
(SP(Q X R)kj
.j . I’ z1
= [R5 k) Zml " 571y (@ * R) oy, K),(-51,1)

[ij1+klj1!/k1 !] Zl?ihkl d;’:"kl (_l)r[(l who r)/(l - kl)!]

(=)™ (= ks +m — h) /(I — ki +m—h—7)! (n—7)]X

ogm<i—jy,0€ngi-k; Jh€m4n, HeNP—1

B(l — j1,m)B(l — k1 + m — h,l — k1 — n)R(_i; 4+m—h,H),(m, 1) @(n,K1),(1—j1+n—h,H)-

Onposel+m—-—h=sl+n—h=tl—-h=gdoncm=s—¢gn=t—q, h=10—¢g

(S2(Q % R)ks

= [ij1+k1j1!/k1!] Z (_1)q+s+t

q,8,t,h
(s—k )= (s— k)l (k1 +7)/(s—kr =) (t—q—7)! (s —q)]
R(s—ky,H),(s-0,1) @ t—q,K1),(t—j1,H)

le/(l+q—j1—s)!(l+q—k1—t)!(s+t—l—q)!(k1+j1+'r—l)!
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or

Z; 1/(l4+g—j1)! (1+q—k1—t)! (s+t—1—q)! (ks +j1+r—1)!

donc

ZL>01/(t—j1—L)!(s—k1—L)!L!(L+k1+j1+q+r—s—t)!

F(=s+ky, —t+j1, kr+ir+a+r—s—t+1,1)/(t — j1)! (s — k1)! (k1 +51+g+7— s—t)!
(@+n)/ (=) (s~ k) (ks + g +7— )1 + g+ 7 —1t)!

(S ?r R))x,;
= PRI (1Y (1)

[(s — k)l (Ra +7) /(s — by = )t (k1 + g = 5 + 7)1 (s — @) | Riomiy 1), (-g,51)

Zt(—l)‘(t =g+ /(E—g =)t =511 (1 + g =t + ) Qeemg, k1), (=1, H)

Zq, o D S (R)) k1, 10,0, (57 (@) 0, 1), (1, 8)

(S71(R)) S (3% (Q))r.5-

Notation. A partir de maintenant on n’utilisera plus d’autre valeur de r que 0 et au lieu

de noter Sg' (resp. *33') on notera simplement $*! (resp. *3°1).

Exemples 6. 1. 3.
6.1.3.1.  (§aa,.ep) oL Q)p)z) = Qv — wla+ v1,ve,...,vp))(z1 — a,Z2,...,Tp) en
paticulier §(g,z,,....z,) *Q=qQ.

6.1.3.2.

Soient g et r deux fonctions holomorphes au voisinage de 0 dans C?. On désigne

par .ﬁo,zl] ©gop 'opérateur

ol

6.1.3.3.

p— Q(tlrx'h--wzp)‘/’(tlaz%"-::tp)dtl

[0,21]
x)
(L) ()L
[0,z1]) [0,%1] [0,21]

s(z) = / q(u1, 2, ..., zp)r(21—u1, T2, . . ., 2p) duty.
[0,21]

(@ 8(0,23,...00)) (D) (@) = Qv —> @(a + v1, vz, ..., 0))()

en paticulier (Q % 8(0,22,01zp)) = Q-
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1
6.1.3.4. Gop * Top = 7(0,%2,...,Zp)qop-
T
6.1.3.5. Q * 218(0,25,....2p) = [£1,Q]-

£6.2. Quelques propriétés du produit de convolution et de la transforma-
tion de Fourier.

Lemme 6.2.1. SiQ, R, S sont des opérateurs linéaires analytiques:
a) Qo(R¥S)=(QoR)*S)
b) H(QF R)/0z: = (8Q/0z1) * R = Q% (8Q/8z1) + ((8/021) 0 Q) * R
¢) 8(Q% R)/0z1 = (8Q/0z:) % R+ R%(8Q/0z1) (pour2<i<p).

La preuve de ce lemme est facile.
La formule qui suit montre que la transformation de Fourier des opérateurs est entierement

déterminée dés que I’on connait sa valeur sur les opérateurs particuliers que sont les fonctions.

Lemme 6.2.2. Siy est fonction holomorphe au voisinage de I'origine de C” et s’écrit

¢(mla se ’zp) = (Pl(ml)(Pz(z% I azp)
on a formellement

(S*H(Q)(P)(2) =

b {(u — Qv — €711 (vg, ..., vp)) (U1, T2y - - a:,,))o,,} (w — @' (z1 + w)).

Démonstration.

k‘jl+kl _ l.| — i\ s | i .
renp senm e (1)1t /(= 51k + 51 = DNQuu—kr, K1) 1=s0 I P

(@) (2) =),

Or Q(jy,Jy) = (p}l X <p_2,1, donc si l'on pose I —j1 =mn, ki + 1 — 1 = h, | — k1 = g c’est & dire
l=n+h+gq, ky =n+h, 1 = h+ g nous obtenons

(S (Q)(e))(=)
=ZK1 W eNr-x’n,h,qu(_i)q(wl)h[(h + Q) Ml ql(—iz1)" /nl)(z2, - - -, )" Qo k1) (m )T

=Y o (@ A (@) @2, - 3) Qe ma (i)

D’autre part

(Qv — e 11 (va, ..., vp))) (u1, 22, . . ., Tp)

= Zq K1,n,0, (u1)? (22, . .. vxP)Kl Q(q,Kl),(n'Jx)[(_iwl)n/nl]‘P-zh
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donc
1 {('u, — Qv — e_izlulez(‘Ug, oy vp)) (U, Za,y. ,mp)),,,,} (v — gol(a:l +u1))

= Zkl Jyn q(—i)q(dq(pl/dx‘l’)(xl)(xg, ceey xP)Kl Q(qul)a("le)[(_iwl)n/nl]ng

d’ol1 le résultat.

§7. Transformation de Fourier totale et produit de convolution total.

Définition 7.1. Si Q est un opérateur linéaire analytique, on appellera transformé de

Fourier total de Q et on notera 3(Q) 'opérateur défini par le produit commutatif
Q) =8"10F"0-.. 0377 (Q).

Définition 7.2. Si Q et R sont deux opérateurs linéaires analytiques, leur produit de

convolution total R* @ est défini par:

(R*Q)k,; =

Ay DI m = )l — m)(k = n)n A+~ D) R, -ty @t sm—tm)
meNP,neNP,leNP

avec les conventions habituelles
=41l . Jps l]' =h+ - +jp,i-m= (]1 -mi,... ,jp—mp),k+m = (k1+m1, ey kp-i-m,,).
On a immédiatement pour 1 <1 < p les formules:

(S(Q))/0z1 = —X(Qoiz1); HOQ/0z1) = I(Q) 0 im
8(Q* R)/0z; = 8Q/0z1 % R = QxOR/0z, + (8/8z1 0 Q)% R
Qo(R*xS)=(QoR)*S)
boxQ =Q*6,

S(Q*R) =(R) o Q)

$(Qo R) = S(R)*3(Q)
(@*R)(¢)(z) = {Q(u — Rv — p(ur +v1,-..,up + vp)) (@1 — t1,...,Tp — Uup))} (z)
(SQ)(=) = I((u — Qv — T F20%)) 4y 0))op)

(v — o(ur + z1,...,up + )
§8. Opérateurs linéaires analytiques exponentiels.

On a vu, dans la démonstration de la proposition I, que le transformé de Fourier d’un

opérateur linéaire analytique n’est pas en général un opérateur linéaire analytique. Plus
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précisément si Popérateur Q = (Qx,j)(k.j)eNe xne Vérifie:

il existe des nombres réels positifs M, ai,...,ap, b1,...,bp tels que: Q| < M a*b’ pour
tout (k,7) € N’ x N® (ot a = (aa,...,ap), b= (b1,...,bp)) alors H(Q) vérifie:

(S(Q))e.5] < M(5!/k!)(1/a + b)*a’ pour tout (k,j) € NP x N” olt 1/a + b désigne le p-uple
(/a1 + b1,...,1/ap + by).

En effet, si pour k = (k1,...,kp), 3= (j1,...,Jp), L = (l1,...,1,) appartenant & N” on pose:

di’j = ngi<p knJ: = Hl(a(p( 1)ltk '/(l _J‘)' (kl +.71 - lt)‘
= (-1)"R/( = 5) (b + 5 - 1)

alors

(S@)rs = GTH3/kD D dh. ;Qu-k1-3)

1ENP 1 2k,j
ce qui entraine

(@)l € Mita™b78 Y (ab)' /(1 =)t (k+3 = 1! < M(/k)(1/a+b)'a’.

Définition 8.1. Soient s = (s1,...,8p) et 0 = (01,...,0p) deux p-uples de nombres réels
positifs ou nuls, on appelle opérateur linéaire analytique exponentiel d’ordre inverse (s,0) une
matrice infinie @ = (Qk,;)(k.j)enexne & éléments complexes pour laquelle il existe des réels
positifs M, a1,...,ap, b1,...,bp tels que

|Qk.;| € Ma*b;T(sj +1)/T(ck+1) ¥V k,j €N XN’

ol P(SJ + 1) = Hléiép I‘(s,-ji + 1), P(Uk + 1) = Hlsiﬁp F(O’iki + 1).

Remarque 8.2. Dans cette définition on peut remplacer I'inégalité par

Q.| < Ma*¥ (1)°/ (k)”

en utilisant:
pours 21,1 l"(sm +1)/T(z+1))° €5
et pour 0 £ s <1 < D(sz +1)/(T(z) +1))° < 1 ol et s sont des réels positifs ou nuls.

Notation. Soient ¢ = (@1,---,2p) un p-uple de réels positifs et s = (81, -,8p) un p-uple
de réels positifs ou nuls. On désigne par Ls(B,) I'espace de Banach sur C des fonctions f(=)
admettant au voisinage de l'origne de C” un développement en série entiére Zn eNP fna™ tel

que Y cne (R1)° fnz™ € By, normé par

1o =D, P IF1E™



OPERATEURS LINEAIRES ANALYTIQUES TRANSFORME DE FOURIER PRODUIT 33

Remarquons que si les s; (1 < i < p) sont positifs, les fontions f sont entiéres dans C? et que

pour deux p-uples s et o de réels positifs tels que o < s, [[fllo,e < | flls,e-

Lemme 8.3. Soit s = (si1,...,8p) un p-uple de réels positifs et k = (ki,...,kp) un p-uple
d’entiers positifs ou nuls
a) si f et g sont dans L(B,) alors fg est dans L£s(By) pour tout @' = (e}, ...,0p) tel que
0<gi<e:/2" (1<i<p)
et Ifglls.er < 11 flls.e llglls.e
b) si f est dans L;(B,) alors z*f est dans Ls(B,) pour tout o' = (g},...,e)p) tel que
0<gi<oi (1<i<p)et '
e Flaor < )° TTco, [(0300)5 /(21 — &Y% £l
c) si p(z) est un polynéme & coeflicients complexes en les variables z1,...,%p, si ko est
un entier naturel et si f est dans Ls(B,) alors p* f est dans Ls(B,) pour tout ¢ =
(01,---,0p) tel que 0 < g} < gi (1<i<p)et:
1% Flloer < [Tasey (P + %] (4% [T, o, (Rome)) ™ (eel) o™ /
(CHARE A S | 1 P
dés que 0 < (1/g5)Y/** — (1/0:)'/* < 1 ot n; désigne le degré de p par rapport 3 la variable

z; et M la borne supérieure du module des coefficients de p.

Démonstration.

2) fglls,er = 2. (01)°| Yo fogn-k|™
<, 2550 Yo kg (B Ificl((m — K)1)° gkl
< Iflls,ev llglls,e < Nflls,e llglls.e
dés que g =2%¢; <0 (1<i<p)
b) 12" flla,er = X ene (n+ B))°| ot + &
= 0" ¥ ene ((n+ E) /) (@72 /0V/°))™)° (n1)° | ful "
< ()° [T, i, (1/(1 = @17 102754545 ) ™| f |s,o
puisque, si(e1,...,€p) est un p-uple de nombres réels dans ]0, 1]
e*(n+ k)/n! < k! ngisp(l/(l —&;))* pour tout k et n dans NP.
¢) se déduit immédiatement de b en remarquant que, sous la condition 0 < (1/g})/% —
(1/@:)"% < 1, la fonction ((kon:)!)**/((1/0})** — (1/0:)*/%)*0™% est une fonction
croissante de n;.

Lemme 8.4. a) Si Q = (Qx,;) est un opérateur linéaire analytique exponentiel d’ordre
inverse (s,o) tel que |Qxk,;| < Ma*b (51)°/(k")° pour tout (k,j) € NP x NP, Q envoie de

fagon linéaire et continue L£;(B,) dans £, (B,) dés que sont vérifiées les inégalités g; 2 b; et
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Q; < 1/ ai,
b) réciproquement, si Q est une application linéaire continue de L,(B,) dans L,(By), Q est

défini par une matrice (Qx.;)(x,j) € N X N* & éléments complexes telle que

1Qx.3 | S 1 Qllscee () /(D7) /™)
ol ||Q|ls,e,0,0' désigne la norme de Q.

Démonstration.
a) soit f dans L£s(B,)
1Q()loer = 2 (k) ™|, Qu.si
<MY, (ae)* (31 )fila*
< MY, (ae)* 30,(0° | file?
< Mnlgigp(l/(l —aii)|| flls.e-
b) On pose Q(z7) = Y, cpp Q.52
. 1Q@ )lo.er = 34 1Qk.ile™ (k)7 < [1Qlls,0,0.0 (1)’
donc |Qu,;1 < I1Qlls,0,0 (7)°€7 /(K1) ™.

Lemme 8. 5.

a) Si Q et R sont deux opérateurs linéaires analytiques exponentiels d’ordres inverses
respectifs (o, 7) et (s,0) tels que:
Qx| < Ma*¥'(§)°/(k!)™ V¥ k,j €N XN
|Re,5) < No*F (1) /()" ¥ k,j €N’ xN°
Q o R est un opérateur linéaire analytique exponentiel d’ordre inverse (s, T) si pour tout
i(l€i<p)onaba; <l
b) SiQ est un opérateur linéaire analytique exponentiel d’ordre inverse (s, ) 0110 < 8i,0; <
1(1 €13 < p), Q) et *(Q) sont des opérateurs linéaires analytiques exponentiels
d’ordre inverse ((1 — 04)1gigp (1 — max(si, 0:))1<igp)s
c) Si Q et R sont deux opérateurs linéaires analytiques exponentiels d’ordres inverse
respectifs (o, 7) et (s,0) ot 0 € 7: < 0: < 8: <1 (1< i < p), tels que.
Qx| < Ma*¥'(3)°/(K)”  V k,j €N XN
|Rej| S N&*BP()°/(k)° YV k,jEN’ xN°
alors Q* R est un opérateur linéaire analytique exponentiel d’ordre inverse (s, 7) si on

a la condition b;a; < 1 pour touti=1,...,p.

Démonstration.

a) est évident.
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b) On suppose que |Qx,;] < Ma*¥(51)*/(k!)° alors
(@)l < MGYa )Y - (@b)'/((1 =)' (U= k)7 (k +35 = D).
Zr3

On distingue deux cas,

premier cas s 2 g

(S(@)es| < (M/FYNGH' /R ™) D (BGk+35 =)
(Blk,k -+ =)'~ (1/(k +5 ~ )"~ (ab)’
< (M/aYGY /R Y (Blmax(, k), b+ 5~ D) (ab)
<MEY /6]

e (ai“f(o’ji—ki)binf(ovki_ji)(l + aibi)SUP(ki.J'i))
1gigp

deuxiéme cas s < o
(@)l < (MG V)G ™7/ ™) D0 (BGk+5 =)
(Blkyk+35 =)' (1/( = 5))7 " (ab)’
< (M/a"W)GYRY' DD | (B(max(G, k), k+j ~ 1)(ab)’
< MG/ ]

a{nf(ﬂ-ji—ki)b:_nf(o»ki—J'i)(1 + aibi)sup(ki sji))

1<i<p( :

°)
(Q* R)x ;| < MN Zosm%’osngk’lsmﬂ((k +m -

(G +n=DN "™ g™ (m) =2 (G — m)l (k — )l (n +m — D)) ()"

< MNG6 ((3)'/(R)7) ) (BG,m)' ™" (Blk,n)"(B(k +m — 1,k —n))'~
(B(G +n = 1,5 —m))"(ab)"(eB)™(ab) " /((k = n))°~"((j — m)!)"~"

< MNo*n? ((51)° /(k!)) ZMJ(B(J', m))' ~*(B(k,n)) (Blk+m —1,m +n — 1))}~°
(B(G +n—1,m+n—1))°(ab)"(aB)™ (cb) "

< MNP (@) /DT, o Do o Bl ma)(Bi/b)™ B(ki, i)
(@ifoa)™ Y, (Blks = ni+ b))~ (Blis — mi o+ ha, ha))” (csbi)™

< MNP (G /DT ) D oo, BUmB:/)™
B(k:, n)(a:/ai)™ (1/(1 — cibg)™Plke-3

< MNP/ (BB (1 asfe)(1/(1 - aubi)ethiodd )
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Remarque 8.6 A partir de maintenant on se limitera, pour les opérateurs linéaires ana-

lytiques exponentiels d’ordre inverse (s,0) aux cas suivants:

0

VA

i<l 0o Vi 1<i<p
1<

8; =204 Vi L£i<p

Remarquons que la derniére condition peut toujours étre réalisée puisque si @ est d’ordre
inverse (s,0), il est aussi d’ordre inverse (s*,0") pour tout couple (s*, o*) tel que s < s*,
0<o* <o,

Nous allons maintenant établir un résultat utile pour la résolution de certaines équations aux

dérivées partielles & coefficients constants.

Proposition 8.7. Soit p(z) = Zosnskl cn(x2,...,2p)(z1)" un polynéme & p variables
et & coefficients complexes tel que cx, (z2,...,2Zp) = 1 et soit un p-uple de nombres réels
(51,...,8p) tels que 0K 8: €1 (=1,...,p).

Si s2,...,8p sont assez petits par rapport & si1, il existe un opérateur linéaire analytique

exponentiel Q d’ordre inverse (s, s) vérifiant.

a) Qo (Eﬂsnskl cn(z2,...,2p)(@1)*) =1

b) Q envoie L,(Bp1, 02, .- -, 0p) dans C,(B(gl,‘,lz,,,,,g;) de facon continue dés que les g; et o}
sont assez grands, g} < 0; (2 < i < p) et g1 assez grand en fonction des g; et o: pour
2£i<p.

Démonstration.

a) On définit d’abord une famille de polyndmes & coefficients réels pm,k, M1,...,Yx,), de
degré total m.
Désignons d’abord par hm,k, (X1, .., Xk, ) le polynéme homogéne symétrique a k; vari-
ables de degré m dont tous les coefficients sont 1 et par si,...,sk, les polyndmes

symfriques:

s1( X1y Xiy) = Zl<‘i<k1

82(X1,...,Xk1)=2 Xin

1i<igk

Les polyndmes pm,k, sont définis par hm k; (X1,. .., Xk;) = Pmky (51, .-+, Sk, ) pour m 2

0; on convient que ho,x, = Po,k, = 1.
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Les polynémes pm,k, vérifient la condition (qui peut aussi servir 2 les définir par récurrence
sur m):
Py (Y1, Yoz, ..., Y§7'Y5, .., YY)
21<J<mf(k1.m)( Yo) 7Y pm—jk, (Y1, YoYa, .. YT, Yoklalykl)
pour m 2 1. ‘
Posons "Pr ky = pm,ky (—Cky—1,Cky 2, ..., (—1)*1co) ot les ci(zz, . . . ,Zp) sont les coeffi-
cients du polynéme p(z).
Pk, = — Elgjsinf(k,,m) Cky—j “Pm—j,k,, pour m 2 1.
Soit ¢(z) = En>0 (1)"@n(z2,...,2,) une fonction appartenant a £,(B,).
Les seules hypothéses pour Iinstant sur s et gsont 0 < 5; €1, 0< g;. On définit

Popérateur Q par:

n—kl—mt
Q((p)(x) _Z nz2ky Zo<l<n—k1 ! P —k1=bky Pn _Zn>k1 Z:()<'m<ﬂ—lc1 Pm’kl ¥n-

Montrons la convergence normale de cette série. Chaque polynéme p, i, s’écrit

Prgi (Y1, Yig) = ) am®t L (V)™ - (%, )"

ol les coefficients ajy*! /nx, Sont des entiers relatifs tels que

>l e | < o)™

et les exposants ni,...,nk, tels que ny + 2np +--+ + king, = m. Puisque ¢ est dans
L4s(Be) les pn sont dans L,,, ..., (Bes.....ep)- Posons pour tout 1 < j < k1 et 2 <i < p,
dk,~j,i = le degré du polynéme cx,_; par rapport 2 la variable iy, Mk,—; la borne
supérieure du module des coefficients complexes de Cky—j. Si les couples de rayons

(@i, 0}) vérifient pour 2<i < p
0 < (1/e)V* = (1/e)"* < 1,
on a:

" (ckl —j)nj Pn "zg,...,:cp;g’z,...,g;,

< (M, —;)™ stigp{(d""j‘i +1)™
((rydy—55)!/[(1/0) "% — (1/:) /3% -3%) 8£} lonllss,....spiez... 00+

En appliquant k; fois ce type de majoration et en diminuant & chaque fois le rayon g;
de maniére & conserver la quantité (1/g})!/* — (1/:)*/, on obtient, pour tout couple
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de rayons vérifiant .
0 < (1/k:)[(1/e))/* = (1/e)/*] <1

ns
I I (cky=3)" on
“ 155k 52,00018p3 Oores0p

IQJSk {( kl—:)) H2< i<p {(dkl—J,t + 1)"1
((njdkl_j’i)!/ [l/kl((l/gi)llai - (l/Qi)I/"]n’d"l -j'i)Si] }}'l‘Pu”sz,...,ay; 02,.10p"

Posons d; = sup; gk, (dk-3i/J) et M = suplsjgkl(Mkl_,‘)l/" alors

" Hlsjskl(ck’_j)nj% 620001851 @rernrly
<ILsen {00 T v 0™
((andt)'km’d‘/[(1/91)1/8' (1761} Hpnlloncrsp arn
<m™ L. {@+m( (a7 11/ — (1 )""‘1’""')"‘}

||‘Pn"82.--~,sp; 2210018p

donc

1 Pres e s ot
< ()" H2< s o (ke sl - afe) ™)
(P PR
< M) [ { @+ Dm0

(mt K/ (17607 = (1/0)/]™) " H@nllon.ont a1t

Faisons maintenant sur s hypothése Y, <igp disi < sy et posons @ = (01,02, ---,8p)

1Q(0) lls.er < Zn>k1 0<mEn—k, ((n— by —m))* (@)™~ 7 (m)
* 83 8;19i8: m
( M/ H2<t’<p [(1/91)1/ - (1/91)1/ i] ) "‘Pﬂ"sz,...,ap;m,...,gp

ol *M = (k)™M [[,<ic, {(di + 1)edi = /(d;)% }.

La série qui majore ||Q(¢)|ls,or converge dés que

&> M / HZSiSp [(1/92)1/8,' _ (l/gi)l/Bi]disi
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et on a
196 e <(1/k1)" (@1)")
(1 ="mrea [T, [0/ = (1/@0"/*1%%) gl

b) Montrons que Q vérifie 1’égalité

Qo (Zogjskx oz, - ’z”)(xl)j) =1

’ Soit p(z) = Zm>o($1)mtpm(a¢2, ..., Zp) dans £,(B,).

Z j J =
( 0<i <k, CJ(zZ, s ,(Bp)(CL'l) )‘P((I.’) =
" E D
Z,‘;o(zl) ogjsmf(n'kl)(c,tp,,_J)(a:g, ey Zp)

L@z @) )| () (2)

() ™ Py Z CiPn—j

n2k; oSmEn—k; 0SSk

—kyj—-mx
cj E )" Prkon—j+
0<i<k: n>k1,0$mSn-k1( ) mokPn—j

n—kyj—-m *
Ty —& P, N3
Zn;k,,osmgn-kl( ) Pr—ky Lm.ky

n—k)—mx n—k;
= cj{z1 P kyon—j + E 1 -k t+
Zosjgkl—l.nZI:],ogm{n—kl 5(21) m ks Pn—j n>k,( ) ¥y

n—ky—m *
z1 —k1 P,k
ank,,1<msn—k1( ) Pk Tk

orpourm =1

P, =— E Chy—j Pm—jk
mky = —5 Pm-
! 1G<int(kym) 0 0 T
donc

(20 (o, cr, e 2n)@))] ()

=

n—ky—mx»
w4+ E ci{xy Pk i
0K <k —1,n2k; ,0€mEn—k; 5(71) m k1 Pr—j

n—kj—-m *
T1 —kyCky—j Pm—j
ankl,1sm<n—k1,1sj<inf(kx,m>( ) i Chi=s Tmoiy
= (P.
Rappelons les conditions suffisantes pour que Q envoie de fagon continue £, (Bey,....0p)
dans £(B

e:,eg...-,eg):

0 < ((1/k1)[(1/@8)* - (1/0:)/%) <1 pouri=2,...,p
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01> M / H2<i<p[(1/g£)1/si _ (l/gi)l/s‘]d“i

d,'S' < 81
Z2S¢<P '

ot *M, d;, k1 sont des constantes réelles liées au polynome donné

EOSJ'QM Cj(a:z, e ,:c,,)(au)j.

Remarque 8.8. Dansla démonstration on a supposé implicitement que les s; étaient non
nuls puisque apparaissent les exposants 1 /3i; le cas ol certains s; sont nuls est cependant plus
simple car on peut prendre alors g; = 0. mais le résultat est plus faible. Par contre on peut

établir alors la proposition qui précéde sans la restriction cx, (z2,...,2p) =1L

Proposition 8.9. Soit 3. < ci(@2- - ,Zp)(z1)™ un polynéme & p variables et a co-

efficients complexes. 1l existe un opérateur linéaire analytique Q tel que

a) Qo (ZUSnSkl cj(zz,...,xp)(zl)") =1

b) Q envoie By,,....o, dans lui méme de fagon continue dés que les g; sont assez grands.

Démonstration. Elle se fait par récurrence sur le nombre des variables.

Lecasp=1.
Puisque les coefficients du polyndme > &nghy ©n (z1)™ sont des nombres complexes on
peut supposer ¢k, = 1 et on pose pour toute fonction ¢(z1) = Eﬂ>o @n(z1)™ holomorphe au

voisinage de 'origine de C:

Q) =D D ien @) Proki-tirn

ol *Prk; = Pmky (—Chy—1,Cky =27+, (—1)*1¢co) les polyndmes pm,k, étant ceux déja utilisés
dans la démonstration de la proposition précédente. Pour montrer la continuité de @, on
peut remarquer que Q est le produit Hlsisk; Q; d’opérateurs Q; qui commutent entre eux

deux & deux et sont définis par:

Qi(p)(m1) = (p(@1) — (1:))/(z1 — %) = 2"21 Zoggn_l(z,)‘(%-)"-l—’%

ol les nombres complexes 1,72 - . -, ¥k, sont tels que

n
T =H 1 — Vi)
Zosnsklc"( ) i, & T

Alors

1 —1-1
XGRS DD DN GO kN
= ==
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[Zn?o lonl(o1)™ — ano |pn) |')‘i|n] /(o1 — %)

(1/(er = lv)llelle, dés que o1 > |yl

VAN /AN

Supposons la proposition vraie pour p variables et montrons la pour p + 1 variables. Con-
sidérons le polynéme Zosng ks cn(z2,...,2p+1)(z1)". D’aprés I'hypothése de récurrence, il

existe un opérateur linéaire analytique D tel que:
Do, =1

D envoie B,,,...,o,,, de facon continue dans lui méme dés que g2, ..., gp+1 sont assez grands.
k k-1
Posons *"Pr k; = P ky (—Chy —1, Cky Chy =2, - - -, (—1) (ck, ) " o).

On a la relation de récurrence

ok j—1 *k
Praky = E c Chy—j Pr—gky.
"t 1<i<inf(ky,m) 1 277 E

Pour toute fonction p(z) = ano(m)"tpn (z2,...,Zp+1) dans By,,....o,,, OD pose:

Q=) = Zn>k1 Zu<z<n-k1(“’l)l(D"“k1 T 0 TPk~ ) ()

— n—ky—m m4+1l | wx
- Zn}kl Zogmsn—kl (xl) (D ° Pm'kl)((p")'

Montrons la convergence normale de cette série.
Posons M = max) gk, "01'"92,---.9,,4.1: d= "DIIQZy"'va-f-l

alors
"**Pmrkl (pn"92,-"79p+1 s (kl)mMm "‘pn"921-"19p+1

ce qui entraine

n—kj-m m
l@le<d} D> (@) T M) enllen e
< [#/(e) 7 (o = dka )] el

Il reste & montrer I’égalité

Qo (Zlgﬂgkl cn(z2,... ,xp+1)(x1)n) =1

ce que 'on fait de la méme maniére que dans la proposition précédente.
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§9. Applications aux équations différentielles &4 coefficiens constants.

Soit I’équation

n
nl,...,npanl+ +"”y/t9a:'1” e 3:1:,,” =0

(e):

a
ZOSM Ski1KiSP

ol pE N—{0},k: E Npour 1 %< p, k1 #0,n; € Npour 1 < i < p, @n,,..,n, €C pour
ni < ki (1<4<p), k0,070,

Définition 9.1. On appelle conditions intiales analytiques (resp. analytiques exponen-
tielles) relatives & z; pour une solution y de I’équation (e) la donnée de k, opérateurs linéaires
analytiques (resp. analytiques exponentiels) Qo,@Q1,...,Qk,-1, constants par rapport & z,

c’est a dire vérifiant Q; = 8, o,...,0) * Qi, tels que:

8z1,0...,0) *aiy/am‘i =Q@Q; pourtouti 0i<<k—1

Remarque 9.2. On peut aussi exprimer ces conditions en utilisant le produit de con-
volution partiel par rapport & zi, puisque, pour tout opérateur linéaire analytique @, on
a:

z
b(e1.0,..00*Q@=1% Q.

Désignons par (e.f.) D’équation

Qngy,... an)+---+n_,, Ba:"‘ . '6.’1,‘"p =6 0,...,0)*
Zosmski,xssp T y/de P 0n0)

Lemme 9. 3.
a) Il existe un opérateur linéaire analytique exponentiel d’ordre inverse (1,1) de conditions
initiales nulles, solutions de (e.f.).
b) Si les coefficients du premier membre de I’équation vérifient la condition ak, n,,...,n, =0
si (n2,...,np) # (0,...,0), il existe un p-uple de nombres réels o = (01, ...,0p) tels que

0 € 0: <1 (1 <1< p) et un opérateur linéaire analytique exponentiel E d’ordre inverse

(o, 0), de conditons initiales nulles, solution de (e.f.).

Démonstration.
D’aprés les deux propositions précédentes, il existe un opérateur linéaire analytique exponen-
tiel Q, tel que

. ny . Np —_—
o T - (iz a =1.
Q0 (X corce, B8 o (@) s sy )
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On pose E = *(Q).
Dans le cas a), Q est d’ordre (0,0) donc E d’ordre (1,1).
Dans le cas b), @ est d’ordre (s1,...,p) avec 0 < s; < 1, donc E est d’ordre (1—s1,...,1—5p).

Montrons la nullité des conditions initiales pour E:
8(21,0,...0) ¥ E/8zi =0 pourtout 0<i<hk —1.

éqiuvaut 3

Qo (z;)‘ ©6(0,22,...,zp) = 0 "pourtout 0Kigk -1
ce qui est évident d’aprés la définition de Q.

Remarque 9.4. L’opérateur E du lemme qui précéde est défini sur £,(B,) oll g est aussi
petit que 'on veut. En effet on peut trouver ¢' = (g},...,0p) et 0" = (0,05, .., 0p) aussi

grands que ’on veut tels que:

IS(EDk.sl < M [(G)'77/(k)'77] [¢7 /"]

donc

1Bl < MG DT, _ (@700 (glyn MO =30 (1 4. gl yooetha),

1<i<p
d’aprés lemme 8.5b (démonstration)

Définition 9.5. On appelle solution fondamentale opérateur une solution analytique ex-
ponentielle de I’équation (e.f.) dont les conditions initiales sont nulles (on verra plus loin

qu’elle est unique sous la condition @k, ,n,,...,n, = 0, pour tout (n2,...,n,) # 0).

Remarque 9.6. On a probablement un résultat plus général que celui obtenu dans le
lemme (partie b)).
Considérons en effet le cas de deux variables (p = 2) et un polynéme Zosjs k, G (z2)(21 ) olt

P'on suppose cette fois-ci, au lieu de Phypothése cx, (z2) = 1:
d°(cx, (z2)) 2 d°(c;i(z2)) pour tout j tel que 0 < 7 < ky — 1.

La proposition 8.7 est alors vraie pour ce polynéme avec (s1, s2) quelconques tels que 0 <
si € 1 (onn’a plus la condition de petitesse de s par rapport a s;).
En effet, soit D un inverse & gauche de cx, (x2), construit comme dans la proposition.
Si p(z2) et g(z2) sont des polynémes en x> dont le degré est inférieur ou égal a celui de Crky
on a:

[Dp, Dg) =0
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pour tout réel sz tel que 0 € sz < 1 et tout rayon p assez grand, la norme de
Dp : L.(Bo,) — Ls(B,,) est majorée par une fonction v(p, sz, 02) du type sui-
vant v(p, s2, g2) = Zi,ﬁnie a; Hj,ﬁm. 1/(02 — A)™ ot cu, \; sont des réels positifs
dépendant de p et D, n; des entiers positifs.

On définit, comme on l'avait fait précédemment, un inverse a gauche @ pour Zogj <k, G (z2)

(z1)’ par la formule:

QA@ =", D @)D 0 P )(gn)

%

(ot mok = Pk (—Chy =1, Chy Chy —25 -+ (_1)kl (ckl)kl_lcﬂ))

Mais @Q s’écrit aussi:

QA =D D @) T k()

Gmky = [pm,k,(—DCkl—l,DCk,-z,u-,(—-l)k‘DcO)] oD
=Do [pm,k,(—ckl_lD,ckl_zD, L (=Dk coD)] .

Sous cette forme, on majore facilement la norme de gk, -

Désignons par v;(g2, s2) la norme de
b oci 1 Loy(Boy) — Lay(Beo)
et par v(gz, 52) = Max; igk, (Ve —i(2, 52))"/*
ligm, ks (9n)llsz.02 < (k)™ (v(02,52)) " ll@nllsz,ez

donc

1Q(P)ls1.52.01.2
_ _ 1\81 n—k;—m m
<D ot Dogmenn, (= Fr = m)" (@) [k1v(e2, s2)]™ lI#nllea.ss
< [1/(e)* ™ (o1 — krv(02,52))] lipllsr,ozer.ea-
Théoréme 9.7. Sous I’hypothése i, ny,..,n, = 0 pour tout (nz,...,np) # (0,...,0), il

existe un p-uple de réels ¢ = (01, ...,0p) ot 0 < g; < 1 tel que toute solution y de I'équation

(e), de conditions initiales analytiques exponentielles d’ordre inverse (7, 0)(Q:)ogigk, 1 S'écrive
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de maniére unique sous la forme:

(z2,.. v«tp)

y= Zm{k (8/821 0 8°E/0a}) A

ot E est la solution fondamentale opérateur et Ao, Ay,...,Ax 1 des opérateurs linéaires
analytiques constants par rapport & 1, s’exprimant en fonction des polynémes

 \n2 e m N .
Zo<n, <k;,2€5<p Bn1m2,np (122)™2 ... (iT,)™P et en fonction linéaire des conditions initiales.

Démonstration. On ne fera intervenir I’hypothése Gky,n2,...,n, = 0 pour tout (na,...,n,) #

(0,...,0) que le plus tard possible. Démontrons d’abord le lemme:

Lemme 9.8. Si M et A sont deux opérateurs linéaires analytiques exponentiels et si A est
constant par rapport a x;, alors

= (z2,...,2p) (x2,.. .-’:)
Lo (M5 A) = (% ) T

Preuve. Pour SImphﬁer Pécriture on remplace les p — 1 variables T2,...,Tp par Ta.

A vérifie A=1% A, donc si ¢ est une fonction dans un £, (B,) convenable:
(1% A)(9)(@) = A(v —> p(z1 +v1,22))(0, 72) = A()(z)
(M?A)cp(a:) =M(u — Av — o(v1,u2 + v2))(u1, 22 — u2))(x)

donc

(WH (M F M)()) = (M F W)y ~ (e +31,12)(0, 72)

=M(u— Alv — ez +v1,us + v2))(u1, T2 — u2))(0, x2)
= M(u - Av - (21 + w1 + v1,u3 + v2))(0, 22 — u2))(0, z2).

D’autre part

A% M Z AP () =17 M) - A(v = p(v1,u2 + v2)) (w1, T2 — u2)) ()
=M(u — A(v - o(v1,uz + v2))(x1 + w1, 23 — u2))}(0, z2)
=M(u— A(v > (1 + 21 + uy, up + v2))(0, 22 — u2))(0, z2)

d’ou le lemme.

Si Ao, ..., Ak, -1 sont des opérateurs linéaires analytiques exponentiels d’ordre inverse (o, o)

constants par rapport 3 z; alors
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est solution de (e).
Supposons que la solution de conditions initiales (Q:)ogigk, -1 'écrive sous cette forme.

Dire que y est de conditions initiales (Q:)ogigk, -1 €St équivalent &

1% {Zo«k (8/021 00" E[8ai*) (:2'32'%)1\3} =Q (0<i<k-1)
AL Rt

c'est & dire
z iy L (Z24eerZp)
: i+, i+, P _ .
(1 * Eosisk;—l (8/3:1:1 03 E/0x] -")) * Aj=Q O0<i<hk— 1)
zy . (£20%p)
donc a%e) ¥ TUA=Q
ot A est le vecteur colonne *(Ag, A1,. .., Ak, —1), Q le vecteur colonne ©(Qo, Q1,- - - » Qr1—1)s

(1% £) la matrice carrée d’ordre ky dont I'élément situé 4 la RI°™M€ ligne et 3 la j1€me colonne

est:
En; = 1% (8/8z1 08" *E/82,"77%)
(En;) = S (8(s1,0,...,0) *(8/0z1 0 hHi—2E ozt ?))
=3 (8/0z10 "2 E/02"972) 0 6(0,25,...2p)
= [{S‘(E) ° (i-’”l)hﬂ—z}*(-’i$15(o,...,0)] 0 8(0,22....,7p)
= —ghti-t [2:1, S(E) o (ml)h+j—2] 08(0,23,...,zp)"
Posons

bi(z2,- .- %p) = Zosnj@cj.zéjsp 1,ngymimp (i82)"2 -+ (i) 0 < I<hk

Lemme 9.9. La matrice (Er,;)1<h,i<ky» OU

Enj=1% (8821 0072 /82y *7%)

vérifie
En; =0 si h+ji<hk
*g‘zz,...,zp ((bkl)h_‘_j_kl)zay-;:mp Eh,j = *sz""‘m? (ah+j-k1) Si h+J ? kl + 1
ou
ap = 1
al = _bkl—l

ap =~ Zo<j<p_1(bkl)jbkl—l"jbp—l—j (0o<p<hk—1).
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Démonstration.
Ona
" (b, )T = 08 (00T 0 80,000

donc

gf(tgzz,...,:l:p ((bkl )h-i-j—kl ) wz.*,xp Eh,j)
= S(Bnj % ((br)" ™ 060,25,..05))
=S(En;) o (b, )01
La formule & montrer équivaut donc i:
S(Brs)=0 si h+jij<k
{S(Eh,j) o (be, )*9 R = Chtj—1-k1 8(0,24,....2p) si ht+jizhki+1
c’est a dire a
[21,3(E) 0 (z1)" "% 0 80,0529y =0 si A+ <k
[z1, S(E) o (zl)h“'z] o 5(0,::;....,::,) o (b, )""’j"cl =

= (=" ehg o1k, 6(0,22, .. zp) s bt G2 R+ L

Le résultat est immédiat pour h+ 5 < k, puisque les conditions initiales de E sont nulles. Si
h + 3 > ki1, on montre, par récurrence sur ! = h + j— k1 — 1, la formule:

[21, S(E) 0 (21)"**4 71 0 (0 25,....0p) © (Bry )+ = — (=)0 @18(0,25,....2p)

si l =0, c’est une conséquence de:

S(E) o (zoggkl (21 bs (s, ..., 2)) =1

Supposons la formule vraie pour ! et montrons la pour ! + 1.
[21, S(E) 0 (21)"**1] 0 (br, )**? 0 6(0,24,....09) =
[21, S(E) 0 (21)" by, © (1)'] 0 (bk, )+ 0 §(g,es,... 2
[on (=0 (1- D ocscryo SEV 0 (2Y5;) @1)'] 0 (50,)* 0 b0y
- " ZO<j<k1—1
{l21,3(E) 0 (@Y 0 (b1, Y275 0 60,05,y } © (1) (b1 )12

Ntk j
= (=Rt :o<j<l(bk1)’bk,_1_,~al_,~
R

- _ (_i)l+kx+1

al+16(0,m2,...,z,,)
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N j ’on
ol aiy1 = — E bk, Vb, —1—ja1—; d’ou le lemme.
+ Osjél( 1) 1 ) 3

Utilisons & partir de maintenant I’hypothése ax;,nz,...np = 0 pour (ng,...,np) # (0,...,0)
C’est & dire bk, = 1; sinon il existe des opérateurs linéaires analytiques exponentiels non nuls
Q tels que Qo by, =0.

La matrice 1 % £ est la suivante:

0 " 0 g% (ap)
tgzz,...,z,, (ao) tggzg,...,zp (al)

*QyT2)0eZp (ao) ig:g,...,wp(al) . *QyF2s 0 %p (akl—l)

L yeer s,
On peut maintenant résoudre la sytéme (1 3 &) * * A = Q qui équivaut a:

T2yeensTp

Akl_i =T ZlSqSi—l g (a¢1) * Akl-i+q + le—‘i 1<i< k.

On le résoud de proche en proche en commengant par ¢ = 1.
1l reste & vérifier que les produits de convolution qui interviennent sont bien définis, ce qui ne
pose pas de probléme puisque, d’une part, les ag sont des polyndmes et I'on a:

QT ()2 - - (mp)?) = @ — ()T (82T 828} - - B} ) (21, 0)

d’autrer part la solution fondamentale E est définie sur Lo (B,) avec o aussi petit que 'on
veut.

Résolution de 1’équation avec second membre.

On considére I’équation

(e1):

n1+...np ny np __
Gny,nzy,np0 y/Oz ... 02" = R
Zosniski.lsisp Lzt /823 ?

ot I’on fait toujours Phypothése ¢ky,ny,...n, = 0 pour (n2,...,mp) # (0,...,0) et ot R est
un opérateur linéaire analytique exponentiel du méme ordre inverse (0,0) que la solution
fondamentale E associée & (e1).

Lemme 9.10. ExR est la solution de I’équation (e1) dont les conditions initiales sont
nulles.

Démonstration.
Il suffit de calculer les conditions initiales de Ex R

1% 8 (E* R)/82% = 6z, ,0,...0) %8 (Ex R)/0z}
= 8(zy,0,...,0) *(8° E/Bz1 % R)
= (5(,;‘,0,___,0) *6iE/3:ci1) *xR=0 pour 0<i<hkh —1.

Ce qui donne le résultat.
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