
On v-adic periods of t-motives

三柴 善範 (九州大学大学院数理学府 博士課程 1年)∗

函数体上の tモチーフM と有限素点 vに対して，M の v進周期に関する超越次数とM

から得られる代数群の次元とが等しいという結果を紹介します．本稿は，第 19回 (2011年
度)整数論サマースクール「保型形式のリフティング」での院生・ポスドクの時間において
講演した内容をまとめたものです．素晴らしい勉強会を企画・運営して下さったオーガナイ
ザーの皆様，聴講して下さった参加者の皆様に感謝致します．

1 はじめに

Riemann ゼータ函数の特殊値の間にQ上どのような代数的関係があるかはまだほとんど
知られていないが，この正標数類似である Carlitz ゼータ函数の特殊値については，完全に
知られている．その証明では，函数体上の tモチーフという対象の Betti 実現 (∞進的対象)

による周期に関する超越次数を決定する Papanikolas の結果が重要となっている．一方で有
限素点 vに対して，v進ゼータ函数や v進実現が考えられる．本稿では，tモチーフの v進
実現に対する Papanikolas の結果の類似を解説する．
まずは標数 0の場合を述べる．Riemann ゼータ函数の特殊値について，次のような予想

がある．

予想 1. nを 2以上の整数とすると，

tr.degQQ (π, ζ(2), . . . , ζ(n)) = n− bn/2c

が成り立つ．ここで，πは円周率であり，実数 xに対して bxcで xを超えない最大の整数を
表す．

よく知られているように，偶数点においては ζ(2n)/π2n ∈ Qとなる．従って予想 1は，π

とゼータ函数の特殊値の間には，他に Q上の代数的な関係がないだろうということを述べ
ている．予想 1については，まだほとんど何も分かっていない．しかし，この正標数類似で
ある Carlitz ゼータ函数については，同様の主張が既に示されている．以下，このことにつ
いて述べる．
Fqを位数 qの有限体とし，その標数を pとする．K := Fq(θ)を Fq上の一変数有理函数体

とする．1以上の整数 nに対して，

ζC(n) :=
∑

a∈Fq [θ], モニック

a−n ∈ K∞ := Fq((θ
−1))
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を Carlitz ゼータ函数の特殊値という．Fq[θ]，K，K∞をそれぞれ Z，Q，Rの類似物と見
做せば，これは Riemann ゼータ函数の特殊値の類似物と考えることができる．定義から，
正の整数mと nに対して ζC(p

mn) = ζC(n)
pm となることが分かる．次に，πの (正確には

2π
√
−1の)類似物 π̃を

π̃ := θ(−θ)
1

q−1

∞∏
i=1

(1− θ1−qi)−1 ∈ K∞((−θ)
1

q−1 )

と定義する．このとき，q− 1の倍数 nに対して ζC(n)/π̃
n ∈ Kとなることが Carlitz によっ

て示されている．]Z× = 2，]Fq[θ]
× = q−1であることを踏まえると，これは Riemannゼー

タ函数の偶数点における性質の類似である．実は，正標数のときにはK 上の関係式がこれ
らで全てであることが Chang と Yu によって示されている．

定理 2 ([CY, Corollary 4.6]). nを 1以上の整数とすると，

tr.degK K (π̃, ζC(1), . . . , ζC(n)) = n+ 1− bn/pc − bn/(q − 1)c+ bn/p(q − 1)c

が成り立つ．

この定理の証明には，Papanikolas による tモチーフの周期に関する超越次数についての
結果が中心的な役割を果たしている．以下，このことについて述べる．tモチーフについて
の詳しいことは次の章にまとめる．
K̂∞をK∞の代数閉包の∞進完備化とし，| · |∞をその上の自然な絶対値とする．また，

tを θとは独立な変数とする．

T := {f ∈ K̂∞[[t]]|f は |t|∞ ≤ 1で収束 }

とし，L := Frac(T)を Tの分数体とする．このとき，Lには Frobenius 作用 σ が自然に
作用し，その固定部分は Fq(t)となる．M を tモチーフとする．tモチーフは有限生成自由
K[t]加群に付加構造を入れたものであり，その Betti 実現 HB(M) ⊂ L⊗K[t]M が定義され
る．HB(M)は Fq(t)ベクトル空間となり，その次元はM の階数以下であることが示せる．
dimFq(t)HB(M) = rankK[t]M =: rと仮定し，HB(M)の基底 xとM の基底mを固定する
と，L⊗K[t] M 内において xをmに移す変換行列Ψ = (Ψij)i,j ∈ GLr(L)が得られる．一方
でこのようなM に対して，M が生成しHB をファイバー関手とする Fq(t)上のニュートラ
ル淡中圏が得られる．Γをその基本群とする．定義より，Γは Fq(t)上の代数群となる．こ
のとき，Papanikolas によって次の定理が示されている．

定理 3 ([Pa, Theorem 4.3.1, 4.5.10]). M を dimHB(M) = rankM となる tモチーフとし，
Ψと Γを上のように定める．このとき，

tr.degK̄(t) K̄(t)(Ψ11,Ψ12, . . . ,Ψrr) = dimΓ

が成り立つ．

有限素点 vに対してM の v進実現 V (M)が定義され，HBの代わりに V を用いて変換行
列と代数群が同様に得られる．それらに対して定理 3の類似が成立することを 3章で述べる．
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注意 4. Papanikolasは実際には，“ABP-criterion”と呼ばれるもの ([ABP])を用いることで，

tr.degK̄ K̄(Ψ11|t=θ,Ψ12|t=θ, . . . ,Ψrr|t=θ) = dimΓ

となることまで示している．Anderson と Thakur は [AT]において，ある種の tモチーフ
M に対して，Ψ|t=θが ζC と関係することを示している．そこから得られる代数群 Γを詳し
く調べることで，定理 2を得ることができる．有限素点 vに対して v進ゼータ函数 ζC,v が
定義されるが，ABP-criterion の v進類似がまだなく，Ψと ζC,v の関係も分かっていない．
そのため，定理 3の v進類似を ζC,v へ応用するにはまだ至っていない．

2 tモチーフ

定理 3の v進類似を述べる前に，ここではアーベル t加群と tモチーフを定義する．定理
を述べるだけなら tモチーフだけで十分だが，その双対概念であるアーベル t加群はアーベ
ル多様体の類似として捉え易いので，まずはそちらから述べる．

定義 5. K上のアーベル t加群とは，K上の Fq[t]加群スキームEであって，次の条件を満
たすものである：

• ある整数 d ≥ 0に対して，K の代数閉包 K̄ 上の群スキームとしてEK̄
∼= Gd

a．

• 十分大きなN に対して，(t− θ)N Lie(E) = 0．

• Homgr.sch./K(E,Ga)は自然に入るK[t]加群の構造に関して有限生成．

定義から，アーベル t加群とはだいたい Gd
a に Fq[t]の作用が入ったものであり，アーベ

ル多様体への Z作用の類似と考えられる．正標数の場合には q乗 Frobenius 等があるので，
End(Gd

a)が大きくなり，様々な作用を考えることができる．

例 6 (Carlitz 加群). C := Ga,K とし，Fq[t]作用を

Fq[t] → End(C); t 7→ (x 7→ θx+ xq)

で定める．このとき，Cはアーベル t加群になることが分かる．これを Carlitz 加群という．

次に tモチーフについて述べる．Frobenius 作用 σを

σ : K[t] → K[t];
∑
i

ait
i 7→

∑
i

aqi t
i

と定める．

定義 7. K上の tモチーフとは，K[t]加群M と写像 ϕ : M → M の組 (M,ϕ)であって，次
の条件を満たすものである：

• M は有限生成自由K[t]加群．

• ϕ : M → M は σ半線型．
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• detϕ = c(t− θ)n (c ∈ K×, n ≥ 0)．

• M はK[ϕ]上有限生成．

ここで，detϕはM のK[t]基底mを取ったときに ϕm = Amとなる行列Aの行列式であ
る ((K[t])× = K×より，detϕが 3つ目の条件の形であるかどうかは基底の取り方に依らな
い)．組 (M,ϕ)を単にM とも書く．

アーベル t加群Eに対して，ME := Homgr.sch./K(E,Ga)とおく．Eの方の t作用をその
ままME への t作用とし，Gaの方の定数倍と q乗写像をME への定数倍と ϕ作用とするこ
とで，MEはK上の tモチーフになる．この対応は自然に関手になるが，実は次の命題が成
り立つ．

命題 8. EにMEを対応させる関手は，K上のアーベル t加群のなす圏からK上の tモチー
フのなす圏への圏同値を与える．

例 9 (Carlitz tモチーフ). Cを例 6で定義した Carlitz 加群とする．このとき，MC はK[t]

加群としてはK[t]と同型となり，ϕ作用は a ∈ MC に対して ϕ(a) = (t− θ)σ(a)となる．こ
れを Carlitz tモチーフという．

3 v進の場合

この章では Papanikolas の結果の v進類似について述べる．v ∈ Fq[t]をモニックな既約
多項式とし，K の分離閉包 Ksep を固定する．Fq(t)v，K(t)v，Ksep(t)v をそれぞれ Fq(t)，
K(t)，Ksep(t)の v進完備化とする．このとき，σはK(t)v とKsep(t)v に自然に延長され，
その固定部分は Fq(t)v となる．K 上の tモチーフM に対して，その v進実現を

V (M) :=
(
Ksep(t)v ⊗K[t] M

)σ⊗ϕ

で定義する．但し，(−)σ⊗ϕで作用の固定部分を表す．V (M)は Fq(t)vベクトル空間となり，
その次元は常にM の階数と等しいことが分かる．tモチーフのままでは扱いにくいので，v

進実現が経由する次のような圏を考える．

定義 10. K(t)v上のϕ加群とは，有限次元K(t)vベクトル空間Nとσ半線型写像ϕ : N → N

の組のことである．単にN とも書く．ϕ加群の間の射は，K(t)v 線型写像で各 ϕと可換な
ものである．

N をK(t)v 上の ϕ加群とすると，自然な写像

Ksep(t)v ⊗Fq(t)v V (N) → Ksep(t)v ⊗K(t)v N

が得られる．ここで，V (N) := (Ksep(t)v ⊗K(t)v N)σ⊗ϕである．K(t)v上の ϕ加群で上の写
像が同型となるもののなす圏を Cで表す．このとき，Cは V をファイバー関手とする Fq(t)v

上のニュートラル淡中圏となる．また，M をK 上の tモチーフとすると，K(t)v ⊗K[t] M

が Cの対象となることが分かる．
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M を K 上の t モチーフとし，r := rankK[t]M とする．このとき，上に述べたことか
ら r = dimFq(t)v V (M) となる．V (M) の基底 x と M の基底 m をそれぞれ固定すると，
Ksep(t)v ⊗K[t] M 内において xをmに移す変換行列

Ψ = (Ψij)i,j ∈ GLr(K
sep(t)v)

が得られる．Ψは各基底の取り方に依るが，GLr(K[t])\GLr(K
sep(t)v)/GLr(Fq(t)v)にお

いて well-defined である．Ψの各成分 Ψij を，M の v進周期という．v =
∏d

l=1(t − λl)と
Fq で分解すると，

Ksep(t)v =
∏
l

Ksep((t− λl))

となるので，これに合わせてΨij = (Ψijl)lと成分表示する．次に，Γv をK(t)v ⊗K[t] M が
Cにおいて生成する部分淡中圏 (有限回の直和，テンソル積，双対，部分商を取って得られ
る対象全体)の基本群とする．定義から，Γvは Fq(t)v上の代数群である．このとき，以下の
定理が成り立つ．これは定理 3の v進類似と考えられる．

定理 11 ([Mi, Theorem 4.14, 5.15]). M をK 上の tモチーフとし，Ψijl，Γv を上のように
とる．このとき，任意の lに対して

tr.degK(t)v K(t)v(Ψ11l,Ψ12l, . . . ,Ψrrl) = dimΓv

が成り立つ．

注意 12. Cの対象N に対して，V (N)にはKの絶対 Galois 群GK := Gal(Ksep/K)が自然
に作用する．GK の Fq(t)v 係数連続表現のなす圏をRepFq(t)v(GK)とすると，V は圏同値

C ' RepFq(t)v(GK)

を引き起こす．従って，tモチーフM に対して Γv は Im(GK → GL(V (M)))の Zariski 閉
包と一致する．この事実は定理 11の証明にも使われる．また，そこが定理 3の証明と本質
的に違う部分でもある．

例 13. M を例 9の Carlitz tモチーフとする．このとき，Γv = Gmであり，超越次数は全
て 1である．
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