
GL2上の保型形式と表現論

軍司圭一

1 はじめに

本稿では上半平面上の関数として定義される保型形式を，実 Lie群 SL(2,R)上の関数やアデー
ル群GL(2,A)上の関数として持ち上げ，表現論の言葉でどのように理解されるかについて解説
する．サマースクールの目的の一つに，リフティングの理論的背景を理解するというのがある
が，背景のほとんどは表現論の言葉で記述される．本稿を通して「保型形式とは表現のことであ
る」との感覚を少しでも持っていただければ嬉しい．
参考文献は数多く存在する．本稿は基本的にはGelbartの教科書 [Ge]の 1から 3章を抜粋し

たものである．これはコンパクトにまとまっていてとっつきやすいが，細かな間違いや説明不足
も多く，すべてを読むには自分で補う力が要求される．[Ge]の最終目標は Jacquet-Langlands理
論の解説であるが，本格的に勉強したいならばはじめから原書 [JL]を読んでもよいかと思う．
他には，大部になるが Bumpの教科書 [Bu]はしっかり書かれていて読みやすい．アデール上

の話は全く書いていないが，Borel([Bo])も評判の良い本である．また本稿の内容は過去のサマー
スクールでも解説されており，今野 ([Ko])，森山 ([Mo])などが参考になると思う．特に [Mo]は，
ほぼ同じ内容がより表現論に近い立場から解説されている．

2 保型形式の復習

2.1 定義

保型形式の定義を復習する．記号の準備として，H = {z ∈ C | Im(z) > 0}を上半空間とし，
Γ ⊂ SL(2,Z)を合同部分群とする．すなわち Γ はあるN に対するレベルN の主合同部分群

Γ (N) = {γ ∈ SL(2,Z) | γ = 12 mod N}

を含むと仮定する．g ∈ SL(2,R)とH上の関数 f に対して,

f |kg(z) = j(g, z)−kf(g(z)), g =

(
a b

c d

)
, j(g, z) = cz + d, g(z) =

az + b

cz + d

と定める．j(g1g2, z) = j(g1, g2(z))j(g2, z)より (f, g) 7→ f |kgは Gの H上の関数のなす空間へ
の作用を定める．
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定義 2.1 H上の関数 f が次の 3条件を満たすとき, SL(2,Z)の合同部分群 Γ に対する重さ kの
保型形式であるという．

(1) f はH上正則である．

(2) γ ∈ Γ に対して f |kγ = f が成り立つ．

(3) f は Γ\Hの各 cuspで正則．すなわち任意の γ ∈ SL(2,Z)に対して f |kγは

f |kγ =

∞∑
n=0

aγ(n)e
2πinz/N

の形の Fourier展開を持つ．

さらに条件 (3)において，すべての γ ∈ SL(2,Z)に対して aγ(0) = 0であるとき f を cusp形式
という．保型形式全体のなす空間をMk(Γ ), cusp形式全体のなす空間を Sk(Γ )と書く．これら
は有限次元ベクトル空間である．

命題 2.1 f ∈Mk(Γ )が cusp形式であることの必要十分条件は，ある定数M が存在して

yk/2|f(z)| < M

が成り立つことである．

保型形式は，Γに関する保型性という非常に高い対称性を持っているため，そのFourier係数には
大きな制約がかかる．Heckeによる「自明評価」，すなわち「f ∈ Sk(Γ )に対して |a(n)| = O(nk/2)」
などはその顕著な例である．一方で保型形式の例としてEisenstein級数や theta級数があげられ
るが，その Fourier係数はそれぞれ「約数のべき乗和」や「二次形式の解の個数」といった数論
的情報を含んでいる．保型形式が整数論に応用される一つの例である．

以下 Γ として

Γ0(N) =

{(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}
を考える．ψをN を法としたDirichlet指標 (原始的とは限らない)とすると，ψは Γ0(N)の指
標に

ψ

((
a b

c d

))
= ψ(d)

で拡張される．レベルがN である指標付きの保型形式の空間を

Mk(Γ0(N), ψ) = {f ∈Mk(Γ (N)) | f |kγ = ψ(γ)f, ∀γ ∈ Γ0(N)}

で定義する．
保型形式の Fourier係数から自然に得られるDirichlet級数を用いて L関数が定義できる．
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定義 2.2 (L関数の定義その 1) f ∈ Sk(Γ0(N), ψ)とする．s ∈ CとFourier展開f =
∑∞

n=1 a(n)e
2πinz

に対して

L(f, s) =
∞∑
n=1

a(n)n−s

とおき，f に付随するL関数と呼ぶ．これは上記の自明評価によりRe(s)が十分大きいところで
収束する

保型 L関数はMellin変換を用いて，∫ ∞

0
f(iy)ys−1 dy =

∫ ∞

0

∞∑
n=1

a(n)e−2πnyys−1 dy

=

∞∑
n=1

a(n)(2πn)1−s
∫ ∞

0
e−2πny(2πny)s−1 dy (2.1)

= (2π)−sΓ (s)L(s, f)

表すことができる．この積分表示から以下の定理は容易に導かれる．

定理 2.2 (1) L(s, f)は全複素 s平面に正則に解析接続される．

(2) Λ(s, f) = N s/2(2π)−sΓ (s)L(s, f)は関数等式

Λ(s, f) = ikΛ(k − s, f̃)

を満たす．ここに f̃(z) = (
√
Nz)−kf(−(Nz)−1)である．

(3) Λ(s, f)は任意の C > 0に対する帯状領域 V (C) = {s ∈ C | |Re(s)| < C}で有界．

2.2 Hecke理論

保型形式の Fourier係数は整数論的に非常に重要な意味をもつものであるが，さらに Hecke

作用素を用いることで各係数の間の関係性などが見えてくる．Hecke作用素 Tpは，両側剰余類

Γ0(N)

(
1 0

0 p

)
Γ0(N)を Γ0(N)で左から割った集合の代表系の作用として書かれるが，Fourier

係数への作用をみると以下のように記述される．

定義 2.3 f(z) =
∑∞

n=1 a(n)e
2πinz ∈ Sk(Γ

0(N), ψ)に対して, Tpf(z)を以下で定める．

i) (p,N) = 1のとき

Tpf(z) =
∞∑
n=1

(
a(np) + ψ(p)pk−1a

(
n

p

))
e2πinz, (ただし p - nのときは a

(
n

p

)
= 0)

3



ii) p|N のとき

Tpf(z) =

∞∑
n=1

a(np)e2πinz.

このとき，いずれの場合も Tpf ∈ Sk(Γ0(N), ψ)が成り立つ．

注 Atkin-Lehner [AL]では ii)を Up-作用素と呼んで区別している．

このとき各 Tp-作用素たちは可換であり，かつ (p,N) = 1なる pに対しては，Tpは Petersson

内積に関する双対作用素と可換である．よって Sk(Γ0(N), ψ)の基底として，すべての Tp (p - N)

の同時固有関数からなるものをとることができる．Atkin-Lehnerにより定義された “new form

の空間” Snew
k (Γ0(N), ψ)に空間を制限すれば p|N なる pも含めたすべての Tpの同時固有関数か

らなる基底をとることができる．

定義 2.4 (L関数の定義その 2) f をすべての Tpの同時固有関数とする．Tpの固有値を λpとす
るとき

L(s, f) = a(1)
∏
p

(1− λpp
−s + ψ(p)pk−1−2s)−1

とおく．ただし a(1)は f の Fourier展開の e2πiz の係数である．右辺はRe(s) ≫ 0で収束する．

定理 2.3 f ∈ Sk(Γ0(N), ψ)をすべての Tp-作用素に関する同時固有関数とする．このとき定義
2.2と定義 2.4は同じ関数を与える．さらに 2.2で定義された L関数が定義 2.4の形の Euler積
表示を持つのは，f が同時固有関数であるときに限る．

通常は L関数の定義を 2.2で与え，“f が同時固有関数であれば 2.4の形の Euler積表示を持
つ”と説明されることが多い．しかし多変数の保型形式を考える場合，むしろ 2.4こそが「正し
い」L関数の定義であり，たまたま “SL2 の場合はその Dirichlet級数の係数が Fourier係数と
一致している”と見る方がよい．なお Siegel保型形式の場合，2.2に対応する Dirichlet級数は
Koecher-Maass級数と呼ばれ，別の数学的対象として研究されている．
定義 2.2と 2.4の表示を見比べて，容易に次が分かる．

系 2.4 (重複度 1定理 ) 二つの関数 f, g ∈ Sk(Γ0(N), ψ)がすべての Tp に対して同じ固有値の
固有関数であれば，f と gは定数倍を除いて一致する．

3 SL2(R)の表現論と保型形式

3.1 群への持ち上げ

Γ = Γ0(N)とする．この節では f ∈Mk(Γ )をG = SL2(R)上の関数に持ち上げることを考え
る．K = SO(2) ⊂ Gとおく．f はH上の関数であり，自然な同型G/K ≃ H, g 7→ g(i)がある
のでこの写像を通して f はG上の関数と思うことができる．しかし実際には「保型因子」分を
考慮して持ち上げた方が都合がよいため，そのような持ち上げを考えることにする．
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定義 3.1 f ∈ Sk(Γ )に対して，G上の関数 φf を次で定義する．

φf (g) = j(g, i)−kf(g(i))

このとき φf ∈ C∞(G)であるが，さらに次が成り立つ．

命題 3.1 φf は次の性質を満たす．

(1) φf は左 Γ -不変．すなわち γ ∈ Γ に対して φf (γg) = φf (g)

(2) K ∋ rθ =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
に対して，φf (grθ) = eikθφf (g)

(3) φf は緩増大である．すなわちある定数CとM が存在して |φf (g)| < C∥g∥M (ただし ∥g∥ =

Tr(tgg)と定める)を満たす．

(4) sl(2,C)の元X− =
1

2

(
1 −i
−i −1

)
の作用によって，X− · φf = 0となる．(X− · φf の定義は

後述)

さらに f が cusp形式であるときは次が成り立つ．

(5) δ ∈ SL(2,Z)に対して Γ δ = δ−1Γδとおく．すべての δ ∈ SL(2,Z)と g ∈ Gに対して∫
N∩Γ δ\N

φf (δng) dn = 0.

ここでN =

{(
1 a

0 1

)
∈ G | a ∈ R

}
とおいた．

(4)の意味は後ほど解説するが，これは定義 2.1の (1)「f が正則」から従う性質である．X−

の作用は Cauchy-Riemannの微分作用に他ならない．(1)は f の保型性, (2)はK が iの固定部
分群であること, (3)は定義 2.1の (3)「f の cuspでの正則性」に対応している．

証明) (1), (2)は直接計算すればよい．興味のある読者には自分で確かめることをお勧めする．
(3)については，任意の g ∈ Gはある z = x+ yi ∈ H (|x| ≤ 1/2, |z| > 1) に対して

g = δgzrθ, δ ∈ SL(2,Z), gz =

(
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)

と表せることに注意すると，φf (g) = yk/2e−ikθf |kδ(z)が成り立つ．よって緩増大は y < C∥g∥M

となること及び，f |kδの Fourier展開が n ≥ 0から始まるという性質より従う．(4)は後ほど説
明するので，(5)を証明しよう．

N ∩ Γ δ =

{(
1 hm

0 1

) ∣∣∣∣ m ∈ Z

}
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となる hをとる．このとき z = g(i) ∈ Hと書くと∫
N∩Γ δ\N

φf (δng) dn =

∫ 1

0
φf

(
δ

(
1 hn

0 1

)
g

)
dn

=

∫ 1

0
f

(
δ

(
1 hn

0 1

)
g(i)

)
j

(
δ

(
1 hn

0 1

)
g, i

)−k

dn

=

∫ 1

0
f(δ(z + hn))j(δ, z + hn)−kj(g, i)−k dn

= j(g, i)−k
∫ 1

0
(f |kδ)(z + hn) dn

であり，最後の積分は f |kδのフーリエ係数の定数項に他ならない．よって f が cusp形式である
ことと，この積分が消えることは同値である． 2

この命題の意味することを考えてみよう．まず (1)より φf は C∞(Γ\G)の元と見なせる．こ
の空間には Gが右正則表現として作用している．すなわち g ∈ Gと ψ ∈ C∞(Γ\G)に対して，
gψ(h) = ψ(hg)で gψ ∈ C∞(Γ\G)が定まる．(2)の条件は φf がK の作用で定数倍にしかなら
ないこと，言い換えれば Cφf という 1次元空間がK の作用で閉じていることを意味している．
また (4)はGのリー環の複素化の作用をあらわしている．

3.2 表現論を用いた解釈

上で説明したことから，保型形式の理論は表現論を用いてとらえられそうだということが見え
てくる．そこで，表現論の立場からの準備をしよう．
Gを Lie群とし，以下Gの表現といったらHilbert表現を考えることにする．Gの表現そのも

の，すなわちG-加群を考えるのが最も自然に見えるが，実はこれは余り扱いやすい対象ではな
い．以下に説明する (g,K)-加群を考えることで，表現の代数的取り扱いが可能になり，より扱
いやすくなる．

Lie群Gの表現を考える際に，まず表現を極大コンパクト部分群Kに制限してK-表現として
分解しておく．コンパクト群の表現は完全可約であり，既約表現はすべて有限次元表現であるか
ら (Peter-Weylの定理)扱いやすい．G-表現 (π,H)をK-表現で分解したとき

H =
⊕̂
δ∈K̂

m(δ)Hδ, m(δ) <∞

となる，すなわちK-表現で分解したときの重複度が有限であるとき，この表現は許容的 (admis-

sible)であるという．
今の場合 K = SO(2)はアーベル群であり，すべての既約表現は 1次元である．既約指標は

m ∈ Zを用いてK ∋ rθ 7→ eimθの形で与えられる．これにより SO(2)の既約表現の同値類全体
を Zと同一視する．
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さらにGの表現よりもその Lie環 g0の表現のほうが扱いやすいという事情がある．Gは一般
には非可換な群であり，例えば生成元などを求めるのも簡単ではないが，ベクトル空間である g0

ならば基底を書くのも容易である．
Gの Hilbert表現 (π,H)に対して，g0 = Lie(G)はH のすべての元には作用しない．v ∈ H

をとったとき，X ∈ g0に対して

d

dt
π(exp(tX))v

∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

π(exp(tX))v − v

t
(3.1)

が存在するとき，vをHの微分可能な元という．無限回微分可能な元全体をH∞で表すとき，g0

はH∞に Lie環として作用している．この作用を自然に g := g0 ⊗R Cの作用に拡張する．

まとめると，Gの表現 (π,H)を考える際，G-作用すべてを考えるのではなく，代わりに g-作
用とK-作用 (K はGの極大コンパクト部分群)の組を考える方が扱いやすい．この表現空間は
H∞でもよいが，さらに少しだけ小さくしてK-有限なベクトルの空間

HK = {v ∈ H | dim(π(K)v) <∞}

を考えた方がよい．例えばH が許容的のとき，K表現で分解してH =
⊕̂

δm(δ)Hδ と表わされ
るならば，HK =

⊕
δm(δ)Hδ である．HK ⊂ H∞かつ，HK はHの中で denseであることが示

される．
このようにして与えられる gとKの作用の入ったベクトル空間HK を一般に (g,K)-加群と呼

ぶ．H が G-表現として既約であることとHK が (g,K)-加群として既約であることは同値であ
る．なお抽象的な (g,K)-加群の定義は [Ma]を参照のこと．

以上の表現論的な準備を踏まえて，f ∈ Mk(Γ0(N), ψ)に対して X− · φf = 0が成り立つこ
とを証明してみよう．X− ∈ gの作用は (3.1)で与えられている．z = x + yi ∈ Hに対して，

gz =

(
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)
とおくと gz(i) = zである．岩澤分解から任意の g ∈ Gは g = gzrθ と書

けるが，φf にKが指標で作用すること及び rθX−r
−1
θ = e−2iθX−に注意すると，結局 g = gzに

ついて調べれば十分であることが分かる．

X− =
1

2

(
1 0

0 −1

)
+
i

2

(
0 −1

0 0

)
+
i

2

(
0 0

−1 0

)
と分解して，各行列を簡単のためA,B,C で表す．このとき

A · φf (g) =
1

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φf

((
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)(
et 0

0 e−t

))

=
1

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
ektyk/2f(x+ iye2t)

)
=
k

2
yk/2f(z) + yk/2+1 ∂

∂y
f(z)
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B · φf (g) =
i

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φf

((
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)(
1 −t
0 1

))

=
i

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

yk/2f(x− ty + iy)

= − iy
k/2+1

2

∂

∂x
f(z)

C · φf (g) =
i

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φf

((
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)(
1 0

−t 1

))

=
i

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(−ti+ 1)−kyk/2f

(
x− ty

t2 + 1
+ i

y

t2 + 1

)
= −k

2
yk/2f(z)− iyk/2+1

2

∂

∂x
f(z)

である．よって f の正則性より

X− · φf (g) = −iyk/2+1

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
f(z) = 0

が成り立つ． 2

3.3 表現論からみた保型形式の空間

f ∈ Sk(Γ0(N))とすると，命題 2.1から φf ∈ L2(Γ\G)であることが分かる．すでに述べたよ
うに Gは Hilbert空間 L2(Γ\G)に右正則表現として作用しているから，そのK-有限部分空間
L2(Γ\G)Kは (g,K)-加群になっている．では，φf によって生成される (g,K)-加群は，一体どの
ようなものであろうか? 実は以下のようにして与えられるような，既約 (g,K)-加群が存在する．

正則離散系列

H = −i

(
0 1

−1 0

)
, X+ =

1

2

(
1 i

i −1

)
, X− =

1

2

(
1 −i
−i −1

)
とおく．これは g = sl(2,C)の基底であるが，さらにいわゆる SL2-tripleの関係式

[X+, X−] = H [H,X+] = 2X+ [H,X−] = −2X−

を満たす．exp(iθH) = rθ ∈ Kに注意すると，(g,K)-加群 V の元 vがウェイトmの固有ベクト
ル，つまり rθv = eimθvを満たすならば，Hv = mvであり，X+v, X−vはそれぞれウェイトが
m+ 2, m− 2のベクトルになっていることが分かる．

整数 k ≥ 1に対して，次の性質を満たす無限次元既約ユニタリ (g,K)-加群が存在する:
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• 表現空間は V =
∞⊕
m=0

Cvk+2mであり，各 vnは rθvn = einθvn，よってHvn = nvnを満たす．

• X+vn ∈ Cvn+2かつX−vn ∈ Cvn−2，特にX−vk = 0である．

この表現をD+
k であらわし，k ≥ 2のとき正則離散系列(holomorphic discrete series)，k = 1

のときは離散系列の極限(limit of discrete series)と呼ぶ．離散系列かそうでないかの違いは，
L2(G)K の部分表現 (L2(G)のK-有限部分)として実現できるかできないかの違いである．ウェ
イトが最小となるベクトル vkを lowest weight vectorと呼ぶ．
D+
k のより詳細な説明や表現の実現などについては，例えば [Kn, Chapter II, §5-6]を参照の

こと．

注 この表現のX+とX−の役割を取り替えたような表現も存在し，表現空間はV =
∞⊕
m=1

Cv−k−2m

となる．これを反正則離散系列(anti-holomorphic discrete series)といいD−
k であらわす．

注 D+
k と同様な sl(2,C)の作用を持ち，lowest weight kが k ≤ 0となるような既約表現を構成

しようとすると有限次元表現になってしまう．有限次元表現は自明表現を除いてユニタリになら
ない．

さて，f ∈ Sk(Γ )に対してφf ∈ L2(Γ\G)を考えると，命題 3.1よりφf はD+
k の lowest weight

vectorになっていることが分かる．以上をまとめて次を得る．

定理 3.2 次の同型射がある．

Sk(Γ ) ≃ Hom(g,K)(Dk, L
2(Γ\G))

この同型射は，f ∈ Sk(Γ )に対しDk の lowest weight vectorを φf に写すような (g,K)-準同型
として与えられる．

これで保型形式と L2(Γ\G)の既約部分表現との間に対応ができたが，Gの既約表現は正則離
散系列だけではなく，主系列表現と呼ばれるものなど他にもある．それらを扱うために，“保型
形式”の概念を少し拡張することにする．
そのために，命題 3.1の性質のうちX− ·φf = 0を別な表し方にしておくと都合がよい．U(g)

で gの普遍包絡環を表すとき，∆ ∈ U(g)を

∆ = −1

4
(H2 + 2X+X− + 2X−X+)

で定める (行列演算ではなく U(g)の中での演算であることに注意)．この∆は Casimir元と呼
ばれ，U(g)の中心を Z(g)とおくと Z(g) = C[∆]であることが知られている．さてこのとき
f ∈Mk(Γ )に対して (

∆− k

2

(
k

2
− 1

))
φf = 0

が成り立つ．
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注 Z(g) = C[∆]であるから，Schurの補題より∆は既約表現に対しては常に定数倍で作用し
ている．X−の作用を見るよりも∆の作用を見るほうが，表現論的にはより正統的な考え方で
あるといえる．

上記結果を踏まえたうえで，G上の保型形式を次のように定義する．

定義 3.2 G上の関数 f が保型形式であるとは次の性質を満たすことである．

(1) f は左 Γ -不変．すなわち γ ∈ Γ , g ∈ Gに対して f(γg) = f(g).

(2) f は右K-有限．すなわち各 g ∈ Gに対して

dim⟨f(gk) | k ∈ K⟩C <∞

(3) f は Z(g)-有限．すなわちある 0でない多項式 p(x)が存在して，p(∆)f = 0.

(4) f は緩増大．すなわちある定数 C, M が存在して

|f(g)| < C∥g∥M .

この空間をA(Γ,K)で表す．さらに f が cuspidal条件∫
N
f(ng) = 0 a. a. g,

を満たすとき，f を cusp形式という．cusp形式の元全体をA0(Γ,K)で表す．

注 (3)の条件は fが微分可能でないと定義されないように見えるが，実際には超関数と見ること
で，U(g)の作用はより一般の関数に拡張される．(2)，(3)の条件から f が通常の意味で smooth

であることが示される (cf. [Bo, Theorem 2.13]).

以下，表現論の立場から得られる事実をまとめるため，いくつか用語を定義する．ψ ∈ L2(Γ\G)
が命題 3.1の (5)の性質 ∫

N
ψ(ng) dn = 0

を満たすときφは cuspidalであるといい，cuspidalな元全体をL2
cusp(Γ\G)で表す．これはGの

作用で閉じた空間である．次に L2(Γ\G)K の部分表現の直和を L2
disc(Γ\G)K で表す．すなわち

L2
disc(Γ\G)K =

⊕
V⊂L2(Γ\G)K

V :既約

V

である．L2(Γ\G)は一般に完全可約な表現ではないので，L2
disc(Γ\G)K ̸= L2(Γ\G)K である．
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定理 3.3 (1) L2
0(Γ\G)は (g,K)-加群に重複度有限で既約分解される．すなわち

L2
0(Γ\G)K =

⊕
π: 既約

m(π)Vπ, m(π) <∞

である．

(2) (g,K)-加群の直和分解
L2
disc(Γ\G)K = L2

0(Γ\G)K ⊕Hres

が成り立つ．ここでHresはEisenstein級数の residueから決まる部分空間であり，自明表現
といくつかの補系列表現との直和で表される．特に Γ = SL(2,Z)のときは自明表現 Cと一
致する．

後半の主張は例えば [Bo, Theorem 16.6]参照．

4 アデール上の保型形式

4.1 アデール上への持ち上げ

前節で保型形式を SL(2,R)上の関数に持ち上げて解析をしたが，Hecke理論，L-関数などを

取り扱うためにはさらにこれをアデール上に持ち上げると便利である．Hecke作用素は

(
1 0

0 p

)
の形の行列を取り扱うため，SL(2)よりもGL(2)の方が都合がよい．
以下前節までと記号を変えて，G = GL(2)とし, A = AQをQ上のアデール環，Af =

∏′
p<∞Qp,

GQ = GL(2,Q)とおく．また，G∞ = GL(2,R), G+
∞ = GL+(2,R) := {γ ∈ GL(2,R) | det g > 0}

とし，GAf
でGAのG∞-成分が 1であるものを表す．

K0をGAf
の開コンパクト部分群で，det : Kf → A×が全射であるものとする．このとき，以

下の分解が成り立つ (強近似定理)．
GA = GQG

+
∞K0 (4.1)

この分解がアデール上での理論を展開する一つの大きなキーポイントである．

命題 4.1 上記の仮定の下で Γ ′ = K0 ∩ SL(2,Q)を数論的部分群とすると，解析的同相

Γ ′\H ≃ GQR
×
+\GA/K0

が成り立つ．

ここまで見てきたとおり，アデール上で理論を展開する場合，実リー群上での話と大きく違っ
てくるのが離散部分群の取り扱いである．リー群上では Γ\SL(2,R)という空間上での関数を考
察したが，GAの離散部分群はGQであり，レベル構造はここからは見えてこない．アデール上
ではコンパクト部分群が大きな役割を果たし，レベル構造を考えることは「どのようなコンパク
ト群の表現で分解するか」という問題に帰着される．別の言い方をすれば，多くの離散群の場合
を統一的に扱えるのがアデール上での理論ということができる．
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Example 4.2 N を自然数とし，

K0(N) =

{(
a b

c d

)
∈ GL(2, Ẑ)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}
=
∏
p-N

GL2(Zp)×
∏
p|N

K ′
p

(ただしK ′
p =

{(
a b

c d

)
∈ GL(2,Zp)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod p

}
) とする．このとき

Γ ′ = K0(N) ∩ SL(2,Q) = Γ0(N)

となる．

上記の同相写像を用いて，古典的な保型形式をアデール上の関数として持ち上げることがで
きる．
状況をはっきりさせるため，以下では指標付きの保型形式を扱う．すなわち ψ を modN の

Dirichlet指標として，f ∈Mk(Γ0(N), ψ) を考える．このとき ψは A×上の指標 ωψ を

ωψ : A× → A×/Q×R×
+ =

∏
Z×
p →

∏
p|N

Z×
p → (Z/NZ)× ψ→ C×

1

のようにして引き起こす．ωψ はまたK0(N)の指標

ωψ :

(
a b

c d

)
→ ωψ(d) ∈ C×

1

に拡張される．

命題 4.3 f ∈Mk(Γ0(N), ψ)に対してGA上の関数Φf を以下のように定める．(4.1)の分解に従
いGA ∋ g = γg∞k0と書くとき

Φf (g) = f(g∞(i))j(g∞, i)
−kωψ(k0)

−1

と定める．これは well-definedであり，さらに次の性質を満たす．

(i) γ ∈ GQに対して Φ(γg) = Φ(g) (左GQ-不変)

(ii) k0 ∈ K0(N)に対して Φf (gk0) = Φ(g)ωψ(k0)
−1

(iii) Φf (grθ) = eikθΦf (g)

(iv) Φf はG+
∞上の関数と見なすと smoothであり

∆Φf =
k

2

(
k

2
− 1

)
Φf

が成り立つ．
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(v) z ∈ ZA ≃ A×に対して Φf (zg) = ωψ(z)
−1Φ(g)

(vi) Φf は以下の意味で緩増大．すなわち任意の c > 0とGAのコンパクト集合Ωに対してある
C とN が存在し，g ∈ Ω及び |a| > cなる a ∈ A×に対して

Φf

((
a 0

0 1

)
g

)
≤ C|a|N

が成り立つ．

(vii) f ∈ Sk(Γ0(N), ψ)であるならば，∫
Q/A

Φf

((
1 x

0 1

)
g

)
dx = 0 a.a. g

が成り立つ．

上記の命題で，(ii), (iii)をK = K∞K0(1)-有限，(vi)を Z(g)-有限という条件に置き換えれ
ば，より一般の保型形式の定義が得られる．
上の命題から次が分かる．ωをHecke指標 ω : A×/Q×R×

+ → C1
×とするときL2(GQ\GA, ω)を

以下の条件を満たすGA上の関数のなす空間とする．

1. γ ∈ GQに対して Φ(γg) = Φ(g)

2. z ∈ ZAに対して Φ(zg) = ω(z)Φ(g)

3.

∫
ZAGQ\GA

|Φ(g)|2 dg <∞

すると，f ∈ Sk(Γ0(N), ψ)に対して Φf ∈ L2(GQ\GA, ω
−1
ψ )

4.2 GAの表現とHecke作用素

上の議論から，表現論的に保型形式を捉えるためには，L2(GQ\GA, ω) という空間への GA

の右移動による表現を考えればよいことが分かる．ごく大雑把に言うと GA の適切な表現は，
G∞ = GL(2,R)の表現とGp = GL(2,Qp)との表現の無限個のテンソル積で表示することがで
きる．このうちG∞の表現については命題 4.3の (iii), (iv)などから分かる通り，第 2節で見て
きた理論がほぼそのまま使える．よってGpの表現がどうなるかを考えよう．
Gpの表現についても，(g,K)-加群で考えたのと同様に「許容的」という概念がある．すなわ

ちGpの表現 (π, V )をKp = GL(2,Zp)の表現で分解したとき

V =
⊕
σ∈K̂p

V (σ), dimV (σ) <∞
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の形に表わされるとき，V を許容的であるという (最初から代数的直和を考えていることに注
意)．このときコンパクト台を持つ両側K-不変な局所定数関数 f をとると (このような f 全体に
畳み込みで積を入れたものをGpのHecke環と呼ぶ)と

π(f)v =

∫
Gp

f(g)π(g)v dg

は実質有限和となり意味を持つ．特に (π, V )としてL2(GQ\GA, ω)を考えると π(f)Φは f̂(g) =

f(g−1)と Φの畳み込みになることに注意する．
次の命題により，Gpの表現はHecke環の作用に対応していることが分かる．

命題 4.4 Φ ∈ L2(GQ\GA) に対して (中心指標 ω は自明であるとする) T̃ (p)Φ を Φ と Hp =

Kp

(
p 0

0 1

)
Kpの特性関数との畳み込みをとったものとする．すなわち

T̃ (p)Φ =

∫
Hp

Φ(gh) dh (4.2)

このとき f ∈ Sk(Γ0(N))に対して

pk/2−1T̃ (p)Φf = ΦTpf

が成り立つ．

証明) f ∈ Sk(Γ0(N)) に対して (4.2) の積分を計算する．g ∈ GA を (4.1) に従い g = γg∞k

(γ ∈ GQ, g∞ ∈ G∞, k ∈ K0(N))と分解する．Φf は左GQ不変より γ = 12としてよい．また，
hを適当に変数変換すれば，kの p-成分ははじめから 12 であると仮定してよい．p - N とする
(p|N の場合も同様)．Hpを左からKpで分解すると

Hp =

p−1⨿
b=0

(
p −b
0 1

)
Kp ⨿

(
1 0

0 p

)
Kp

となる．中心指標 ω = ω−1
ψ が自明であるから，(4.2)の積分は

T̃ (p)Φf (g) =

p−1∑
b=0

Φf

(
g

(
p −b
0 1

))
+Φf

(
g

(
1 0

0 p

))
となる．ここでKp上のHaar測度は vol(Kp) = 1となるようにとっている．関数Φf を f を使っ

て書きなおすため，中身をGQG∞K0(N)の形で記述したい．

(
p −b
0 1

)
は p-成分のみこの形で

あり，他の成分は 12であるようなGAの元であることに注意．g ∈ GAの p-成分は 12であると

仮定したから，γ =

(
p −b
0 1

)
∈ GQととればよい．よって

g

(
p −b
0 1

)
= g∞kp

(
p −b
0 1

)
= γ

(
p−1 bp−1

0 1

)
∞

g∞k
′
0k0
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となる．ただし k′0は p-成分が 12，その他の成分が

(
p −b
0 1

)−1

となるようなK0(N)の元であ

る．これより

Φf

(
g

(
p −b
0 1

))
= pk/2−1f

(
z + b

p

)
が成り立つ (ただし g∞(i) = zとおいた)．同様にして

Φf

(
g

(
1 0

0 p

))
= pk/2f(pz)

も成り立つので命題を得る． 2

注 f ∈ Sk(Γ0(N), ψ)に対して上記の命題を考えるには，少し修正がいる．L2(GQ\GA, ω
−1
ψ )へ

のGAの右移動による表現をRと書き，Hp上に台を持つ関数 hを

h

((
a b

c d

))
= ωψ(d)

で定義したとき，R(h)Φf がスカラー倍のずれを除いてHecke作用素になっていることが分かる．

最後に第 1節の系 2.4に対応するものを述べておこう．L2
0(GQ\GA, ω)で L2(GQ\GA, ω)の

cuspidalな関数全体を表す．これのGAへの右移動による表現をR0
ω で表すことにする．

定理 4.5 (重複度 1定理) GAの表現 (R0
ω, L

2
0(GQ\GA, ω))は既約表現の直和に分解され，各既約

表現の重複度は高々1である．

この証明は，Φの Fourier展開の係数がWhittaker関数になること，及びWhittaker模型の一
意性を示すという方針で行われる．詳しくは [Ko]などを参考にされたい．なおWhittaker模型
の一意性に関して，実素点上ではこれは，本質的に微分方程式の緩増大な解の一意性の問題に帰
着される．
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