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0　はじめに

σ =

[
a b

c d

]
∈ Sp(n,R) は (z, w) ∈ Hn × Cn に対して

σ(z, w) = (σ(z), wJ(σ, z)−1)

により作用する．但し

σ(z) = (az + b)(cz + d)−1, J(σ, z) = cz + d

である．そこで偶数 0 < k ∈ Z をとり，Hn × Cn 上の正則関数 F は次のよ

うな変換公式を満たすとする；
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1) 任意の x, y ∈ Znに対してF (z, w+xz+y) = e(−(〈x, xz〉+2〈x,w〉))F (z, w),
但し e(t) = exp 2π

√−1t 及び 〈x, y〉 = x ty とする，

2) 任意の σ ∈ Sp(n,Z) に対して F |[σ]k = F，但し

(F |[σ]k)(z, w) = F (σ(z), wJ(σ, z)−1) det J(σ, z)−ke(−〈w tc, wJ(σ, z)−1〉)

(σ =

[
a b

c d

]
) とおく．

このとき F は次のような Fourier 展開をもつ；

F (z, w) =
∑

N∈Sym∗
n(Z),r∈Zn

a(N, r)e(tr(Nz) + 〈r, w〉).

ここで

Sym∗
n(Z) = {N ∈ Symn(Q) | tr(NS) ∈ Z for ∀S ∈ Symn(Z)}.

F が上の変換公式 1), 2) を満たし，更に

3) a(N, r) �= 0 となるのは N − 4−1 trr ≥ 0 の場合に限る

とき，F を重さ k, index 1 の Jacobi 形式と呼び，その全体を Jk,1 と書く．

F ∈ Jk,1 が上の条件 3) より強く

3)′ a(N, r) �= 0 となるのはN − 4−1r tr > 0 の場合に限る

を満たすとき，F を Jacobi 尖点形式と呼び，その全体を Jcusp
k,1 と書く．F ∈

Jk,1 に対して，変換公式 1) は F が w ∈ Cn の関数としてはテータ関数であ

ることを意味するから，テータ関数の基底の一次結合となる．即ち Riemann

のテータ級数

ϑm′,m′′(z, w) =
∑
p∈Zn

e

(
1

2
〈p+m′/2, (p+m′/2)z〉+ 〈p+m′/2, w +m′′/2〉

)

(z ∈ Hn, w ∈ Cn) を用いて θμ(z, w) = ϑμ,0(2z, 2w) と定義すると

F (z, w) =
∑

μ∈Zn/2Zn

Fμ(z)θμ(z, w)

と書ける．そこで

σ(F )(z) =
∑

μ∈Zn/2Zn

Fμ(4z) (z ∈ Hn)

とおく．一方，

θ(z) = ϑ0,0(2z, 0) =
∑
p∈Zn

e(〈p, pz〉) (z ∈ Hn)

3

94



とおいて，Hn 上の関数 h と σ ∈ Sp(n,R) に対して

(h|[σ]k−1/2)(z) = h(σ(z))
θ(σ(z))

θ(z)
det J(σ, z)−k

とおく．ここで

Γ0(4) =

{[
a b

c d

]
∈ Sp(n,Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 (mod 4)

}

とくと，任意の σ =

[
a b

c d

]
∈ Γ0(4) に対して

(
θ(σ(z))

θ(z)

)2

= sign(det c) det J(σ, z)

となる．そこで Hn 上の正則関数 h が

1) 任意の σ ∈ Γ0(4) に対して h|[γ]k−1/2 = h,

2) h は Fourier 展開 h(z) =
∑

0≤T∈Sym∗
n(Z)

c(T )e(tr(Tz) をもつ

を満たすとき，h を Γ0(4) に関する重さ k− 1/2 の Siegel モジュラー形式と

呼び，その全体を Mk−1/2(Γ0(4)) と書く．条件 2) より強く

2)′ c(T ) �= 0 となるのは T > 0 の場合に限る

を満たすとき，h を尖点形式と呼び，その全体を Sk−1/2(Γ0(4)) と書く．さ

て h ∈Mk−1/2(Γ0(4)) であって

c(T ) �= 0 となるのは ∃μ ∈ Zn s.t. T ≡ − tμμ (mod 4Sym∗
n(Z))

のときに限る

なるもの全体を M+
k−1/2(Γ0(4)) と書き，

S+
k−1/2(Γ0(4)) = Sk−1/2(Γ0(4)) ∩M+

k−1/2(Γ0(4))

とおく．このときEichler-Zagier [3] (n = 1のとき)と Ibukiyama [10] (n ≥ 1

のとき) により次の定理が示された；

定理 0.0.1 F �→ σ(F ) は Jk,1 から M+
k−1/2(Γ0(4)) の上への複素線形同型写

像で，Jcusp
k,1 を S+

k−1/2(Γ0(4)) に対応させる．この対応は Hecke 作用素と可

換である．

この講義の一つの目的は，このような対応のメカニズムを理解することで

ある．
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第 I部

一般論

1 保型形式

1.1 保型形式の最も原始的な設定は次のように与えられるだろう；群 Γ

が集合 D に左から作用しているとする．又，有限次元複素ベクトル空間 V

と写像 J : Γ×D → GLC(V ) があって

J(γγ′, z) = J(γ, γ′z) ◦ J(γ′, z) (γ, γ′ ∈ Γ, z ∈ D) (1)

を満たすとしよう（このような J を保型因子と呼ぶ）．このとき任意の γ ∈ Γ

に対して F (γz) = J(γ, z)F (z) (z ∈ D) なる関数 F : D → V を Γ に関する

D 上の保型形式と呼ぶ．これだけではたいした議論は展開できないが，関係
式(1) から Γ は D × V に左から γ(z, v) = (γz, J(γ, z)v) により作用するこ

とがわかる．そこでX = Γ\D, V = Γ\(D × V ) とおけば，自然な全射

π : V → X ((z, v) (mod Γ) �→ ż = z (mod Γ))

が考えられる．特に任意の z ∈ D の固定部分群 Γz = {γ ∈ Γ | γz = z} に
対して J(γ, z) = 1V (γ ∈ Γz) であるならば，v �→ (z, v) (mod Γ) は全単射

V →̃π−1(ż) を与えるから，π : V → X は X 上のベクトル束を与える．この

とき F : D → V が Γ に関する D 上の保型形式であることと ż �→ (z, F (z))

(mod Γ) がベクトル束 π : V → X の大域的切断であることは同値である．こ

のように保型形式を幾何学的な側面からとらえることができて，それが当初

の保型形式の捉え方だったように思える [1]．

1.2 ここでは保型形式を群論的な側面から捉えてみよう．群 G が D に左
から推移的に作用していて，Γ は G の部分群であるとする．又，保型因子 J

は G まで延長されているとする，即ち写像 J : G×D → GLC(V ) があって

J(gg′, z) = J(g, g′z) ◦ J(g′, z) (g, g′ ∈ G, z ∈ D) (2)

を満たすとする．原点 o ∈ Dの固定部分群をK = {g ∈ G | go = o}とすると，
K の V 上の表現 δ が δ(k) = J(k, o) により定義される．そこで Γ に関する

保型形式 F : D → V に対して，関数 fF : G→ V を fF (g) = J(g, o)−1F (go)

(g ∈ G) により定義すると

1) 任意の γ ∈ Γ に対して fF (γg) = fF (g),

2) 任意の k ∈ K に対して fF (gk) = δ(k)−1fF (g)

が成り立つ．このとき，もとの保型形式は F (z) = J(g, o)fF (g) (z = go ∈
D, g ∈ G) により復元されるから，D 上の保型形式を群 G 上の関数として

5
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捉えることができる．更に，V の共役空間を V ∗ として，v ∈ V, α ∈ V ∗

に対して 〈v, α〉 = α(v) ∈ C とおく．K の表現 (δ, V ) の反傾表現 (δ̌, V ∗)
は 〈v, δ̌(k)α〉 = 〈δ(k−1)v, α〉 により定義される．そこで α ∈ V ∗ に対して

fF,α(g) = 〈fF (g), α〉 (g ∈ G) とおくと，任意の k ∈ K に対して

fF,α(gk) = 〈fF (g), δ̌(k)α〉 = fF,δ̌(k)α(g) (g ∈ G)

となる．これをもう少し表現論的な言い方をすると次のようになる；G 上の

左 Γ-不変な複素数値関数のなす複素ベクトル空間 L(Γ\G) 上の G の右正則

表現 ρr を考えると，複素線形写像

T : V ∗ → L(Γ\G) (α �→ fF,α)

は任意の k ∈ K に対して T ◦ δ̌(k) = ρr(k)◦T が成り立つ．従って特に (δ, V )

が K の既約表現ならば，fF,α は K の右正則表現 L(Γ\G) の δ̌-成分に属

する．

ここまでの議論は原始的過ぎてあまり面白いこともないので，次節では少

し解析的な趣向を凝らしてみよう．

2 ユニタリ表現と保型形式

2.1 まず G は局所コンパクト・ユニモジュラー群として，K ⊂ G はコ

ンパクト部分群とする．G の中心 Z(G) の閉部分群 A をとり，G の閉部分

群 Γ は A を開部分群として含むとする．従って Γ/A は離散群であり Γ は

ユニモジュラーである．G,K,A 上の Haar 測度 dG(x), dK(k), dA(a) をとり，∫
K

dK(k) = 1 と正規化しておく．G/A 上の Haar 測度 dG/A(ẋ) を∫
G

ϕ(x)dG(x) =

∫
G/A

dG/A(ẋ)

∫
A

dA(a)ϕ(xa) (ϕ ∈ Cc(G))

が成り立つように定める1．更に Γ 上の Haar 測度 dΓ(γ) を∫
Γ

ϕ(γ)dΓ(γ) =
∑

γ̇∈Γ/A

∫
A

ϕ(γa)dA(a) (ϕ ∈ Cc(Γ))

が成り立つように定め，Γ\G 上の右 G-不変測度 dΓ\G(ẋ) を∫
G

ϕ(x)dG(x) =

∫
Γ\G

dΓ\G(ẋ)
∫
Γ

dΓ(γ)ϕ(γx) (ϕ ∈ Cc(G))

が成り立つように定めると∫
G/A

ϕ(ẋ)dG/A(ẋ) =

∫
Γ\G

∑
γ̇∈Γ/A

ϕ(γ̇ẋ)dΓ\G(ẋ) (ϕ ∈ Cc(G/A))

が成り立つ．
1Cc(G) は G 上の複素数値連続関数でコンパクトな台を持つもの全体である．

6
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2.2 以下，A のユニタリ指標 χ を一つ固定しておく．又，K の既約ユニ

タリ表現 (δ, Vδ) を固定して，eδ(k) = dim δ · tr δ(k) (k ∈ K) とおく．

まず G 上の複素数値可側関数 f であって

1) 任意の a ∈ A に対して f(ax) = χ(a)−1f(x),

2)

∫
G/A

|f(x)|dG/A(ẋ) <∞

なるものの成す複素ベクトル空間（を
∫
G/A

|f(x)|dG/A(ẋ) = 0 なる f のな

す部分空間で割った商空間）L1(G/A,χ) は |f | =
∫
G/A

|f(x)|dG/A(ẋ) をノル

ムとする複素 Banach 空間であり，更に畳込み積

(f ∗ g)(x) =
∫
G/A

f(xy)g(y−1)dG/A(ẏ)

を積とし，f �→ f∗ (f∗(x) = f(x−1)) を対合とする対合的 Banach 環である．

L1(G/A, χ) の元 f であって G 上連続かつ G/A 上の関数 |f |(ẋ) = |f(x)| が
コンパクト台なるもの全体 Cc(G/A, χ)は L1(G/A,χ)の稠密な部分代数とな

る．特に L1(G) は対合的 Banach 環であり Cc(G) は L1(G) の稠密な部分代

数である．又，f ∈ Cc(G) に対して fχ(x) =

∫
A

f(ax)χ(a)dA(a) (x ∈ G) は

Cc(G/A, χ) の元を与え |fχ| ≤ |f | かつ f �→ fχ は全射 Cc(G) → Cc(G/A,χ)

を与えるから，連続に延長することにより全射L1(G) → L1(G/A,χ) (f �→ fχ)

が定義される．

さてGのユニタリ表現 (σ,E)に対して，σ|A = χとすると，f ∈ L1(G/A, χ)

と任意の u, v ∈ E に対して

(σ(f)u, v) =

∫
G/A

f(x)(σ(x)u, v)dG/A(ẋ)

なる E 上の有界作用素 σ(f)が定まる．このとき f �→ σ(f)は対合的 Banach

環 L1(G/A, χ) の表現となる．

次に eδ ∗ f = f ∗ eδ = f なる f ∈ L1(G/A, χ) の全体 L1(G/A,χ; δ) は

L1(G/A, χ) の部分代数となる．ここで

(eδ ∗ f)(x) =
∫
K

eδ(k)f(k
−1x)dK(k),

(f ∗ eδ)(x) =
∫
K

f(xk−1)eδ(k)dK(k) (x ∈ G)

である．更に任意の k ∈ K に対して f(kxk−1) = f(x)なる f ∈ L1(G/A,χ; δ)

の全体 L1(G/A, χ; δ)o は L1(G/A, χ; δ) の部分代数となる．

Cc(G/A, χ; δ) = L1(G/A, χ; δ) ∩ Cc(G/A,χ),

Cc(G/A, χ; δ)
o = L1(G/A, χ; δ)o ∩ Cc(G/A,χ)

7
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はそれぞれ L1(G/A, χ; δ), L1(G/A, χ; δ)oの稠密な部分代数である．Cc(G/A, χ; δ)
o

をK-タイプ δ の Hecke 作用素の環と呼ぶ．f ∈ Cc(G)で eδ∗f = f ∗eδ = f

なるもの全体を C(G; δ)とし，任意の k ∈ K に対して f(kxk−1) = f(x)なる

f ∈ Cc(G, δ)の全体を C(G; δ)o とおくと，f �→ fχ は夫々Cc(G, δ), Cc(G, δ)
o

から Cc(G/A, χ; δ), Cc(G/A,χ; δ)
o への全射 C-代数準同型写像である．ここ

で次の命題が基本的である；

命題 2.2.1 L1(G/A,χ; δ) の中心は L1(G/A, χ; δ)o に含まれる．更に，次は

同値である；

1) π|A = χ なる G の任意の既約ユニタリ表現 π に対して，π|K における
δ の重複度は 1 以下，

2) L1(G/A, χ; δ)o は L1(G/A,χ; δ) の中心に一致する，

3) L1(G/A, χ; δ)o は可換．

以下の議論では用いないが，命題 2.2.1は次のように一般化される [8, pp.12–

15], [2, 3.6.2]；まず可換とも 1 をもつとも限らない C-代数 L について，任

意の r 個の元 ai ∈ L (1 ≤ i ≤ r) に対して

[a1, a2, · · · , ar] =
∑
σ∈Sr

sign(σ)aσ(1)aσ(2) · · · aσ(r) = 0

となるとき，L は r-可換 であるという．次が成り立つ；

1) L が r-可換ならば，任意の s > r に対して L は s-可換である，

2) dimC L = n <∞ ならば L は n+ 1-可換である，

3) 複素係数 n 次正方行列のなす C-代数 Mn(C) が r-可換となる最小の r

を r(n) とすると，r(n) ≥ n である，

4) r(n+ 1)− r(n) > 1 である．

これを用いて次の命題が示される；

命題 2.2.2 1 < n ∈ Z に対して次は同値である；

1) π|A = χ なる G の任意の既約ユニタリ表現 π にたいして，π|K におけ
る δ の重複度は n 以下，

2) L1(G/A, χ; δ) は n-可換．

2.3 G のユニタリ表現 π であって，それを K に制限したときに既約成

分として δ を有限重複度 (�= 0) で含むとき，π をクラス-δ のユニタリ表現

と呼び，その重複度を δ に関する π の高さ と呼ぶ．

(π,Hπ) を δ に関する高さ r の G のユニタリ表現で π|A = χ なるものと

して，Hπ(δ) を δ-成分とする．即ち Hπ 上の有界作用素 π(eδ) を

(π(eδ)u, v) =

∫
K

eδ(k)(π(k)u, v)dK(k) (u, v ∈ Hπ)
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により定義すれば，u �→ π(eδ)u が直交射影Hπ → Hπ(δ) を与える．このと

き有界連続関数

Φπ,δ : G→ EndC(Hπ(δ)), ψπ,δ : G→ C

を

Φπ,δ(x) = π(eδ)◦π(x)|Hπ(δ), ψπ,δ(x) = (dim δ)−1tr Φπ,δ(x) (x ∈ G)

により定義する．Φπ,δ を (π,Hπ) に付随する K-タイプ δ の球関数と呼び，

ψπ,δ を π に付随する K-タイプ δ の球跡関数と呼ぶ．定義から

Φπ,δ(kxk
′) = π(k) ◦ Φπ,δ(x) ◦ π(k′) (k, k′ ∈ K)

である．又，任意の k ∈ K に対してψπ,δ(kxk
−1) = ψπ delta(x)かつ eδ∗ψπ,δ =

ψπ,δ ∗ eδ = ψπ,δ である．f ∈ L1(G/a, χ; δ)o に対して π(f)Hπ(δ) ⊂ Hπ(δ)

で

π(f)|Hπ(δ) =

∫
G/A

f(x)Φπ,δ(x)dG/A(ẋ) ∈ EndK(Hπ(δ))

である．δ に関する π の高さが r だからHπ(δ) = V r
δ なる同一視を一つ決める

とEndK(Hπ(δ)) =Mr(C)と同一視される．この同一視によってπ(f)|Hπ(δ) ∈
EndK(Hπ(δ)) =Mr(C) とみたものを Φ̂π,δ(f) と書くことにすると

Ψ̂π,δ : L1(G/A, χ; δ)o →Mr(C)

は C-代数の準同型写像となる．又，f ∈ L1(G/A, χ; δ)o に対して

ψ̂π,δ(f) =

∫
G/A

f(x)ψπ,δ(x)dG/A(ẋ)

とおくと，ψ̂π,δ(f) = tr Ψ̂π,δ(f) である．定義から ψπ,δ は G 上の正定値関数

（即ち，任意の有限部分集合 {gi}i=1,··· ,n ⊂ Gに対して (ψπ,δ(gig
−1
j ))i,j=1,··· ,n

は半正定値 Hermite 行列）である．更に次が成り立つ；

命題 2.3.1 (π,Hπ) が既約ならば

Φ̂π,δ : Cc(G/A, χ; δ)
o →Mr(C)

は全射である．

これらの逆が次のように成り立つ；

定理 2.3.2 G 上の正定値連続関数 ψ に対して

1) 任意の a ∈ A に対して ψ(ax = χ(a)ψ(x),

2) 任意の k ∈ K に対して ψ(kxk−1) = ψ(x),

3) eδ ∗ ψ = ψ ∗ eδ = ψ,
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4) C-代数の全射準同型写像 Φ : L1(G/A,χ; δ)o →Mr(C) があって

Φ(f∗) = Φ(f)∗,
∫
G/A

f(x)ψ(x)dG/A(ẋ) = trΦ(f)

が任意の f ∈ L1(G/A,χ; δ)o に対して成り立つ

ならば，δ に関する高さが r かつ ψ = ψπ,δ なるG の既約ユニタリ表現 π が

存在する．

G の既約ユニタリ表現は，それに付随する球跡関数によって決定される．

即ち，

定理 2.3.3 Gの既約ユニタリ表現 π, π′ は共にクラス-δ かつ π|A = π′|A = χ

であるとする．このとき π, π′ がユニタリ同値である必要十分条件は ψ̂π,δ =

ψ̂π′,δ なることである．

2.4 (π,Hπ)を Gの既約ユニタリ表現で，δ に関する高さが 1で π|A = χ

なるものとする．このとき π に付随して G 上の保型形式を定義しよう．

まず (ρ, Vρ) を Γ の有限次元ユニタリ表現として，誘導表現 πr,ρ = IndGΓ ρ

の表現空間を L2(Γ\G, ρ) とする．即ち

1) 任意の γ ∈ Γ に対して f(γx) = ρ(γ)f(x),

2)

∫
Γ\G

|f(x)|2dΓ\G(ẋ) <∞

なる可側関数 f : G→ Vρ のなす複素ベクトル空間（を
∫
Γ\G

|f(x)|2dΓ\G(ẋ) =
0 なる f のなす部分空間で割ったもの）で，内積

(f, g) =

∫
Γ\G

(f(x), g(x))ρdΓ\G(ẋ)

(有限次元複素 Hilbert 空間 Vρ の内積を ( , )ρ とする）に関して複素 Hilbert

空間である．x ∈ G の f ∈ L2(Γ\G, ρ) への作用を (πr,ρ(x)f)(y) = f(yx) に

より定義する．

L2(Γ\G, ρ) の元 f は G 上局所二乗可積分である，即ち，任意のコンパク

ト部分集合 M ⊂ G に対して
∫
M

|f(x)|2dG(x) <∞ である．

π に付随する G 上の保型形式を定義するのに，誘導表現 IndGΓ ρ̌（ρ̌ は ρ の

反傾表現）の π̌-成分を考えるが，それが非自明であるためには ρ|A = χ が必

要である．

以上の準備の下，IndGΓ ρ̌ の π̌-成分を K に制限したときの δ̌-成分（こ

こで反傾表現を考えなくてはいけない理由は 1.2 にあるとおりである）を

L2(Γ\G, ρ̌; π̌, δ̌)とおく．この空間をある程度具体的に把握するために，Godemenet

の球関数の理論を用いる．次の定理が基本的である；
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定理 2.4.1 σ|A = χ なる G のユニタリ表現 (σ,E) に対して，E の π-成分

E(π) 上の K のユニタリ表現 (σ|K , E(π)) の δ-成分を E(π, δ) とおくと

E(π, δ) = {u ∈ E | σ(f)u = ψ̂π,δ(f)u for ∀f ∈ Cc(G/A, χ; δ)
o}

である．

この定理を IndGΓ ρ̌ と π̌ に適用することを念頭に，π に付随した G 上の保

型形式の空間を次のように定義する；

定義 2.4.2 連続関数 f : G→ HomC(Vρ, Vδ) であって条件

1) 任意の γ ∈ Γ に対して f(γx) = f(x) ◦ ρ(γ)−1,

2)

∫
Γ\G

|f(x)|2dΓ\G(ẋ) <∞,

3) 任意の k ∈ K に対して f(xk) = δ(k)−1 ◦ f(x),
4) 任意の ϕ ∈ Cc(G/A,χ; δ)

o に対して∫
G/A

f(xy−1)ϕ(y)dG/A(ẏ) = ψ̂π,δ(ϕ) · f(x)

を満たすもの全体のなす複素ベクトル空間を Aδ(Γ\G, ρ, π) と書く．

上の定義で A,B ∈ HomC(Vρ, Vδ) の内積を (A,B) = tr(A ◦ B∗) により定
義する．但し，B∗ ∈ HomC(Vδ, Vρ) を (B∗v, u)ρ = (v,Bu)δ (v ∈ Vδ, u ∈ Vρ)

により定義する．保型形式の空間 Aδ(Γ\G, ρ, π) 上の内積を

(f, g) =

∫
G/A

(f(x), g(x))dΓ\G(ẋ)

により定義すると，次の基本定理が得られる；

定理 2.4.3 f ⊗ α ∈ Aδ(Γ\G, ρ, δ)⊗CV
∗
δ に対して θf⊗α : G→ V ∗

ρ を

〈θf⊗α(x), u〉 = (dim δ)1/2〈α, f(x)u〉 (x ∈ G, u ∈ Vρ)

により定義すると，f ⊗ α �→ θf⊗α は複素 Hilbert 空間のユニタリ同型

Aδ(Γ\G, ρ, π)⊗CV
∗
δ →̃L2(Γ\G, ρ̌; π̌, δ̌)

に延長される．

特に dimχ = 1の場合には，Vρ = CとしてA ∈ HomC(Vρ, Vδ)とA(1) ∈ Vδ

を同一視すれば，Aδ(Γ\G.ρ.π) は

1) 任意の γ ∈ Γ に対して f(γx) = ρ(γ)−1f(x),

2)

∫
Γ\G

|f(x)|2δdΓ\G(ẋ) <∞,
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3) 任意の k ∈ K に対して f(xk) = δ(k)−1f(x),

4) 任意の ϕ ∈ Cc(G/A,χ; δ)
o に対して∫

G/A

f(xy−1)ϕ(y)dG/A(ẏ) = ψ̂π,δ(ϕ) · f(x)

なる連続関数 f : G→ Vδ のなす複素ベクトル空間に内積

(f, g) =

∫
Γ\G

(f(x), g(x))δdΓ\G(ẋ)

を与えた複素 Hilbert 空間である．

2.5 最後に代数群のアデール化上の保型形式を扱うための一般論を与え

ておく．P は可算添え字集合で，p ∈ P に対して Gp は局所コンパクト・ユ

ニモジュラー群，Kp ⊂ Gp はコンパクト部分群とする．更に有限部分集合

P∞ ⊂ P があって，p ∈ Pf = P\P∞ に対しては Kp は Gp の開部分群である

とする．有限個の p ∈ P を除いて xp ∈ Kp である (xp)p∈P ∈
∏
p∈P

Gp の全体

を G とすれば，それは直積群
∏
p∈P

Gp の部分群である．コンパクト空間の直

積空間はコンパクトだから（Tikhonov の定理），有限部分集合 P∞ ⊂ S ⊂ P

に対して GS =
∏
p∈S

Gp ×
∏

p∈P\S
Kp は直積位相に関して局所コンパクトであ

る．更に有限部分集合 P∞ ⊂ S ⊂ S′ ⊂ P に対して GS は GS′ の開部分空間

となり，G =
⋃

P∞⊂S⊂P

GS である．そこで V ⊂ G が開集合であることを，全

ての有限部分集合 P∞ ⊂ S ⊂ P に対して V ∩ GS が GS の開部分集合なる

ことと定義すれば，この位相に関してG は局所コンパクト群となる．こうし

て出来た局所コンパクト群 G を {Kp}p∈P に関する {Gp}p∈� の制限直積と呼

ぶ．直積群 K =
∏
p∈P

Kp は G のコンパクト部分群である．各 p ∈ P に対し

て Ap ⊂ Z(Gp) は閉部分群として，{Ap ∩Kp}p∈P に関する {Ap}p∈P の制限

直積を A とおけば，A は自然に Z(G) の閉部分群となる．

Gp 上の Haar測度 μp をとり，p ∈ Pf に対しては μp(Kp) = 1と仮定する．

又，Kp (p ∈ P) 上の Haar 測度 νp は νp(Kp) = 1 と正規化しておく．有限

部分集合 P∞ ⊂ S ⊂ P に対して，νS(K
S) = 1 なるKS =

∏
p 	∈S

Kp 上の Haar

測度 νS をとり，GS 上のHaar 測度 μS =
∏
p∈S

μp× νS を得る．suppϕ ⊂ GS

なる ϕ ∈ Cc(G) の全体を Cc,S(G) とおくと Cc(G) =
⋃

P∞⊂S⊂P

Cc,S(G) だか

ら，G 上の Haar 測度 μ が∫
G

ϕ(x)dμ(x) =

∫
GS

ϕ(x)dμS(x) (ϕ ∈ Cc,S(G))
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により定義される．μ を Haar 測度の族 {μp}p∈P の {Kp}p∈P に関する制限

直積 と呼ぶことにする．

G/A は (xp)p∈P (mod A) �→ (xp (mod Ap))p∈P により {Gp/Ap}p∈P の

{KpAp/Ap}p∈P に関する制限直積
∏
p∈P

′
Gp/Ap と位相群として同型だから，こ

の二つを同一視する．各 p ∈ P に対して Ap 上の Haar 測度 ηp を定めて，

p �∈ P∞ に対しては ηp(Ap∩Kp) = 1とする．A上の Haar測度 η は {ηp}p∈P

の {Ap ∩Kp}p∈P に関する制限直積としよう．更に Gp/Ap, G/A 上の Haar

測度 μp, μ をそれぞれ∫
Gp

ψ(x)dμp(x) =

∫
Gp/Ap

(∫
Ap

ψ(xa)dηp(a)

)
dμp(ẋ) (ψ ∈ Cc(Gp),∫

G

ϕ(x)dμ(x) =

∫
G/A

(∫
A

ϕ(xa)dη(a)

)
dμ(ẋ) (ϕ ∈ Cc(G))

となるように定めると，μ は {μp}p∈P の {KpAp/Ap}p∈P に関する制限直積

となる．

コンパクト群 Kp (p ∈ P) の既約ユニタリ表現のユニタリ同値類の全体を

K̂p と書いて，直積集合
∏
p∈P

K̂p の元 (δp)p∈P であって，有限個の p ∈ P を

除いて δp = 1Kp
となるもの全体を

∏
p∈P

′
K̂p とする．(δp)p∈P ∈

∏
p∈P

′
K̂p に対

して，有限部部集合 S ⊂ P があって p �∈ S ならば δp = 1Kp
となるよう

に出来る．このときコンパクト群
∏
p 	∈S

Kp の自明な 1 次元表現を 1S として

⊗p∈Pδp = (⊗p∈Sδp)⊗1S とおくと，これは K の既約ユニタリ表現を与えて，

(δp)p∈P �→ ⊗p∈Pδp は
∏
p∈P

′
K̂p から K̂ への単射である．更に

命題 2.5.1 有限個を除いて Kp が完全非連結（即ち，単位元を含む連結成分

が単位元のみからなる）とき，(δp)p∈P �→ ⊗p∈Pδp は
∏
p∈P

′
K̂p から K̂ への全

単射である．

同様に Aのユニタリ指標を調べておく．p ∈ P\P∞ に対しては Ap∩Kp は

Ap のコンパクト開部分群となるから，Ap の Pontryagin 双対群 Âp の中で

Lp = (Ap ∩Kp)
⊥ = {α ∈ Âp | 〈Ap ∩Kp, α〉 = 1}

はコンパクト開部分群である．そこで {Âp}p∈P の {Lp}p∈P に関する制限

直積を
∏
p∈P

′
Âp とおく．すると (αp)p∈P ∈

∏
p∈P

′
Âp に対して ⊗p∈Pαp ∈ Â が

(ap)p∈P �→
∏
p∈P

αp(ap) により定義される．このとき
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命題 2.5.2 1) (αp)p∈P �→ ⊗p∈Pαp は
∏
p∈P

′
Âp から Â への単射連続群準同型

写像である，

2) 有限個の p ∈ P を除いて Ap が完全非連結ならば，上の写像は全射で

ある．

(δp)p∈P ∈
∏
p∈P

′
K̂p をとり δ = ⊗p∈Pδp ∈ K̂ とおく．又，(χp)p∈P ∈

∏
p∈P

′
Âp

をとり χ = ⊗p∈Pχp ∈ Â とおく．簡単のために Cp = Cc(Gp/Ap, χp, δp),

Hp = Cc(Gp/Ap, χp, δp)
o とおく．p ∈ Pf に対して，Kp は Gp のコンパク

ト開部分群だから，Gp における Kp の特性関数を εp ∈ Cc(Gp) とおき

εχ,p(x) =

∫
Ap

εp(xa)χp(a)dηp(a) (x ∈ Gp)

とおくと，εχ,p ∈ Cp である．P∞ と δp �= 1Kp
又は χp �∈ Lp となる p ∈ Pf

の全体を S1 とすると（S1 は有限集合である）p �∈ S1 に対して εχ,p(1) = 1

かつ任意の ϕ ∈ Cp に対して εχ,p ∗ ϕ = ϕ ∗ εχ,p = ϕ となり

|εχ,p(x)| =
⎧⎨⎩1 : ẋ ∈ KpAp/Ap,

0 : ẋ �∈ KpAp/Ap

となる．有限部分集合 S1 ⊂ S ⊂ P に対して，⊗p∈Sϕp ∈ ⊗p∈SCp を G 上の

関数

(⊗p∈Sϕp) (x) =
∏
p∈S

ϕp(xp)×
∏
p 	∈S

εχ,p(xp) (x = (xp)p∈P ∈ G)

と同一視して ⊗p∈SCp を L1(G/A,χ, δ) の C-部分代数とみなして

⊗p∈P
′Cp =

⋃
S

⊗p∈SCp ⊂ L1(G/A,χ, δ)

とおく（S は S1 ⊂ S なる Pの有限部分集合を走る）．同様に L1(G/A,χ, δ)o

の C-部分代数 ⊗p∈P
′Hp =

⋃
S

⊗p∈SHp を定義すると次の命題が成り立つ；

命題 2.5.3 L1-ノルムに関して，⊗p∈P
′Cp は L1(G/A,χ, δ) の稠密な部分空

間であり，⊗p∈P
′Hp は及び L1(G/A,χ, δ)o の稠密な部分空間である．

次にユニタリ表現の制限直積を考えよう．まず，複素 Hilbert 空間の無

限族 {Hp}p∈P 及び，有限個の p ∈ P を除いて（具体的には有限部分集合

S0 ⊂ P を除いて）|uop| = 1 なる uop ∈ Hp が与えられたとする．一般に

有限部分集合 S ⊂ P に対して，代数的なテンソル積 ⊗p∈SHp 上の内積が

(⊗p∈Sup,⊗p∈Svp) =
∏
p∈S

(up, vp) により定義されるが，更に有限部分集合

14

105



S0 ⊂ S ⊂ T ⊂ P に対して u �→ u ⊗ (⊗p∈T\Suop) は ⊗p∈SHp から ⊗p∈THp

へのユニタリ線形写像となるから，これにより ⊗p∈SHp を ⊗p∈THp の部分

空間と同一視して

⊗p∈P
′Hp =

⋃
S0⊂S⊂P

⊗p∈SHp

とおく．言い換えれば，⊗p∈P
′Hpは代数的テンソル積⊗p∈PHpの元

∑
⊗p∈Pup

であって，有限個の p ∈ P を除けば up = uop となるもの全体であるから，そ

こには内積が (⊗p∈Pup,⊗p∈Pvp) =
∏
p∈P

(up, vp) により定義される．この内積

に関する ⊗p∈P
′Hp の完備化 ⊗̂′

p∈PHp を {Hp}p∈P の {uop}p∈P\S0
に関する制

限テンソル積 と呼ぶ．次に直積群
∏
p∈P

Aut(Hp) の元 (Tp)p∈P であって，有

限個の p ∈ P を除いて Tpu
o
p = uop なるもの全体を

∏
p∈P

′
Aut(Hp) とおく．

(Tp)p∈P ∈
∏
p∈P

′
Aut(Hp) をとると，有限部分集合 S0 ⊂ S ⊂ P に対して

⊗p∈STp ∈ Aut(⊗p∈SHp) となり，更に有限部分集合 S0 ⊂ S ⊂ T ⊂ P に対し

て⊗p∈SHp 上では⊗p∈TTp = ⊗p∈STp となるから，⊗p∈P
′Tp ∈ Aut(⊗p∈P

′Hp)

が (⊗p∈P
′Tp) ⊗p∈P up = ⊗p∈PTpup により定義され，これを連続的に延長

して ⊗p∈P
′Tp ∈ Aut(⊗̂′

p∈PHp) を得る．このとき (Tp)p∈P �→ ⊗p∈P
′Tp は∏

p∈P

′
Aut(Hp) から Aut(⊗̂′

p∈PHp) への単射群準同型写像となる．

さてここで，各 p ∈ P に対して Gp のユニタリ表現 (πp, Hp) があって，有

限個の p ∈ P を除いて（具体的には有限部分集合 S0 ⊂ P を除いて）πp|Kp
は

Kp の自明な 1 次元表現 1Kp
を重複度 1 で含むとする．このとき p ∈ P \S0

に対して |uop| = 1 なる Kp-不変ベクトル uop ∈ Hp をとって，{Hp}p∈P の

{uop}p∈P\S0
に関する制限テンソル積をH とする．x = (xp)p∈P ∈ Gをとると，

有限個の p ∈ Pを除くと xp ∈ Kp となり，従って (πp(xp))p∈P ∈
∏
p∈P

′
Aut(Hp)

であるから，π(x) = ⊗p∈P
′πp(xp) ∈ Aut(H) が定義される．このとき (π,H)

は G のユニタリ表現となる．Kp-不変ベクトル uop ∈ Hp は絶対値 1 の複

素定数倍を除いて一意的だから，(π,H) はユニタリ同値を除いて一意的に定

まる．そこでこれを {πp}p∈P の {Kp}p∈P に関する制限テンソル積 と呼び，

⊗p∈P
′πp と書く．次の定理が基本的である；

定理 2.5.4 πp が全て既約であり，有限個の p ∈ P を除いて Kp が完全非連

結ならば，制限テンソル積 ⊗p∈P
′πp は G の既約ユニタリ表現となる．

各 p ∈ P に対して πp|Ap
= χp ならば π|A = χ となるが，逆に次の定理が

成り立つ；

定理 2.5.5 Gp (p ∈ P) は全てタイプ I であり，有限個の p ∈ P を除いて

Cc(Gp/Ap, χp,1Kp) は可換であるとする．このとき，π|A = χ なる G の既約
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ユニタリ表現 (π,H) が δ = ⊗p∈Pδp ∈ K̂ ((δp)p∈P ∈
∏
p∈P

′
K̂p) なる K-タイプ

を含むならば，各 Gp の既約ユニタリ表現 πp を適当に取って π = ⊗p∈P
′πp

とできる．

以上の準備の下に，制限直積上の保型形式の空間を見てみよう．G の既約

ユニタリ表現 π は Gp の既約ユニタリ表現 πp の Kp に関する制限テンソル

積で

δ = ⊗p∈Pδp ∈ K̂, (δp)p∈P ∈
∏
p∈P

′
K̂p

なる K-タイプを重複度 1 で含むとする．このとき πp|Ap = χp ∈ Âp とする

と，(χp)p∈P ∈
∏
p∈P

′
Âp で，π|A = χ = ⊗p∈Pχp となる．ここで πp の Kp-タ

イプ δp の球跡関数を簡単に ψp と書くことにする．すると x = (xp)p∈P ∈ G

にたいして，有限個の p ∈ P を除いて xp ∈ Kp かつ δp = 1Kp
だから，

ψp(xp) = 1 となり ψπ,δ(x) =
∏
p∈P

ψp(xp) (x = (xp)p∈P ∈ G) である．そこで

Gの閉部分群 Γは Aを開部分群として含むとして，Γの有限次元ユニタリ表

現 (ρ, Vρ) は ρ|A = χ を満たすとする．このとき，命題 2.5.3 に注意すると，

G 上の保型形式の空間 Aδ(Γ\G, ρ, π) は，連続関数 f : G → HomC(Vρ, Vδ)

で，条件

1) 任意の γ ∈ Γ に対して f(γx) = f(x) ◦ ρ(γ)−1,

2)

∫
Γ\G

|f(x)|2dΓ\G(ẋ) <∞,

3) 任意の k ∈ K に対して f(xk) = δ(k−1) ◦ f(x),
4) 任意の ϕ ∈ Cc(Gp/Ap, χp, δp)

o (p ∈ P) に対して∫
Gp/Ap

f(xy−1)ϕ(y)dμp(ẏ) = ψ̂p(ϕ)f(x)

を満たすもの全体のなす複素ベクトル空間に内積

(f, g) =

∫
Γ\G

(f(x), g(x))dΓ\G(ẋ)

を与えた複素 Hilbert 空間である．このように G 上の保型形式は各「局所

的な Hecke 作用素」の環 Cc(Gp/Ap, χp, δp)
o (p ∈ P) の作用によって定まり，

その作用の固有値は Gp の既約ユニタリ表現 πp を定めるのである．

3 Siegel モジュラー形式

3.1 まず有界対象領域の基本的な一般論をまとめておく．詳細は [16,

Chap.2] を参照．
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G は中心が有限なる連結実 Lie 群で，その Lie 環 g は半単純であるとす

る．即ち，g の Killging 形式 Bg(X,Y ) = tr(ad(X) ◦ ad(Y )) は g 上の非退

化実二次形式である．指数写像を exp : g → G とする．

g の Cartan 対合 θ（即ち，Lie 環 g の位数 2 の自己同型写像であって，g

上の二次形式 Bg(X, θX) (X ∈ g) が負定値となるもの）を一つとり，付随す

る Cartan 分解を g = p⊕ k とする（即ち p, k はそれぞれ θ の固有値 −1, 1

の固有空間）．k に対応する G の連結閉部分群 K は G の極大コンパクト部

分群であり，G のコンパクト部分群は K の G-共役部分群に含まれる．実解

析的多様体の同型

K × p →̃G ((k,X) �→ k · expX)

が成り立ち，θ ∈ Aut(g) は θ(k · expX) = k · exp(−X) (k ∈ K,X ∈ p) によ

り G の自己同型写像に延長される [7, p.480, Cor 1]．

(ad(H0)|p)2 = −1なる H0 ∈ Z(k)が存在すると仮定する（このとき (G,K)

をHermite 対と呼ぶ）．gC = g⊗R C として

p± = {X ∈ gC | ad(H0)X = ±√−1X}
とおくと，p± は gC の Lie 部分環であり pC = p+ ⊕ p− となる．

k = {X ∈ g | ad(H0)X = 0}
である．そこで Lie(GC) = gC なる連結複素 Lie 群 GC をとり，gC の Lie

部分環 kC, p
± に対応するGC の連結閉部分群をそれぞれ KC, P

± とすると，

P± は可換群で
exp : p± → P±

は全射連続群準同型写像である（p± は加法群）．[kC, p±] ⊂ p± だから，P+KC,

KCP
− は GC の部分群である．更に

命題 3.1.1 P+KCP
− は GC の開部分集合で，P

+ ×KC × P− から GC へ

の写像 (p, k, q) �→ pkq は全単射である．

よって KCP
− は GC の閉部分群である．ここで連続群準同型写像 i : G→

GC があって，次を満たすと仮定する；

1) i の微分写像 d(i) : g → gC は自然な包含写像である，

2) i(G) ⊂ P+KCP
− かつ i−1(KCP

−) = K.

このとき自然な単射の列

G/K
i−→ i(G)KCP

−/KCP
− ⊂ P+KCP

−/KCP
− → P+ log−−→ p+

(log = exp−1) により G/K を複素ベクトル空間 p+ の部分集合と同一視し

たものを D としよう．即ち，ġ ∈ D = G/K に対して

i(g) = exp z · k · q (z ∈ p+, k ∈ KC, q ∈ P−)
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としたとき ġ = z と同一視する．特に 1̇ ∈ D = G/K は 0 ∈ p+ と同一視さ

れる．このとき

dimD = dimR p = dimR p+

だから D は p+ の連結開部分集合となる．さて g ∈ G と z ∈ D ⊂ p+ に対

して，exp z ∈ i(G)KCP
− だから i(g) exp z ∈ i(G)KCP

− ，よって

i(g) exp z = exp g(z) · J(g, z) · q (g(z) ∈ D, J(g, z) ∈ KC, q ∈ P−)

と一意的に書ける．このとき

1) (g, z) �→ g(z) により G は D に推移的に作用しK は 0 ∈ D の固定部分
群である，

2) 写像 J : G×D → KC は実解析的で，z ∈ D に関しては正則である．更
に任意の g, h ∈ G, z ∈ D に対して

J(gh, z) = J(g, h(z))J(h, z),

3) 任意の k ∈ K に対して J(k, 0) = i(k) であり，z ∈ D ⊂ p+ に対して

k(z) = Ad(i(k))z である．

J を自然な保型因子と呼ぶ．KC の有限次元連続複素表現 (δ, Vδ) があれば，

Jδ(g, z) = δ(J(g, z)) とおくことにより，1.2 節の意味の保型因子

Jδ : G×D → GLC(V )

が得られる．ここで更に次のことを仮定してみよう；

GC の位相群としての自己同型写像 g �→ g があって，任意の

X ∈ gC に対して expX = exp(X) である（X �→ X は gC にお

ける g 上の複素共役である）.

このとき z, z′ ∈ D に対して，exp z ∈ i(G)KCP
− だから exp z ∈ i(G)KCP

+，

よって i(G) ⊂ P+KCP
− より exp z−1 · exp z′ ∈ P+KCP

− となる．そこで

exp z−1 · exp z′ = p ·K(z′, z)−1q (p ∈ P+,K(z′, z) ∈ KC, q ∈ P−)

と書ける．このとき

1) g ∈ G に対してK(g(z′), g(z)) = J(g, z′)K(z′, z)J(g, z)
−1

,

2) K(z′, z) = K(z, z′)−1,

3) 任意の z ∈ D に対して K(0, z) = 1

が成り立つ．さて pC 上の正定値 Hermite 内積が 〈X,Y 〉 = Bg(X,Y ) により

定義され，k ∈ KC に対して

〈Ad(k)X,Y 〉 = 〈X,Ad(k)−1Y 〉 (X,Y ∈ pC)
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が成り立つ．この内積に関する正規直交基底により p+ 上の Lebesgue 測度

|dz ∧ dz| が定まる．KC の p+ 上の随伴表現を Adp+ と書くことにして

KAd(z
′, z) = Adp+(K(z′, z)), JAd(g, z) = Adp+(J(g, z))

とおくと，g ∈ G に対して d(g(z)) ∧ dg(z) = | det JAd(g, z)|2dz ∧ dz だから

dD(z) = detKAd(z, z)
−1 · |dz ∧ dz| (z ∈ D)

は D 上の G-不変測度を与える．

ここで (δ, Vδ) は KC の連続な既約表現で，付随する K の連続既約表

現 δ(k) = Jδ(k, 0) (k ∈ K) がユニタリ表現になるように Vδ 上の正定値

Hermite 内積 ( , )δ がとられているとする．即ち，任意の k ∈ KC に対し

て (δ(k)u, v)δ = (u, δ(k)−1v)δ (u, v ∈ Vδ) が成り立つと仮定する．このと

き誘導表現 πδ = IndGKδ の表現空間を Eδ としよう．即ち，Eδ は可側関数

ϕ : G→ Vδ で

1) 任意の k ∈ K に対して ϕ(xk) = δ(k)−1ϕ(x),

2)

∫
G/K

ϕ(x)|2δdG/K(ẋ) <∞

なるもののなす複素ベクトル空間（を
∫
G/K

|ϕ(x)|2δdG/K(ẋ) = 0 なる ϕ のな

す部分空間で割った商空間）であって，内積

(ϕ, ψ) =

∫
G/K

(ϕ(x), ψ(x))δdG/K(ẋ)

に関して複素 Hilbert空間となり，Gの作用は (πδ(g)ϕ)(x) = ϕ(g−1x)により

定義される．Gの正則離散系列表現を構成するには，表現空間 Eδ を D上の関
数の空間として構成することが重要である．その為にKδ(z

′, z) = δ(K(z′, z))
(z, z′ ∈ D) とおいて，可側関数 ϕ : D → Vδ で∫

D
(Kδ(z, z)

−1ϕ(z), ϕ(z))δdD(z) <∞

なるもののなす複素ベクトル空間（を積分が 0 なる ϕ のなす部分空間で割っ

た商空間）を L2(D, δ) とおくと，これは

(ϕ,ψ)δ =

∫
D
(Kδ(z, z)

−1ϕ(z), ψ(z))δdD(z)

を内積とする複素 Hilbert 空間となる．ここで ϕ ∈ L2(D, δ) に対して関数
ϕ̂ : G→ Vδ を

ϕ̂(g) = Jδ(g, 0)
−1ϕ(g(0)) (g ∈ G)

により定義すると，ϕ �→ ϕ̂は複素 Hilbert空間のユニタリ同型L2(D, δ) →̃Eδ

を与える．そこで誘導表現 πδ = IndGKδ の作用を，上の同型を通して L2(D, δ)
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に移植すれば，G の L2(D, δ) 上のユニタリ表現 πδ が

(πδ(g)ϕ)(z) = Jδ(g
−1, z)−1ϕ(g−1(z)) (g ∈ G,ϕ ∈ L2(D, δ))

により定義される．ここで D 上正則なる ϕ ∈ L2(D, δ) のなす部分空間を Hδ

とすると

1) Hδ は L2(D, δ) の G-不変な閉部分空間である，

2) E ⊂ Hδ が G-不変な閉部分空間ならば E = {0} 又は E = Hδ である．

よって Hδ �= {0}ならば (πδ, Hδ) は G の既約ユニタリ表現となるから，これ

を最小のK-タイプ δの正則離散系列表現と呼ぶ．というのは，第一に (πδ, Hδ)

は二乗可積分表現（つまり離散系列表現）である，即ち，任意の ϕ,ψ ∈ Hδ

に対して ∫
G

|(πδ(x)ϕ, ψ)|2dG(x) <∞

である．第二に Vδ に値をとる D上の多項式関数全体Hδ,polyはHδ の部分空間

（精確にはK-有限ベクトルの全体）となるが，p+ 上の複素数値多項式関数全体

をC[p+]とすれば，Vδ に値をもつ D 上の多項式関数全体は Vδ⊗CC[p
+]と同

一視される．よって KC の C[p+] 上の表現 ρ を (ρ(k)f)(X) = f(Ad(k)−1X)

により定義して，n 次多項式のなす部分空間 C[p+]n への制限を ρn とすれ

ば，K-加群としての直和分解

Hδ,poly =

∞⊕
n=0

δ ⊗ ρn

をもつ．ここで δ ⊗ ρ0 = δ であり，n > 0 ならば δ ⊗ ρn の既約成分に δ と

同型な表現は現れない．従って δ は πδ|K に重複度 1 で含まれ，πδ のその

他の K-タイプは δ より “大きい”．Hδ の δ-成分 Hδ(δ) を Vδ と同一視すれ

ば，πδ の K-タイプ δ の球関数は

Φπδ,δ(g) = Jδ(g
−1, 0)−1 (g ∈ G)

である．Hδ �= {0} となる必要十分条件は次のように与えられる．まず H0 ∈
Z(k) の存在から，k の Cartan 部分環 t は g の Cartan 部分環でもあること

がいえる．そこで，tC に関する gC のルート系を Φ とおくと

Φ ⊂ √−1t∗ = {α ∈ HomCtC,C) | α(k) ⊂
√−1R}

である．実ベクトル空間
√−1t∗ の内積 ( , ) は Φ の Weyl 群に対して不変で

あるとする．

Φc = {α ∈ Φ | α(H0) = 0} = {α ∈ Φ | gC,α ⊂ kC},
Φ±

n = {α ∈ Φ | α(H0) = ±√−1} = {α ∈ Φ | gC,α ⊂ p±}
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とおくと (gC,α は α ∈ Φ のルート空間)，Φc は kC の（半単純部分の）ルー

ト系だから，Φc の正のルート系 Φ+
c を定めて Φ+ = Φ+

c ∪ Φ+
n が Φ の正の

ルート系をなすようにしておく．KC の有限次元既約表現 δ の（微分表現の）

Φ+
c に関する最高の重みを λ として ρ =

1

2

∑
α∈Φ+

α とおくと

Hδ �= {0} ⇔ (λ+ ρ, α) < 0 for ∀α ∈ Φ+
n

である．

3.2 上の一般論を実斜交群に適用してみよう．後の応用を考えて，実斜

交空間 (V,D)（即ち，有限次元実ベクトル空間 V 上の非退化交代形式 D ）

をとり，付随する斜交群を

G = Sp(V ) = {σ ∈ GLR(V ) | D(xσ, yσ) = D(x, y) for ∀x, y ∈ V }

とおく．ここで GLR は V に右から作用していることに注意する．実 Lie 群

Sp(V ) の Lie 環は

g = sp(V ) = {X ∈ glR(V ) | D(xX, y) +D(x, yX) = 0 for ∀x, y ∈ V }

であり，その Killing 形式は

Bg(X,Y ) = (dimR V + 2)tr(XY ) (X,Y ∈ g)

となり，非退化だから g は半単純である．

IV = {I ∈ Sp(V ) | I2 = −1V , D(xI, x) > 0 for 0 �= ∀x ∈ V }

は空集合ではなくて，(σ, I) �→ σIσ−1 により Sp(V ) は IV に推移的に作用
する．I ∈ IV に対して，V 上の複素構造を

√−1x = xI (x ∈ V ) により定

めた複素ベクトル空間を VI と書くと

〈x, y〉I = D(xI, y) +
√−1D(x, y) (x, y ∈ V )

は VI 上の正定値 Hermite 形式を与える．付随するコンパクト・ユニタリ群

U(VI , 〈 , 〉I) は Sp(V ) における I ∈ IV の固定部分群である．
以下，I0 ∈ IV を一つ固定しておく．θX = I0XI

−1
0 (X ∈ g) は g の

Cartan 対合を与え，付随する Cartan 分解を g = k⊕ p とすると，k に対応

するG の連結閉部分群が K = U(VI0 , 〈 , 〉I0) である．H0 = −1

2
I0 ∈ Z(k) で

(ad(H0)|p)2 = −1 となるから， (G,K) は Hermite 対である．VC = V⊗RC

とおいて，D を複素双線形に延長して複素斜交空間 (VC, D) を考える．GC =

Sp(VC) とおいて i : G → GC を複素線形延長による自然な包含写像とする

と，上で述べた一般論が適用できることを，少し具体的な計算を含めて見て

みよう．

W± = {x ∈ VC | xI0 = ±√−1x}

21

112



とおくと，VC = W− ⊕W+ かつ D(W−,W−) = D(W+,W+) = 0 である

から

〈 , 〉 :W− ×W+ � (x, y) �→ D(x, y) ∈ C

は非退化な pairing を与える．よって b ∈ HomC(W
−,W+) に対して tb ∈

HomC(W
−,W+) が

〈x, y tb〉 = 〈xb, y〉 for ∀x, y ∈W−

により定義され，d ∈ EndC(W
+) に対して td ∈ EndC(W

−) が

〈x td, y〉 = 〈x, yd〉 for ∀x ∈W−, y ∈W+

により定義される．c ∈ HomC(W
+,W−) に対する tc ∈ HomC(W

+,W−) 及
び a ∈ EndC(W

−) に対する ta ∈ EndC(W
−) も同様に定義する．直和分解

VC =W− ⊕W+ に応じて σ ∈ EndC(VC) を

σ =

(
a b

c d

)
,

a ∈ EndC(W
−), b ∈ HomC(W

−,W+)

c ∈ HomC(W
+,W−), d ∈ EndC(W

+)

と表す．即ち (x, y)σ = (xa + yc, ab + yd) (x ∈ W−, y ∈ W+) とおく．

VC における V 上の複素共役を x �→ x とおく．部分空間 W ⊂ VC と f ∈
HomC(W,VC)に対して f ∈ HomC(W,VC)を f(x) = f(x) (x ∈W )により定

義する．特に f =

(
a b

c d

)
∈ EndC(VC) に対して f =

(
d c

b a

)
∈ EndC(VC)

である．よって

Sp(V ) = {σ ∈ Sp(VC) | σ = σ} =

{(
d c

c d

)
∈ Sp(VC)

}

である．

p+ =

{(
0 b

0 0

) ∣∣∣∣ b ∈ SymC(W
−,W+)

}
,

p− =

{(
0 0

c 0

) ∣∣∣∣ c ∈ SymC(W
+,W−)

}
,

kC =

{(
− td 0

0 d

) ∣∣∣∣ b ∈ EndC(W
+)

}
,

但し

SymC(W
−,W+) = {b ∈ HomC(W

−,W+) | tb = b},
SymC(W

+,W−) = {c ∈ HomC(W
+,W−) | tc = c}
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である．よって

P+ =

{(
1 b

0 1

) ∣∣∣∣ b ∈ SymC(W
−,W+)

}
,

P− =

{(
1 0

c 1

) ∣∣∣∣ c ∈ SymC(W
+,W−)

}

となり，kC に対応する GC の連結閉部分群は

KC =

{(
td−1 0

0 d

) ∣∣∣∣ d ∈ GLC(W
+)

}

である．x �→ 1

2
(x− xI0 ⊗

√−1) は複素ベクトル空間の同型 VI0 →̃W+ を与

え，これにより VI0 上の Hermite 形式 〈 , 〉I0 を W+ じょうで見ると

〈x, y〉I0 = 2
√−1D(x, y) = −2

√−1〈y, x〉 (x, y ∈W+)

となるから

K = KC ∩ Sp(V ) =

{(
d 0

0 d

) ∣∣∣∣ d ∈ U(W+, 〈 , 〉I0)
}

となる．

P+KCP
− =

{(
a b

c d

)
∈ Sp(VC)

∣∣∣∣ d ∈ GLC(W
+)

}

となり，これはGC = Sp(VC)の開部分集合でG = Sp(V )を含みG∩KCP
− =

K である．そこで 3.1 節の一般論を適用して IV = G/K を p+ の開部分集合

と同一視したものをDV とおく．

(
0 b

0 0

)
∈ p+ と b ∈ SymC(W

−,W+) を同

一視して，DV ⊂ SymC(W
−,W+) としよう．直接計算して σ =

(
a b

c d

)
∈

Sp(V ) と z ∈ DV ⊂ SymC(W
−,W+) に対して

σ(z) = (az + b)(cz + d)−1 ∈ DV , J(σ, z) =

(
t(cz + d)−1 0

0 cz + d

)
∈ KC

となることがわかる．ここから

DV = {z ∈ SymC(W
−,W+) | 1W+ − z · z ∈ Her+(W+)}

であることがわかる．ここで

Her(W+) = {T ∈ EndC(W
+) | 〈xT, y〉I0 = 〈x, yT 〉I0 for ∀x, y ∈W+},

Her+(W ) = {T ∈ Her(W+) | 〈xT, x〉I0 > 0 for 0 �= ∀x ∈W+}
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とおいた．更に

K(z′, z) =

(
1− z′z 0

0 (1− zz′)−1

)
(z, z′ ∈ DV ⊂ SymC(W

−,W+)

となる．さて斜交空間 (V,D) の偏極 2V = W ′ ⊕ W を一つ定めておく．

σ ∈ EndC(VC) を直和分解 VC =W ′
C ⊕WC に応じて

σ =

[
a b

c d

]
(a ∈ EndC(W

′
C), b ∈ HomC(W

′
C,WC) etc.)

と書くことにする．又，非退化な pairing

〈 , 〉 :W ′ ×W � (x, y) �→ D(x, y) ∈ R

を用いて，例えば b ∈ HomR(W
′,W )に対して tb ∈ HomR(W

′,W )を 〈x tb, y〉 =
〈x, yb〉 (∀x, y ∈ W ′) により定義し，d ∈ EndR(W ) に対して td ∈ EndR(W

′)
を 〈x td, y〉 = 〈x, yd〉 (∀x ∈ W ′, y ∈ W ) により定義する．さてW−ρ = W ′

C

かつ W+ρ = WC なる ρ ∈ Sp(VC) が存在するから，それを一つ固定してお

く．p̂± = Ad(ρ−1)p± とおくと

p̂+ =

{[
0 b

0 0

] ∣∣∣∣ b ∈ SymC(W
′
C,WC)

}
,

p̂− =

{[
0 0

c 0

] ∣∣∣∣ c ∈ SymC(WC,W
′
C)

}

となる．そこで

P̂+ = ρ−1P+ρ, P̂− = ρ−1P−ρ, K̂C = ρ−1KCρ

とおくと，X �→ expX は p̂+ = Ad(ρ)p+ から P̂+ への全単射で

K̂C =

{[
td−1 0

0 d

] ∣∣∣∣ d ∈ GLC(WC)

}
,

P̂+ =

{[
1 b

0 1

] ∣∣∣∣ b ∈ SymR(W
′
C,WC)

}
,

P̂+K̂CP̂
− =

{[
a b

c d

]
∈ Sp(VC)

∣∣∣∣ d ∈ GLC(WC)

}

2任煮の x, y ∈ W に対して D(x, y) = 0 なる部分空間 W ⊂ V で次元が最大のものを V の

Lagrange部分空間と呼ぶ．W ⊂ V が Lagrange部分空間ならば dimR W =
1

2
dimR V であり，

V の Lagrange 部分空間全体に Sp(V ) は推移的に作用する．Lagrange 部分空間 W,W ′ ⊂ V
に対して V = W ′⊕W となるとき，これを斜交空間 (V,D) の偏極と呼ぶ．このとき Lagrange
部分空間の対 (W,W ′) に σ ∈ Sp(V ) は (W,W ′) · σ = (Wσ,W ′σ) により推移的に作用する．
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となる．ここで ρSp(V ) ⊂ P+KCP
− が言えるから Sp(V )ρ ⊂ P̂+K̂CP̂

− と
なる．そこで z ∈ DV ⊂ p+ に対して exp z ∈ Sp(V )KCP

− だから，

exp z · ρ ∈ Sp(V )K̂CP̂
− ⊂ P̂+K̂CP̂

−

となる．よって exp z · ρ = exp ẑ · k · q (ẑ ∈ p̂+, k ∈ K̂C, q ∈ P̂−) とおいて

HV = {ẑ ∈ p̂+ | z ∈ DV } ⊂ SymC(W
′
C,WC)}

とおく．但し b ∈ SymC(W
′
C,WC) と

[
0 b

0 0

]
∈ p̂+ を同一視している．z �→ ẑ

を ρに関するCayley 変換と呼ぶ．σ ∈ Sp(V ) と z ∈ HV に対して，exp z ∈
Sp(V )K̂CP̂

− だから

σ exp z = expσ(z) · J(σ, z) · q (σ(z) ∈ HV , J(σ, z) ∈ K̂C, q ∈ P̂−)

と書けて，(σ, z) �→ σ(z) により Sp(V ) は HV に作用する．具体的に計算す

れば σ =

[
a b

c d

]
∈ Sp(V ) に対して

σ(z) = (az + b)(cz + d)−1, J(σ, z) =

[
t(cz + d)−1 0

0 cz + d

]

となり

HV = {z ∈ SymC(W
′
C,WC | Im z ∈ Sym+

R (W
′,W )}

であり，更に Sp(V ) の HV への作用は推移的であることがわかる．但し

Sym+
R (W

′,W ) = {T ∈ SymR(W
′,W ) | 〈x, xT 〉 > 0 for 0 �= ∀x ∈W ′}

とする．z ∈ HV に対して WC 上の正定値 Hermite 形式が

〈v, w〉z = D(v(Im z)−1, w) (v, w ∈WC)

により定義され，付随するユニタリ群と z ∈ HV の固定部分群が同型となる；

{σ ∈ Sp(V ) | σ(z) = z} →̃U(WC, 〈 , 〉z) (σ �→ J(σ, z)|WC
).

特に K = {σ ∈ Sp(V ) | σ(0̂) = 0̂} である．

3.3 古典的な Siegel モジュラー形式について簡単に復習しておく．詳細

は [6] を参照．

Q 上の斜交空間 (VQ, D) とその偏極 VQ = W ′
Q ⊕ WQ があって，V =

VQ⊗QR,W
′ = W ′

Q⊗QR,W = WQ⊗QR であるとする．部分群 Γ ⊂ Sp(VQ)

は数論的部分群とする．即ち，VQ の Z-格子 Λ ⊂ VQ があって Γ は

Sp(Λ) = {σ ∈ Sp(VQ) | Λσ = Λ}
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と通約的3であるとする．dimR V > 2 ならば，十分大きな 0 < N ∈ Z に対

して

Sp(Λ, N) = {γ ∈ Sp(Λ) | xγ ≡ x (mod N · Λ) for ∀x ∈ Λ}

は Γ に含まれるから，dimR(V ) = 2 の場合にもこれを仮定しよう．(ρ, Vρ)

を Γ に有限次元ユニタリ表現として Ker ρ は Γ の指数有限の部分群である

と仮定する．

[
td−1 0

0 d

]
∈ K̂C と d ∈ GLC(WC) を同一視して，(δ, Vδ) を

K̂C = GLC(WC) の有限次元既約表現で Young 図形

m1 個の正方形

m2 個の正方形
...

mn 個の正方形

に対応しているとして，mn > 0 と仮定する．Jδ(σ, z) = δ(J(σ, z)) (σ ∈
Sp(V ), z ∈ HV ) とおいて，k �→ Jδ(k, 0̂) が K の既約ユニタリ表現となるよ

うに Vδ 上の Hermite 内積を定める4．表現空間 Vρ, Vδ における Hermite 内

積をそれぞれ ( , )ρ, ( , )δ とすると，任意の T ∈ HomC(Vρ, Vδ) に対して

(Tu, v)δ = (u, T ∗v)ρ for ∀u,∈ Vρ, v ∈ Vδ

なる T ∗ ∈ HomC(Vδ, Vρ)が唯一定まるから，複素ベクトル空間HomC(Vρ, Vδ)

における Hermite 内積を (S, T )ρ,δ = tr(S ◦ T ∗) により定義する．さて正則
関数

F : HV → HomC(Vρ, Vδ)

であって

1) 任意の γ ∈ Γ に対して F (γz) = Jδ(γ, z) ◦ F (z) ◦ ρ(γ)−1,

2) 任意の σ ∈ Sp(VQ) と任意の y0 ∈ SymR(W
′,W ) に対して |Fσ(z)| は

{z ∈ HV | Im z ≥ y0} で有界

の二条件が成り立つとき，F を Γに関して表現 ρをもった重さ δ の（或いは簡

単に (δ, ρ)-型の）Siegel モジュラー形式と呼ぶ．ここで Jδ(σ, z) = δ(J(σ, z))

3群 G の部分群 A,B に対して，群指数が (A : A ∩ B) < ∞ かつ (B : A ∩ B) < ∞ であ
るとき，A と B は通約的であるという．

4k =

[
a b
c d

]
∈ K に対して Im 0̂ = Im k(0̂) = t(c0̂ + d)

−1
Im 0̂ · (c0̂ + d)−1 より

δ(c0̂ + d)∗ = δ((c0̂ + d)−1) = δ((Im 0̂)−1 t(c0̂ + d) · Im 0̂)

となるから，Vδ の Hermite 内積は

δ(d)∗ = δ((Im 0̂)−1 td · Im 0̂) ∀d ∈ GLC(WC)

となるようにとればよい．

26

117



(σ ∈ Sp(V ), z ∈ HV ) とおき

Fσ(z) = Jδ(σ, z)
−1 ◦ F (σz) (z ∈ HV )

とおく．よく知られているように，上の条件 2) は dimR V > 2 のときには条

件 1) から自動的に成り立つ（Koecher の定理）．(δ, ρ)-型の Siegel モジュ

ラー形式 F に付随する Sp(V ) 上の関数

fF (σ) = Jδ(σ, 0̂)
−1 ◦ F (σ(0̂)) (σ ∈ Sp(V ))

が Sp(V ) 上の有界関数であるとき，F を Γ に関する (δ, ρ)-型の Siegel 尖

点形式と呼ぶ．z = σ(0̂) ∈ HV (σ ∈ Sp(V )) に対して

|fF (σ)|2 = (δ((Im 0̂)−1Im z) ◦ F (z), F (z))ρ,δ

となる．F が尖点形式ならば，このとき任意の実数 p > 0 に対して∫
Γ\Sp(V )

|f(σ)|pdSp(V )(σ) <∞

である．次の定理は Satake [14] による；

定理 3.3.1 実数 p > 0 に対して pmn ≥ 2n とする．このとき Γ に関する

(δ, ρ)-型の Siegel モジュラー形式 F に対して∫
Γ\Sp(V )

|fF (σ)|pdSp(V )(σ) <∞

ならば F は尖点形式である．

Γ に関する (δ, ρ)-型の尖点形式の全体を Sδ(Γ, ρ) と書く．

さて 2.4 節の一般論を実斜交群に適用して，Siegel 尖点形式を表現論的に

とらえてみよう．同型 KC →̃ K̂C (k �→ ρkρ−1) により K̂C = GLC(WC) の有

限次元既約表現 (δ, Vδ) を KC の有限次元既約表現とみなしておく．従って(
td−1 0

0 d

)
∈ KC と d ∈ GLC(W

+) を同一視すれば，δ は GLC(W
+) の有

限次元既約表現で Young 図形

m1 個の正方形

m2 個の正方形
...

mn 個の正方形

に対応するものである．このとき最小の K-タイプ δ の正則離散系列表現が

定義される（即ち Hδ �= {0} となる）必要十分条件は mn > n なることで

ある．このとき Satake の定理（定理 3.3.1）に注意すると，次の定理が示さ

れる；
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定理 3.3.2 mn > nのとき，最小の K-タイプ δ の正則離散系列表現 (πδ, Hδ)

に対して，F �→ fF は複素ベクトル空間の同型Sδ(Γ, ρ) →̃Aδ(Γ\Sp(V ), ρ, πδ)

を与える．

第 II部

重さ半整数の Siegel モジュラー形式

4 Weil 表現

4.1 以下

Qp =

⎧⎨⎩実数体 R : p = ∞,

p-進数体 Qp : p <∞
, Zp =

⎧⎨⎩有理整数環 Z : p = ∞,

p-進整数環 Zp : p <∞

とする．局所コンパクト加法群 Qp 上の Haar 測度 dt は⎧⎨⎩vol(Qp/Zp) = 1 : p = ∞,

vol(Zp) = 1 : p <∞

と正規化しておく．加法群 Qp の自明でないユニタリ指標 χ を一つ固定して

おく．

(V,D) を Qp 上の斜交空間とする．局所コンパクト加法群 V 上のHaar 測

度 dV (x) は (x, y) �→ χ(D(x, y)) に関して自己双対的であるとする．即ち V

上の Fourier 変換と逆変換が

ϕ̂(y) =

∫
V

ϕ(x)χ(−D(x, y))dV (x), ϕ(x) =

∫
V

ϕ̂(y)χ(D(x, y))dV (y)

を満たすとする．H(V ) = V ×Qp は群演算

(x, s) · (y, t) = (x+ y, s+ t+ 2−1D(x, y))

により局所コンパクト群となる．これを斜交空間 (V,D) に付随するHeisen-

berg 群 と呼ぶ．H(V ) の中心 Z(H(V )) = {(0, t) | t ∈ Qp} は同一視
(0, t) = t により加法群 Qp と同一視しておく．dH(V )(x, t) = dV (x)dt は

H(V ) の Haar 測度となり，H(V ) はユニモジュラーである．

斜交空間 (V,D) の Lagrange 部分空間 W ⊂ V をとり，H(V ) の閉部分群

W ×Qp のユニタリ指標 χW (y, t) = χ(t) (t ∈ Qp) から誘導された H(V ) の

ユニタリ表現 (πχ
W , Hχ

W ) = Ind
H(V )
W×Qp

χW を考えよう．その表現空間 Hχ
W は

1) 任意の g ∈W ×Qp に対して ϕ(gh) = χW (g)ϕ(h),

2)

∫
(W×Qp)\H(V )

|ϕ(h)|2dḣ <∞
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なる可測関数 ϕ : H(V ) → C 全体を内積

(ϕ,ψ) =

∫
W×Qp\H(V )

ϕ(h)ψ(h)dḣ

により複素 Hilbert 空間としたものであり，H(V ) の作用は (πχ
W (h)ϕ)(g) =

ϕ(gh) により定義される．ここで W の Haar 測度 dW (x) を一つ定めて，

(W ×Qp\H(V ) 上の右 H(V )-不変測度 dġ を∫
H(V )

ϕ(h)dH(V )(h) =

∫
(W×Qp)\H(V )

dġ

∫
W×Qp

dW (x)dtϕ((x, t)h)

(ϕ ∈ Cc(H(V )))となるように定める．大切なことは次の二つの定理である；

定理 4.1.1 (πχ
W , Hχ

W ) は Heisenberg 群 H(V ) の既約ユニタリ表現である．

定理 4.1.2 π が H(V ) のユニタリ表現であって，任意の t ∈ Qp = Z(H(V ))

に対して π(t) = χ(t) ならば，複素 Hilbert 空間 E 上の H(V ) の自明なユ

ニタリ表現 1E があって，π はユニタリ表現のテンソル積 1E ⊗ πχ
W とユニ

タリ同値である．

定理 4.1.2 から直ちに次の系が得られる；

系 4.1.3 π が H(V ) に既約ユニタリ表現で，任意の t ∈ Qp = Z(H(V )) に

対して π(t) = χ(t) ならば，π は πχ
W とユニタリ同値である．

V の二つの Lagrange 部分空間 W,W ′ ⊂ V に対して，系 4.1.3 から，

(πχ
W , Hχ

W ) と (πχ
W ′ , H

χ
W ′) は H(V ) のユニタリ表現としてユニタリ同値だか

ら，その間のユニタリ同値写像を具体的に構成してみよう．まず，W ∩W ′

上の Haar 測度 dW∩W ′ を一つとると，W/(W ∩W ′) と W ′/(W ∩W ′) 上の
Haar 測度

dW/(E∩W ′) = dW /dW∩W ′ , dW ′/(W∩W ′) = dW ′/dW∩W ′

が定まる5．更に W ′/(W ∩W ′) の双対空間 (W ′/(W ∩W ′))∗ 上の Haar 測

度 d(W ′/(W∩W ′))∗ として dW ′/(W∩W ′) の双対測度をとる．そこでQp-線形同

型写像

gW,W ′ :W/(W ∩W ′) →̃ (W ′/(W ∩W ′))∗

を 〈ẇ′, gW,W ′(ẇ)〉 = D(w,w′) により定義して，0 < |gW,W ′ | ∈ R を

d(W ′/(W∩W ′)(gW,W ′(ẇ)) = |gW,W ′ | · dW/(W∩W ′)(w)
5一般に局所コンパクト・ユニモジュラー群 G の閉部分群 H に対して，G,H 上の Haar 測

度 dG(g), dH(h) をとると，G/H 上の左 G-不変測度 dG/H(ġ) を∫
G
ϕ(g)d(g) =

∫
G/H

dG/H(ġ)

∫
H

dH(h)ϕ(gh) (ϕ ∈ Cc(G))

が成り立つように定めることかできる．このとき dG/H = dG/dh と書くことにする．
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により定義すると，|gW,W ′ |1/2dW ′/(W∩W ′) はW ∩W ′ 上の Haar測度 dW∩W ′

の選択に依存しなくなる．このときユニタリ写像 Tχ
W ′,W : Hχ

W → Hχ
W ′ が

(Tχ
W ′,Wϕ)(h) =

∫
W ′/(W∩W ′)

ϕ((w′, 0)h) · |gW,W ′ |1/2dW ′/(W∩W ′)(ẇ
′)

(ϕ ∈ Hχ
W,c)により定義される．ここで Hχ

W,c は連続関数 ϕ : H(V ) → C で

1) 任意の g ∈W ×Qp に対して ϕ(gh) = χW (g)ϕ(h),

2) ḣ �→ |ϕ(h)| はW ×Qp\H(V ) 上のコンパクト台関数

なるもの全体からなる Hχ
W の稠密な部分空間である．このとき

1) Tχ
W ′,W ◦ Tχ

W,W ′ = Tχ
W,W = id,

2) 任意の h ∈ H(V ) に対して Tχ
W ′,W ◦ πχ

W (h) = πχ
W ′ ◦ Tχ

W ′,W

が成り立つ6．

4.2 有限次元 Qp-ベクトル空間 X の双対空間を X∗ として，x ∈ X,α ∈
X∗ に対して 〈x, α〉 = α(x) とおくと，VX = X ×X∗ はDX((x, α), (y, β)) =

〈x, β〉 − 〈y, α〉 に関して斜交空間となる．ここで自然に X,X∗ ⊂ VX を部

分空間とみなせば，これらは斜交空間 (VX , DX) の Lagrange 部分空間であ

る．直和分解 V = X × X∗ に関する σ ∈ EndQp(VX) のブロック分表示を

σ =

(
a b

c d

)
とする．Qを X 上の二次形式とする．即ち，関数 Q : X → Qp

は

1) λ ∈ Qp, x ∈ X に対して Q(λx) = λ2Q(x),

2) (x, y) �→ Q(x, y) = Q(x+y)−Q(x)−Q(y) (x, y ∈ X)はQp-双線形形式

を満たすとする．そこで Q̃ ∈ SymQp(X,X
∗) を

〈x, yQ̃〉 = Q(x+ y)−Q(x)−Q(y) (x, y ∈W )

により定めて σ =

(
1 Q̃

0 1

)
∈ Sp(VX) とおくと，WQ = Xσ ⊂ VX は La-

grange部分空間となる．このときTχ
X,WQ

◦Tχ
WQ,X∗ とTχ

X,X∗ は共に (πχ
X∗ , H

χ
X∗)

から (πχ
X , H

χ
X) へのユニタリ同値写像となるから

Tχ
X,WQ

◦ Tχ
WQ,X∗ = γχ(Q) · Tχ

X,X∗

なる γχ(Q) ∈ C1 が定まる．これを二次形式 Q のWeil 定数 と呼ぶ．X 上

の二次形式 Q に対して

rad(Q) = {x ∈ X | 〈x, yQ̃〉 = 0 for ∀y ∈ X}
6Tχ

W,W ′ の性質と次の 4.2 節については [12] を参照のこと．
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とおくと，X/rad(Q) 上の正則な二次形式Qreg(ẋ) = Q(x) が定まる．このと

き γχ(Q) = γχ(Q
reg) である．又，Q �→ γχ(Q) は Qp 上の Witt 群 WQp

か

ら乗法群 C1 への群準同型写像である．

さて Qp 上の斜交空間 (V,D) をとる．三つの Lagrange 部分空間Wi ⊂ V

(i = 1, 2, 3) に対して W1 ×W2 ×W3 上の二次形式 QW1,W2,W3
が

QW1,W2,W3(w1, w2, w3) = D(w1, w2)+D(w2, w3)+D(w3, w1) (wi ∈Wi)

により定義される．このとき

rad(QW1,W2,W3) = {(w1, w2, w3) | w1−w2 ∈W3, w2−w3 ∈W1, w3−w1 ∈W2}

であり，(1, 2, 3) の並べ替え (i1, i2, i3) に対して

QWi1 ,Wi2 ,Wi3
= sign

(
1 2 3

i1 i2 i3

)
·QW1,W2,W3

が成り立つ．更に次の定理が基本的である；

定理 4.2.1 Lagrange 部分空間 Wi ⊂ V (i = 1, 2, 3) に対して

Tχ
W1,W2

◦ Tχ
W2,W3

◦ Tχ
W3,W1

= γχ(QW1,W2,W3
) · id.

4.3 Qp 上の斜交空間 (V,D)の偏極 V =W ′⊕W をとり，x ∈W ′, y ∈W

に対して 〈x, y〉 = D(x, y) とおく．局所コンパクト加法群 W ′,W 上の Haar

測度 dW ′(x), dW (y) は (x, y) �→ χ(〈x, y〉) に関して自己双対的であるとする．
即ちW ′ 上の Fourier 変換と逆変換が

ϕ̂(y) =

∫
W ′

ϕ(x)χ(−〈x, y〉)dW ′(x), ϕ(x) =

∫
W

ϕ̂(y)χ(〈x, y〉)dW (y)

を満たすとする．このとき dV (x, y) = dW ′(x)dW (y) である．ϕ ∈ L2(W ′) に
対して

ϕ̃(g) = χ
(
ν · (t+ 2−1〈x, y〉)) · ϕ(x) (g = ((x, y), t) ∈ H(V ))

とおくと，ϕ �→ ϕ̃ は L2(W ′) からHχ
W へのユニタリ同型写像となる．そこ

で誘導表現 Ind
H(V )
W×Qp

χW を L2(W ′) 上に実現したものを Πχ と書くと，その

作用は (h = ((x, y), t) ∈ H(V ) と ϕ ∈ L2(W ′) に対して

(Πχ(h)ϕ)(w
′) = χ

(
t+ 〈w′, y〉+ 2−1〈x, y〉) · ϕ(w′ + x) (w′ ∈W ′)

となる．H(V ) のユニタリ表現 (Πχ, L
2(W ′)) を Schrödinger 表現と呼ぶ．

同様に H(V ) の閉部分群 W ′ ×Qp のユニタリ指標 χW ′(x, t) = χ(t)−1 から

誘導された H(V ) の誘導表現 Ind
H(V )
W ′×Qp

χW ′ を L2(W ) 上に実現したものを

Π̌χ とおくと，その作用は h = ((x, y), t) ∈ H(V ) と ϕ ∈ L2(W ) に対して

(Π̌χ(h)ϕ)(w) = χ
(−t− 〈x,w〉+ 2−1〈x, y〉) · ϕ(w − y)
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となる．Π̌χ は Πχ の反傾表現である．実際，複素双線形形式

〈 , 〉χ : L2(W ′)× L2(W ) → C

を ϕ ∈ L2(W ′) ∩ L1(W ′), ψ ∈ L2(W ) ∩ L1(W ) に対して

〈ϕ,ψ〉χ =

∫
W ′

dW ′(w′)
∫
W

dW (w)ϕ(w′)ψ(w)χ(〈w′, w〉)

により定めると，任意の h ∈ H(V ), ϕ ∈ L2(W ′), ψ ∈ L2(W ) に対して

〈Πχ(h)ϕ,ψ〉χ = 〈ϕ, Π̌χ(h
−1)ψ〉χ

が成り立つ．反傾表現 (Π̌χ, L
2(W )) も Schrödinger 表現と呼ぼう．

さて σ ∈ Sp(V ) は h = (x, t) ∈ H(V ) に hσ = (xσ, t) により右から作用し

ていて，h �→ hσ は H(V ) の自己同型写像である．そこで σ ∈ Sp(V ) に対

してΠσ
χ(h) = Πχ(h

σ) (h ∈ H(V )) とおくと，(Πσ
χ, L

2(W ′)) は H(V ) の既約

ユニタリ表現で，任意の t ∈ Qp = Z(H(V )) に対して Πσ
χ(t) = χ(t) となる．

よって系 4.1.3 より Πσ
χ は Πχ とユニタリ同値となり，任意の h ∈ H(V ) に

対して

T−1 ◦Πχ(h) ◦ T = Πχ(h
σ)

となる T ∈ Aut(L2(W ′)) が存在する．ここで Aut(L2(W ′)) の位相とし
て，任意の ϕ ∈ L2(W ′) に対して T �→ Tϕ が連続となる最弱の位相を与

えると，Aut(L2(W ′)) は Hausdorff 位相群となる．そこで直積群 Sp(V ) ×
Aut(L2(W ′)) の閉部分群

Mp(V ) = {(σ, T ) | T−1 ◦Πχ(h) ◦ T = Πχ(h
σ) for ∀h ∈ H(V )}

を考えると

� :Mp(V ) → Sp(V ) ((σ, T ) �→ σ)

は Mp(V ) から Sp(V ) への全射連続群準同型写像であり，その核は定数

倍写像という意味で C1 である．Mp(V ) の元を幾つか作ってみよう．ま

ず a ∈ GLQp(W
′) に対して d(a) =

[
a 0

0 ta−1

]
∈ Sp(V ) であり，d0(a) ∈

Aut(L2(W ′) を

(d0(a)ϕ)(w
′) = | det a|1/2ϕ(w′a) (ϕ ∈ L2(W ′), w′ ∈W ′)

により定義すると d(a) = (d(a),d0(a)) ∈Mp(V ) であり

d : GLQp(W
′) →Mp(V )

は連続群準同型写像である．又，b ∈ SymQp(W
′,W )に対して t(b) =

[
1 b

0 1

]
∈

Sp(V ) で，t0(b) ∈ Aut(L2(W ′)) を

(t0(b)ϕ)(w
′) = χ(2−1〈w′, w′b〉) · ϕ(w′) (ϕ ∈ L2(W ′), w′ ∈W ′)
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により定義すると t(b) = (t(b), t0(b)) ∈Mp(V ) であり

t : SymQp(W
′,W ) →Mp(V )

は連続群準同型写像である．又，R-線形同型写像 c :W →̃W ′ に対してd′(c) =[
0 − tc−1

c 0

]
∈ Sp(V ) で，d′

0(c) ∈ Aut(L2(W ′)) を

(d′
0ϕ)(w

′) = |c|−1/2ϕ̂(w′ tc−1) (ϕ ∈ L2(W ′)), w′ ∈W |prime)

により定義すると，d′(c) = (d′(c),d′
0(c)) ∈Mp(V )である．ここで dW ′(wc) =

|c|dW (w) により 0 < |c| ∈ Rを定義する．c �→ d′(c)は連続写像である．更に

Ω(V ) =

{[
a b

c d

]
∈ Sp(V )

∣∣∣∣ c :W →̃W ′ :線形同型

}

とおいて，σ =

[
a b

c d

]
∈ Ω(V ) ならば σ = t(ac−1)d′(c)t(c−1d) であること

に注意して，

r0(σ) = t0(ac
−1) ◦ d′

0(c) ◦ t0(c−1d) ∈ Aut(L2(W ′))

とおけば r(σ) = (σ, r0(σ)) ∈Mp(V ) であり

r : Ω(V ) →Mp(V )

は連続写像である．よって (σ, λ) �→ (σ, λr(σ)) はΩ(V )×C1 から Mp(V ) の

開集合 �−1(Ω(V )) への位相同型写像となるから，Mp(V ) は局所コンパクト

群である（[19, p.186] 参照）．更に連続群準同型写像 Φ :Mp(V ) → C1 で

1) 任意の λ ∈ C1 に対して Φ(1, λ) = λ2,

2) σ =

[
a b

c d

]
∈ Ω(V ) に対して Φ(r(σ)) = (|c|,−1)2γχ(Q1)

dimV

なるものが存在する．ここで Q1(x) = x2 は Qp 上の二次形式であり，(a, b)2

はHilbert 記号である7．S̃p(V ) = KerΦ は Mp(V ) の閉部分群（従って局

所コンパクト群）で

� : S̃p(V ) → Sp(V ) ((σ, T ) �→ σ)
7a, b ∈ Q×

p に対して

H =

{[
s+ t

√
a u+ v

√
a

b(u− v
√
a) s− t

√
a

] ∣∣∣∣ s, t, u, v ∈ Qp

}
は M2(Qp(

√
a)) の Qp-部分代数となり，M2(Qp) と同型であるか又は Qp 上の斜体となる．

(a, b)2 =

{
1 : H →̃M2(Qp) のとき,

−1 : H が Qp 上の斜体のとき

を Hilbert 記号と呼ぶ．
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連続全射群準同型写像で，その核は {(1,±1)} である．

ωχ : S̃p(V ) → Aut(L2(W ′)) ((σ, T ) �→ T )

は S̃p(V ) のユニタリ表現を与えるから，これをWeil 表現と呼ぶ．後に用い

るために次のことを注意しておく；a ∈ GLQp(W
′) に対して，cW →̃W ′ を

一つとれば，d′(c)d(a) = d′(ca) だから，Φ(d(a)) = (det a,−1)2 である．こ

こで ηχ(a) = γχ(Q1)γχ(− det a ·Q1) とおくと ηχ(a)
2 = (det a,−1)2 となる

から

d̃(a) = (d(a), ηχ(a)
−1d(a)) ∈ S̃p(V ) (3)

とおく．

4.4 Zp-格子 L ⊂ W をとり8，L′ = {x ∈ W ′ | χ(〈x, L〉) = 1} とおいて
Λ = L′ ⊕ L とおく．H(Λ) = Λ×Qp は H(V ) の閉部分群で

χΛ : H(Λ) → C1 (((x, y), t) �→ χ

(
t+

1

2
〈x, y〉

)
)

は H(Λ) の連続なユニタリ指標となる．そこで誘導表現 πχΛ = Ind
H(V )
H(Λ)χΛ

を考える．その表現空間は

1) 任意の λ ∈ H(Λ) に対して θ(λg) = χΛ(λ)θ(g),

2)

∫
H(Λ)\H(V )

|θ(g)|2d(ġ) <∞

なる H(V ) 上の可測関数 θ の全体であり，h ∈ H(V ) の θ ∈ Ind
H(V )
H(Λ)χΛ

への作用は (πχΛ(h)θ)(g) = θ(gh) により定義される．ここで Schwartz 関

数9ϕ ∈ S(W ′) に対して

Θϕ(h) =

∫
L′
ϕ(x+l)χ

(
t+

1

2
〈x, y〉+ 〈l, y〉

)
dL′(l) (h = ((x, y), t) ∈ H(V ))

によりH(V )上の関数 Θϕ を定義すれば，Θϕ ∈ Ind
H(V )
H(Λ)χΛ であり |Θϕ| = |ϕ|

である．更に次の定理が成り立つ；

定理 4.4.1 ϕ �→ Θϕ は H(V ) のユニタリ表現のユニタリ同値写像

(Πχ, L
2(W ′)) →̃ Ind

H(V )
H(Λ)χΛ

に延長される．

8即ち，W の Zp-部分加群であって W の Qp 　上の基底を含むもの．
9p = ∞ のときには各階微分の多項式倍が常に有界なる関数，p < ∞ のときには台がコン

パクトなる連続関数．
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Ind
H(V )
H(Λ)χΛ を Schrödinger 表現の格子モデル と呼ぶ．さて Λσ = Λ なる

σ ∈ Sp(V ) の全体を Sp(Λ) と書き，Sp(Λ) の部分群

Sp0,χ(Λ) = {γ ∈ Sp(Λ) | χΛ(λ
γ) = χΛ(λ) for ∀λ ∈ H(Λ)}

を考えよう．γ ∈ Sp0,χ(Λ) に対して，複素 Hilbert 空間 Ind
H(V )
H(Λ)χΛ の自己

同型写像 rχ(γ) が

(rχ(γ)θ)(h) = θ(hγ) (θ ∈ Ind
H(V )
H(Λ)χΛ, h ∈ H(V ))

により定義される．そこで定理 4.4.1 のユニタリ同値写像 ϕ �→ Θϕ により

rχ(γ) が誘導する L2(W ′) 上の自己同型写像を同じく rχ と書こう．すると

γ �→ (γ, rχ(γ)) は Sp0,χ(Λ) から Mp(V ) への群準同型写像であることがわ

かる．そこで S̃p0,χ(Λ) = �−1
χ Sp0,χ(Λ) とおくと，群準同型写像

ρχ = ρΛ,χ : S̃p0,χ(Λ) → C1

が定まって，任意の γ̃ ∈ S̃p0,χ(Λ) に対して

ωχ(γ̃) = ρχ(γ̃) · rχ(γ) (γ = �χ(γ̃))

が成り立つようにできる．ここで a ∈ V をとって H(Λ) のユニタリ指標

χΛ,a(λ) = χΛ(λ) · χ(D(a, l)) (λ = (l, t) ∈ H(Λ))

を定義する．又，a = (a′, a′′) ∈ V = W ′ ×W としてW ′ 上の Schwartz 関

数 ϕ ∈ S(W ′) に対して

ϑϕ[a](g̃) = Θωχ,J (g̃)ϕ(a, 0)

= χ

(
1

2
〈a′, a′′〉

)
·
∫
L′
(ωχ,J(g̃)ϕ)(a

′ + l)χ(〈l, a′′〉)dL′(l)

(g̃ ∈ S̃p(V )J) とおくと，テータ級数の変換公式が次のように述べられる；

定理 4.4.2 任意の γ̃ ∈ S̃p0,χ(Λ) と λ ∈ H(Λ) に対して

ϑϕ[a]((γ̃, λ)g̃) = ρΛ(γ̃)χΛ,aγ(λ)ϑϕ[aγ](g̃).

[証明] ωχ(γ̃) と Πχ(λ) を Ind
H(V )
H(Λ)χΛ 上で実現したものを同じ記号で表せば，

ψ = ωχ,J(g̃)ϕ として

ϑϕ[a]((γ̃, λ)g̃) = (ωχ(γ̃) ◦Πχ(λ)Θψ)(a, 0)

= ρΛ(γ̃)(Πχ(λ)Θψ)(aγ, 0)

= ρΛ(γ̃)Θψ((aγ, 0)λ).
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ここで λ = (l, t) とおくと，(x, s) ∈ H(V ) に対して

(l, t)−1(x, s)(l, t) = (−l,−t)(x+ l, s+ t+ 2−1D(x, l))

= (x, s+ 2−1D(x, l)− 2−1D(l, x+ l))

= (0, D(x, l))(x, s)

より

Θψ((aγ, 0)λ) = Θψ(λ(0, D(aγ, l))(aγ, 0)

= χΛ(λ(0, D(aγ, l)))Θψ(aγ, 0)

となり，求める等式を得る．

特に g̃ = σ̃ ∈ S̃p(V ), a = 0 の場合に

系 4.4.3 W ′ 上の Schwartz 関数 ϕ ∈ S(W ′) に対して

ϑϕ(σ̃) =

∫
L′
(ωχ(σ̃)ϕ)(l)dL′(l) (σ̃ ∈ S̃p(V ))

とおくと，任意の γ̃ ∈ S̃p0,χ(Λ) に対して

ϑϕ(γ̃σ̃) = ρΛ(γ̃) · ϑϕ(σ̃).

4.5 GLQp(V ) の閉部分群

GSp(V ) = {σ ∈ GLQp(V ) | D(xσ, yσ) = ν(σ) ·D(x, y) for ∀x, y ∈ V }

は，σ ∈ GSp(V ) と h = (x, t) ∈ H(V ) に対して hσ = (xσ, ν(σ)t) により

H(V ) に右から作用し，h �→ hσ は H(V ) の位相的自己同型写像である．特

に半直積 Sp(V )J = Sp(V ) � H(V ) を Jacobi 群と呼ぶ．更に S̃p(V ) は

� : S̃p(V ) → Sp(V ) を通して H(V ) に作用するから，半直積 S̃p(V )J =

S̃p(V )�H(V ) 及び

�J : S̃p(V )J → Sp(V )J ((σ̃, h) �→ (�(σ̃), h))

を考えると，S̃p(V ) の Weil 表現 (ωχ, L
2(W ′)) を用いて S̃p(V )J の既約ユ

ニタリ表現 (ωχ,J , L
2(W ′)) が

ωχ,J(σ̃, h) = ωχ(σ̃) ◦Πχ(h)

により定義される．

ここで S̃p(V )のユニタリ表現 πがあれば，自然な射影 S̃p(V )J → S̃p(V )を

通して S̃p(V )J のユニタリ表現 πJ が生ずるから，ユニタリ表現のテンソル積

ρ = πJ ⊗ ωχ,J は S̃p(V )J のユニタリ表現で，任意の t ∈ Qp = Z(H(V )) =
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Z(S̃p(V )J) に対して ρ(t) = χ(t) となる．逆に，任意の t ∈ Qp に対して

ρ(t) = χ(t) なる S̃p(V )J のユニタリ表現 (ρ,H) があると，それを H(V ) に

制限すると，定理 4.1.2より，複素 Hilbert空間 E があって H = E⊗̂L2(W ′)
かつ ρ|H(V ) = 1E ⊗Πχ である．このとき E = LH(V )(L

2(W ′), H) で，オペ

レータ・ノルム |T | = sup
0	=ϕ∈L2(W ′)

|Tϕ|/|ϕ| により複素 Hilbert 空間になる．

そこで E 上の S̃p(V ) のユニタリ表現 π を

π(σ̃)T = ρ(σ̃, 1) ◦ T ◦ ωχ(σ̃)
−1

により定義すると，ρ = πJ ⊗ ωχ,J となる．正確には次の定理が成り立つ；

定理 4.5.1 π �→ πJ ⊗ωχ,J は S̃p(V ) のユニタリ表現 π のユニタリ同値類と

ρ|
Z(˜Sp(V )J

= χ なる S̃p(V )J のユニタリ表現 ρ のユニタリ同値類の間の全単

射を与える．特に πJ ⊗ωχ,J が既約となる必要十分条件は π が既約なること

である．

5 重さ 1/2 の保型因子

5.1 (V,D) を実斜交空間として，7.1 節の記号を用いる．e(t) = e∞(t) =

exp(2π
√−1t) とおいて，g = (σ, h) ∈ Sp(V )J (σ ∈ Sp(V ), h = (x, t) ∈

H(V )) と Z = (z, w) ∈ HV,J に対して

η(g;Z) =e

(
t+

1

2
D(x, x

[
z

1W

]
J(σ, z)−1σ)

+D(x,wJ(σ, z)−1σ) +
1

2
D(w,wJ(σ, z)−1σ)

)
とおき，Z ′ = (z′, w′) ∈ HV,J に対して

κ(Z ′;Z) = e

(
1

2
〈(w′ − w)(z′ − z)−1, w′ − w〉

)
とおくと

κ(g(Z ′), g(Z)) = η(g;Z ′)κ(Z ′;Z)η(g;Z)

となる．特に z ∈ HV と w′, w ∈ WC に対して κz(w
′, w) = κ(z, w′; z, w) と

おく．

Heisenberg群H(V )の中心 Z(H(V )) = Rのユニタリ指標χ(t) = e−2π
√−1t

から H(V ) に誘導された誘導表現 πχ = Ind
H(V )
Z(H(V ))χ を考える．その表現空

間は

1) 任意の t ∈ R に対して ϕ(g(0, t)) = χ(t)−1ϕ(g) = e(t)ϕ(g),

2)

∫
H(V )/Z(H(V ))

|ϕ(g)|2d(ġ) <∞
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なる H(V ) 上の複素数値可測関数 ϕ の全体であり，h ∈ H(V ) の作用は

(πχ(h)ϕ)(g) = ϕ(h−1g) で定義される．一方 HV,J における (z, 0) ∈ HV,J の

H(V )-軌道は Ωz = {z} ×WC となり，これを (z, w) = w なる同一視により

Ωz = WC とみなす．(z, 0) ∈ Ωz の H(V ) における固定部分群は Z(|H(V ))

だから，誘導表現 Ind
H(V )
Z(H(V ))χ を Ωz =WC 上の関数の空間上に実現するこ

とができる．それを具体的に書いてみよう．まず

dz(w) = (det Im z)−1dWC
(w)

は Ωz = WC 上の H(V )-不変測度であり，g ∈ Sp(V )J に対して g(z, w) =

(z′, w′) ∈ HV,J とすると

dz′(w′) = dz(w)

となる．ϕ ∈ Ind
H(V )
Z(H(V ))χ に対して Ωz =WC 上の関数 ϕ̃ が

ϕ̃(w) = η(h; z, 0)−1ϕ(h) (w = h(0) ∈ Ωz =WC, h ∈ H(V ))

により定義されて |ϕ(h)|2 = |ϕ̃(w)|2κz(w,w) となる．一方，h ∈ H(V ) に対

して ψ = πχ(h)ϕ とおくと

ψ̃(w) = η(h−1; z, w)ϕ̃(h−1(w)) (w ∈ Ωz =WC)

となる．そこで z ∈ HV に対して，Ωz = WC 上の複素数値可測関数 ϕ で

あって ∫
WC

|ϕ(w)|2κz(w,w)dz(w) <∞

なるもの全体のなす複素 Hilbert 空間を Lz とすると，H(V ) の Lz 上のユ

ニタリ表現 πz が

(πz(h)ϕ)(w) = η(h−1; z, w)ϕ(h−1(w)) (h ∈ H(V ), ϕ ∈ Lz)

により定義される．更に Ωz = WC 上正則なる ϕ ∈ Lz の全体 Hz は Lz の

閉部分空間となり，(πz,Lz) の部分表現 (πz,Hz) が定まるが，実は (πz,Hz)

は H(V ) の Schrödinger 表現 (Π̌e, L
2(W )) とユニタリ同値である．そのユ

ニタリ同値写像を具体的に与えるために，幾つか準備をしておこう．まず

ReT = (T + T )/2 が正定値となる T ∈ SymC(W
′
C,WC) の全体 SC 上の正則

関数 det−1/2 を

det−1/2T =

∫
W ′

e−π〈w,wT 〉dW ′(w) (T ∈ SC)

により定義すると，(det−1/2T )2 = detT−1（dW ′(w) =

n∏
i=1

dxi (w =

n∑
i=1

xiui)

なるW ′ の R-基底 {ui}1=1,··· ,n に対して detT = det(〈ui, ujT 〉)i,j=1,··· ,n に
より定める）であり，正定値なる T ∈ SymR(W

′,W ) に対して det−1/2T =
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(detT )1/2 となる．整数 n に対して detn/2T = (det−1/2T )−n とおく．同様

に ReS = (S + S)/2 が正定値なる S ∈ SymC(WC,W
′
C) の全体 S ′

C 上の正則

関数 det−1/2 が

det−1/2S =

∫
W

e−π〈wS,w〉dW (w) (S ∈ S ′
C)

により定義される．T �→ T−1は SCからS ′
Cへの双正則な全単射でdet−1/2(T−1) =

det1/2T である．そこで z ∈ HV に対して

γ(z) = det−1/2(z/
√−1) · det(2Im z)1/4,

qz(w) = e

(
−1

2
〈wz−1, w〉

)
(w ∈WC)

とおいて，ψ ∈ L2(W ) に対して

Qz(ψ)(w) = γ(z)

∫
W

qz(w − v)ψ(v)dW (v) (w ∈WC)

とおくと，ψ �→ Qz(ψ) は H(V ) のユニタリ表現 (Π̌e, L
2(W )) から (πz,Hz)

へのユニタリ同値写像を与える．(πz,Hz) を Schrödinger 表現 (Π̌e, L
2(W ))

の Fock モデル と呼ぶ．反傾表現 (Πe, L
2(W ′) の Fock モデルをみるため

に，まず Fourier 変換 F : L2(W ′) →̃L2(W ) を

(Fϕ)(w) =
∫
W ′

ϕ(v)e(−〈v, w〉)dW ′(v) (ϕ ∈ L2(W ′) ∩ L1(W ′))

により定義する．又 z ∈ HV に対して z∨ = −z ∈ HV とおき，ε =

[
−1 0

0 1

]
∈

GSp(V ) とおいて，H(V ) のHz∨ 上のユニタリ表現を π̌z(h) = πz∨(hε) (h ∈
H(V )) により定義する．このとき

L2(W ′) F−→ L2(W )
Qz∨−−−→ Hz∨

は (Πe, L
2(W ′))から (π̌z,Hz∨)へのユニタリ同値写像となる．ここで κz∨(w,w) =

κz(w,w) だから，複素 Hiulbert 空間としては Hz∨ は Hz と同じものである．

5.2 Heisenberg 群 H(V ) のユニタリ表現 (πz,Hz) の作用は，ϕ ∈ Hz と

h ∈ H(V ) 及び w ∈ Ωz =WC に対して w′ = h(w) ∈ Ωz =WC とおくと

(πz(h)ϕ)(w
′) = η(h; z, w)−1ϕ(w)

と書ける．そこで g = (σ, h) ∈ Sp(V )J と w ∈ Ωz =WC に対して g(z, w) =

(σ(z), w′) ∈ Ωσ(z) =WC として

(T z(g)ϕ)(w′) = η(g; z, w)−1ϕ(w) (ϕ ∈ Hz)
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とおくと，T z(g) は Hz から Hσ(z) へのユニタリ写像で，更に g′ ∈ Sp(V )J

をとれば

T z(g′g) = Tσ(z)(g′) ◦ T z(g)

となる．そこでユニタリ自己同型 Tz(g) ∈ Aut(L2(W )) を可換図式

L2(W )
Qz−−−−→ Hz

Tz(g)

⏐⏐� ⏐⏐�T z(g)

L2(W ) −−−−→
Qσ(z)

Hσ(z)

により定義する．z, z′ ∈ HV に対して Hz から Hz′ へのユニタリ同型を

Uz′,z = Qz′ ◦Q−1
z と定義すると，ϕ ∈ Hz に対して

(Uz′,zϕ)(w
′) = γ(z′, z)

∫
WC

κ(z′, w′; z, w)−1ϕ(w)κz(w,w)dz(w)

となることが示される．ここで

γ(z′, z) = γ(z′)γ(z)det−1/2

{
(z′/

√−1)−1 + (z/
√−1)

−1
}

= det−1/2

(
z′ − z

2
√−1

)
det(Im z′)1/4 det(Im z)1/4

である．ユニタリ自己同型 Tz(g) ∈ Aut(L2(W )) をユニタリ同型写像 Qz :

L2(W ),→̃Hz によりHz のユニタリ自己同型とみれば

Tz(g) = Uz,σ(z) ◦ T z(g) ∈ Aut(Hz) (g = (σ, h) ∈ Sp(V )J)

となる．さて，ユニタリ同型写像 Ťz(g) ∈ Aut(L2(W ′)) を可換図式

L2(W ′) F−−−−→ L2(W )
Qz∨−−−−→ Hz∨

Ťz(g)

⏐⏐� ⏐⏐�T z∨ (ε−1gε)

L2(W ′) −−−−→
F

L2(W ) −−−−→
Qσ(z)∨

Hσ(z)∨

により定義する．すると g = (σ, h), g′ = (τ, h′) ∈ Sp(V )J に対して

Ťz(g) ◦ Ťz(g′) = βz(σ, τ)Ťz(gg
′)

が成り立つ．ここで σ ∈ Sp(V ) と z, z′ ∈ HV に対して

ε(σ; z′, z) = det−1/2

(
σ(z′)− σ(z)

2
√−1

)
· det1/2

(
z′ − z

2
√−1

)
× | det J(σ, z′)|−1/2| det J(σ, z)|−1/2
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とおき，σ, τ ∈ Sp(V ) と z ∈ HV に対して

βz(σ, τ) = ε(σ; z, τ(z)) ∈ C1

とおく．g, g′, g′′ ∈ Sp(V )J に対して結合法則

(Ťz(g) ◦ Ťz(g′)) ◦ Ťz(g′′) = Ťz(g) ◦ (Ťz(g′) ◦ Ťz(g′′))

が成り立つから，σ, τ, δ ∈ Sp(V ) に対して

βz(τ, δ)βz(στ, δ)
−1βz(σ, τδ)βz(σ, τ)

−1 = 1

となる．即ち βz は C1 に値をとる Sp(V ) 上の実解析的な 2-cocycle となる

（Sp(V ) は C1 に自明に作用している）．そこで付随する群拡大を Mp(V ; z)

としよう．即ち，Mp(V ; z) = C1 × Sp(V ) で，群演算を

(ε, σ) · (η, τ) = (εηβz(σ, τ), στ)

により定義すると，Mp(V ; z) は連結な実 Lie 群である．更に σ ∈ Sp(V ) に

対して

αz(σ) = det J(σ, z)/| det J(σ, z)|
とおくと10，σ, τ ∈ Sp(V ) に対して

βz(σ, τ)
2 = αz(τ)αz(στ)

−1αz(σ)

となるから，(ε, σ) �→ ε2αz(σ) は Mp(V ; z) から C1 への連続群準同型写像

となる．その核を S̃p(V ; z) としよう．即ち

S̃p(V ; z) = {(ε, σ) ∈ C1 × Sp(V ) | ε2 = αz(σ)
−1}

は Mp(V ; z) の閉部分群となり，従って実 Lie 部分群となるが，更に連結で

あることもわかる．よって

�z : S̃p(V ; z) → Sp(V ) ((ε, σ) �→ σ)

により S̃p(V ; z) は Sp(V ) の連結な二重被覆群となる．ここで (ε, σ) �→
(σ, εŤz(σ)) はMp(V ; z) から Mp(V ) への位相群としての同型写像であり，

(ε, σ) ∈Mp(V ; z) に対して

Φ(σ, εŤz(σ)) = ε2αz(σ)

10

[
td−1 0
0 d

]
∈ K̂C と d ∈ GLC(WC)を同一視しているから（26頁），σ =

[
a b
c d

]
∈ Sp(V )

に対して

J(σ, z) =

[
t(cz + d)−1 0

0 cz + d

]
= cz + d ∈ K̂C = GLC(WC)

である．
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であることが示される．よって (ε.σ) �→ (σ, εŤz(σ)) は S̃p(V ; z) から S̃p(V )

への位相群の同型写像となる．よって Weil 表現は

ωχ : S̃p(V ; z) → Aut(L2(W ′)) ((ε, σ) �→ εŤz(σ))

となる（但し χ(t) = e(t) である）．その反傾表現 (ω̌χ, L
2(W )) は ω̌χ(σ̃) =

ε−1Tz(σ) (σ̃ = (ε, σ) ∈ S̃p(V ; z)) である．

5.3 z0 = 0̂ ∈ HV に対して S̃p(V ) = S̃p(V ; z0) とおき

� :S̃p(V ) → Sp(V ) ((ε, σ) �→ σ),

ω :S̃p(V ) → Aut(L2(W ′)) ((ε, σ) �→ ε · Ťz0(σ))

とおく．S̃p(V ) は ϕ を通して HV に作用している．特に

K̃ = �−1(K) = {(ε, k) ∈ C1 ×K | ε2 = det J(k, z0)
−1}

は z0 ∈ HV の固定部分群で，直積群 C1 × K の閉部分群である．ここで

σ̃ = (ε, σ) ∈ S̃p(V ) に対して

J1/2(σ̃, z) = ε−1 · ε(σ; z, z0)| det J(σ, z)|1/2

とおくと，J1/2(σ̃, z)
2 = det J(σ, z) となるから，J1/2(σ̃, z) は σ̃ ∈ S̃p(V ) に

関して実解析的，z ∈ HV に関して正則である．又，σ̃, τ̃ ∈ S̃p(V ) に対して

J1/2(σ̃τ̃ , z) = J1/2(σ̃, τ(z))J1/2(τ̃ , z)

となる．特に

det1/2 : K̃ → C1 (k̃ = (ε, k) �→ J(k̃, z0) = ε−1)

はコンパクト群 K̃ の 1次元ユニタリ表現である．ここでWeil表現 (ω,L2(W ′))
を K̃ に制限したときの既約分解を考えよう．その為にユニタリ同型

L2(W ′) F−→ L2(W )
Qz∨0−−−→ Hz∨

0

によりWeil 表現を Hz∨
0
上で実現したとしよう．すると WC 上の多項式関数

P ∈ C[WC] に対して ϕ(w) = P (w)κz∨
0
(w, 0)−1 (w ∈WC) とおくと ϕ ∈ Hz∨

0

で，σ̃ = (ε, σ) ∈ S̃p(V ) に対して

(ω(σ̃)ϕ)(w) = ε · P (wJ(σ, z0))κσ(z0)∨(w, 0)−1 (w ∈WC)

となる．従って Weil 表現 ω を K̃ のい制限したときの既約分解は

ω|
˜K =

∞⊕
n=0

det−1/2 ⊗ Symn
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となる．ここで Symn はコンパクト・ユニタリ群K = U(WC, 〈 , 〉z0) の n 次

対称テンソル表現であり，GLC(WC) の表現とみれば Young 図形は

1 2 3 · · · n

である．そこで “最小の” K̃-タイプ det−1/2 に対応する L2(W ′) のベクトル
をとろう．即ち ϕ = F−1 ◦Q−1

z∨
0
κz∨

0
(∗, 0)−1 ∈ L2(W ′) とおくと

ϕ(u) = det(2Im z0)
1/4e

(
1

2
〈u, uz0〉

)
(u ∈W ′)

である．ここで g̃ = (σ̃, h) ∈ S̃p(V )J (σ̃ = (ε, σ) ∈ S̃p(V ), h ∈ H(V )) に対

して g = (σ, h) ∈ Sp(V )J とおいて g(z0, 0) = (z, w) ∈ HV,J とおくと

(ωχ,J(g̃)ϕ)(u) = ε(Ťz0(g)ϕ)(u)

= ε · η(g; z0, 0) det(2Im z)1/4e

(
1

2
〈u, uz〉+ 〈u,w〉

)
(u ∈W ′)

となる．よって ωχ,J(g̃) を Ind
H(V )
H(Λ)χΛ 上で実現したとしてΘϕ ∈ Ind

H(V )
H(Λ)χΛ

への作用を考えれば

(ωχ,J(g̃)Θϕ)(h
′) = ε · η(g; z0, 0) det(2Im z)1/4e

(
t− 1

2
〈a′, a′′〉

)
· ϑ[a](z, w)

となる．ここで h′ = (a, t) ∈ H(V ) (a = (a′, a′′) ∈W ′ ×W ) とし

ϑ[a](z, w) =
∑
l∈L′

e

(
1

2
〈l + a′, (l + a′)z〉+ 〈l + a′, w + a′′〉

)
(4)

は Riemenn のテータ級数である．よって定理 4.4.2 よりテータ級数の変換公

式を得る；χΛ(h) = e

(
t+

1

2
〈x, y〉

)
(h = ((x, y), t) ∈ H(Λ)) に対して

Sp0(Λ) = {γ ∈ Sp(Λ) | χΛ(h
γ) = χΛ(h) for ∀h ∈ H(Λ)}

とおくと

定理 5.3.1 任意の γ ∈ Sp0(Λ) に対して，�(γ̃) = γ なる γ̃ ∈ S̃p0(Λ) をと

れば

ϑ∗[a](γ(z), wJ(γ, z)−1) = ρΛ(γ̃)J1/2(γ̃, z)η(γ; z, w)
−1ϑ∗[aγ](z, w)

である．ここで ϑ∗[a](z, w) = e

(
−1

2
〈a′, a′′〉

)
· ϑ[a](z, w) とおく．

(x, y) ∈ Λ に対して h = ((x, y), 0) ∈ H(Λ) とおくと

ϑ[0](z, w + xz + y) = χΛ(h)η(h; z, w)
−1ϑ[0](z, w)
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となることに注意しよう．定理 5.3.1 で特に

ϑ(z) = ϑ[0](z, 0) =
∑
l∈L′

e

(
1

2
〈l, lz〉

)
(z ∈ HV )

とおけば，任意の γ̃ ∈ S̃p0(Λ) に対して

ϑ(γ(z))/ϑ(z) = ρΛ(γ̃)J1/2(γ̃, z)

である．よって特に任意の γ̃ ∈ S̃p0(Λ) に対して ρΛ(γ̃)
8 = 1 である（[11] の

Chap.V, §2 参照）．

5.4 数論的部分群 Γ ⊂ Sp(VQ) をとり（dimR(V ) = 2 のときには十分大

きな 0 < N ∈ Z に対して Sp(Λ, N) ⊂ Γ であると仮定する），S̃p(V ) の離散

的部分群 Γ̃ = �−1(Γ) のユニタリ指標 α として，Kerα は Γ̃ の指数有限の

部分群であると仮定する．

[
td−1 0

0 d

]
∈ K̂C と d ∈ GLC(WC) を同一視して，

(δ, Vδ) を K̂C = GLC(WC) の有限次元既約表現で Young 図形

m1 個の正方形

m2 個の正方形
...

mn 個の正方形

に対応しているとして，mn > 0 と仮定する．このとき K̃ の既約ユニタリ表

現 δ ⊗ det−1/2 が

k̃ = (ε, k) �→ J1/2(k̃, z0)
−1Jδ(k, z0) = ε · Jδ(k, z0)

により定義される．これらのデータに対して 3.3 節と同様にして，“重さ半整

数”の Siegel モジュラー形式を論ずることができるだろう．即ち，正則関数

F : HV → Vδ

であって

1) 任意の γ̃ ∈ Γ̃ に対して F (γ(z)) = α(γ̃)−1J1/2(γ̃, z)
−1Jδ(γ, z)F (z),

2) 任意の σ ∈ Sp(VQ) と任意の y0 ∈ SymR(W
′,W ) に対して

| det J(σ, z)|1/2|Jδ(σ, z)−1F (σ(z))|

は {z ∈ HV | Im z ≥ y0} で有界

であるとき，F を Γ に関する重さ δ⊗ det−1/2，指標 α の Siegel モジュラー

形式と呼ぶ．更に，付随する S̃p(V ) 上の関数

fF (σ̃) = J1/2(σ̃, z0)Jδ(σ, z0)
−1F (σ(z0)) (σ̃ ∈ S̃p(V ), �(σ̃) = σ)
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が S̃p(V ) 上の有界関数となるとき，F を尖点形式と呼ぶ．ここで

|fF (σ̃)| = | det J(σ, z0)|1/2|Jδ(σ, z0)F (σ(z0))|
は �(σ̃) = σ ∈ Sp(V ) の関数となって，任意の p > 0 に対して∫

Γ\Sp(V )

|fF (σ̃)|pdSp(V )(σ) <∞

となる．逆に Satake の定理 3.3.1 と同様に

定理 5.4.1 実数 p > 0 に対して p(mn − 1/2) ≥ 2n とする．このとき Γ に

関する重さ δ ⊗ det−1/2，指標 α の Siegel モジュラー形式 F に対して∫
Γ\Sp(V )

|fF (σ̃)|pdSp(V )(σ) <∞

ならば F は尖点形式である．

Γ に関する重さ δ⊗ det−1/2，指標 α の尖点形式の全体を Sδ⊗det−1/2(Γ, α)

と書く．3.3 節で述べた Siegel 尖点形式の場合と同様に，定理 5.4.1 の p = 2

の場合を用いて，S̃p(V ) 上の正則離散系列表現と重さ δ ⊗ det−1/2 の Siegel

尖点形式の関係を与えることができる．即ち∫
HV

(δ ⊗ det−1/2(Im z)ϕ(z), ϕ(z))δd|frakHV
(z) <∞

なる正則関数 ϕ : HV → Vδ の全体Hδ⊗det−1/2 は

(ϕ,ψ) =

∫
HV

(δ ⊗ det−1/2(Im z)ϕ(z), ψ(z))δd|frakHV
(z)

を内積とする複素 Hilbert 空間となり，S̃p(V ) のHδ⊗det−1/2 上のユニタリ表

現 πδ⊗det−1/2 が

(πδ⊗det−1/2(σ̃)ϕ)(z) = J1/2(σ̃
−1, z)−1Jδ(σ

−1, z)−1ϕ(σ−1(z))

により定義される．Hδ⊗det−1/2 �= {0} となる必要十分条件は mn > n なるこ

とであり，このとき (πδ⊗det−1/2 , Hδ⊗det−1/2) は S̃p(V ) の既約ユニタリ表現

となり，“最小の”　 K̃-タイプ δ ⊗ det−1/2 を重複度 1 で含む．

定理 5.4.2 mn > n ならば，F �→ fF は複素 Hilbert 空間の同型

Sδ⊗det−1/2(Γ, α) →̃Aδ⊗det−1/2(Γ̃\S̃p(V ), α, πδ⊗det−1/2)

を与える．よって F ∈ Sδ⊗det−1/2(Γ, α) と β ∈ V ∗
δ に対して

θF⊗β(σ̃) = (dim δ)1/2〈β, fF (σ̃)〉 (σ̃ ∈ S̃p(V ))

とおくと，F ⊗ β �→ θF⊗β は複素 Hilbert 空間のユニタリ同型

Sδ⊗det−1/2(Γ, α)⊗CV
∗
δ →̃L2(Γ̃\S̃p(V ), α−1; π̌δ⊗det−1/2 , δ̌ ⊗ det1/2)

に延長される．
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5.5 V を有限次元複素ベクトル空間とし，Z-格子 Λ ⊂ V をとる．実双

線形形式 Q : V × V → C が，任意の x, y ∈ V に対して

Q(
√−1x, y) =

√−1Q(x, y), (Q(x, y)−Q(y, x) ∈ √−1R

を満たすとき，Q を V 上の準 Hermite 形式と呼ぶ．このとき

HQ(x, y) =
1

2
√−1

(Q(
√−1x, y)−Q(x,

√−1y)) (x, y ∈ V )

は V 上の Hermite 形式となり

DQ(x, y) = ImHQ(x, y) =
1√−1

(Q(x, y)−Q(y, x)) (x, y ∈ V )

は V 上の交代形式である．写像

α : Λ → C1 = {z ∈ C | |z| = 1}

が，任意の u, v ∈ Λ に対して

α(u+ v) = α(u)α(v)eπ
√−1DQ(u,v)

を満たすとき，α を準 Hermite 形式 Q に関する（或いは DQ に関する）準

指標 と呼ぶ．準 Hermite 形式 Q に関する準指標が存在する必要十分条件は，

任意の u, v ∈ Λ に対して DQ(u, v) ∈ Z なることである．

V 上の準 Hermite 形式 Q に関する準指標 α に対して

JQ,α(u, x) = α(u) exp
(
πQ(x, u) +

π

2
Q(u, u)

)
(u ∈ Λ, x ∈ V )

とおくと，任意の u, v ∈ Λ に対して

JQ,α(u+ v, x) = JQ,α(u, x+ v)JQ,α(v, x)

となる．そこで V 上の正則関数 θ が，任意の u ∈ Λ に対して

θ(x+ u) = JQ,α(u, x)θ(x)

を満たすとき，θ を Λ に関する型 (Q,α) のテータ関数と呼ぶび，そのよう

なテータ関数の全体を L(Q,α) と書く．
V 上の準 Hermite 形式に関する準指標が存在するとき

ΛQ = {x ∈ V | DQ(u, x) ∈ Z for ∀u ∈ Λ}

は Λ ⊂ ΛQ なる V の部分加群であり，次は同値である；

1) (ΛQ : Λ) <∞,

2) V 上の実交代形式 DQ は非退化,
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3) V 上の Hermite 形式 HQ は非退化．

次の定理が基本的である；

定理 5.5.1 V 上の準 Hermite 形式 Q に関する準指標 α に対して

dimC L(Q,α) =
⎧⎨⎩(ΛQ : Λ)1/2 : HQ が正定値のとき,

0 : HQ が正定値でないとき.

実斜交空間 (V,D) の偏極 V = W ′ ⊕W をとり，x ∈ W ′, y ∈ W に対し

て 〈x, y〉 = D(x, y) とおいて，〈L′, L〉 ⊂ Z なる Z-格子 L′ ⊂ W ′, L ⊂ W を

とる．

L′
D = {x ∈W ′ | 〈x, L〉 ⊂ Z}, LD = {y ∈W | 〈L′, y〉 ⊂ Z}

とおくと，L′ ⊂ L′
D ⊂W ′ 及び L ⊂ LD ⊂W は Z-格子となる．このとき(4)

で定義された Riemann のテータ級数

ϑ[a](z, w) =
∑
l∈L′

e

(
1

2
〈l + λ, (l + λ)z〉+ 〈l + λ,w + μ〉

)
(a = (λ, μ) ∈W ′ ×W , z ∈ HV , w ∈WC) について次が成り立つ；

定理 5.5.2 a = (λ, μ) ∈ W ′ ×W 及び z ∈ HV に対して，ϑ[a](z, ∗) は WC

の Z-格子 Λz = {uz + v | u ∈ L′, v ∈ L} に関する型 (Qz, α) のテータ関数で

ある．ここで

Qz =
2√−1

〈x(Im z)−1, Im y〉 (x, y ∈WC)

は WC 上の準 Hermite 形式であり，α は

α(u) = e−2π
√−1〈u,μ〉, α(v) = e2π

√−1〈λ,v〉 (u ∈ L′, v ∈ L)

により定義される Qz に関する準指標である．

ここで h = ((x, y), 0) ∈ H(V ) (x ∈W ′, y ∈W ) に対して

η(h; z, w) = JQz,1(xz + y, w)−1

であることに注意しよう（1 は 1|L′ , 1|L が共に自明な指標となる Qz に関

する準指標）．従って θ1, θ2 ∈ L(Qz, α) に対して θ1(w)θ2(w)κz(w,w) は Λz-

不変となり，L(Qz, α) 上の Hermite 内積が

(θ1, θ2) =

∫
WC/Λz

θ1(w)θ2(w)κz(w,w)dz(w)

により定義される．このとき定理 5.5.2の記号を用いて，次の定理が成り立つ；
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定理 5.5.3 a = (λ, μ) ∈W ′×W 及び z ∈ HV に対して{ϑ[a+(v, 0)](z, ∗)}v̇∈L′
D/L′

は L(Qz, α) の基底で，v, v
′ ∈ L′

D に対して

(ϑ[a+ (v, 0)](z, ∗), ϑ[a+ (v′, 0)](z, ∗))

=

⎧⎨⎩(L′
D : L′) det(2Im z)−1/2 : v ≡ v′ (mod L′),

0 : v �≡ v′ (mod L′).

6 保型形式のテータ対応の一般的原理

6.1 実斜交空間 (V,D) の偏極 V =W ′ ⊕W をとり，z0 ∈ HV を固定し

て Sp(V ) の二重被覆群 S̃p(V ) = S̃p(V ; z0) の Weil 表現 (ω,L2(W ′)) を考
えよう（ここでは χ(t) = e(t) としておく）．(G,H) を V 上の reductive

dual pair として，極大コンパクト部分群 K ⊂ G,L ⊂ H をとって，被覆写

像� : S̃p(V ) → Sp(V ) により

K̃ = �−1(K) ⊂ G̃ = �−1(G), L̃ = �−1(L) ⊂ H̃ = �−1(H)

とおく．G̃ の元と H̃ の元は S̃p(V ) で可換だから，ω(G̃), ω(H̃) で生成され

る L2(W ′) 上の von Neumann 環

AG = ω(G̃)′′, AH = ω(H̃)′′

は互いに可換である11．更に Howe [9] が示したように

定理 6.1.1 AH = A′
G，従って AG = A′

H である．

自然な群準同型写像 i : G̃×H̃ → S̃p(V ) ((g, h) �→ gh)によりω|
˜G× ˜H = ω◦i

は直積群 G̃ × H̃ の L2(W ′) 上のユニタリ表現となるが，上の定理から直ち
に次の定理を得る；

定理 6.1.2 1) (ω|
˜G× ˜H)disc の既約分解は重複度 1 である，

2) G̃ の既約ユニタリ表現 π に対して π⊗ π′ ↪→ ω|
˜G× ˜H

なる H̃ の既約ユニ

タリ表現は高々 1 個である．

そこで

(ω|
˜G× ˜H)disc =

⊕
λ∈Λ

πλ ⊗ π′
λ

(πλ, π
′
λ はそれぞれ G̃, H̃ の既約ユニタリ表現）とおく．πλ, π

′
λ の表現空間を

Hπλ
, Hπ′

λ
として，Hπλ

⊗̂Hπ′
λ
から L2(W ′) の πλ ⊗ π′

λ-成分 L2(W ′)λ へのユ
11複素 Hilbert 空間 X 上の有界線形作用素全体 L(X) の部分集合 S に対して

S′ = {T ∈ L(X) | T ◦ S = S ◦ T for ∀S ∈ S}
とおき，S′′ = (S′)′ とおく．L(X) の自己共役的な C-部分代数 A が A′′ = A を満たすとき，
A を X 上の von Neumann 代数 と呼ぶ．
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ニタリ同値写像を Uλ とする．特に π ⊗ π′ ↪→ ω G̃× H̃ なる G̃, H̃ の既約ユ

ニタリ表現 π, π′ を選び，K̃, L̃ の既約ユニタリ表現 δ, δ′ はそれぞれ π|
˜K , π

′|
˜L

に重複度 1 で含まれると仮定する．Z-格子 L ⊂W をとり

L′ = {x ∈W ′ | 〈x, L〉 ⊂ Z}

とおき Λ = L′ ⊕ L とおいて

Γ ⊂ Sp0(Λ) ∩G, Γ′ ⊂ Sp0(Λ) ∩H

なる合同部分群 Γ,Γ′ をとる．W ′ 上の Schwartz 関数 ϕ ∈ S(W ′) に付随す
るテータ級数

ϑϕ(σ̃) =
∑
l∈L′

(ω(σ̃)ϕ)(l) (σ̃ ∈ S̃p(V ))

の変換公式（系 4.4.3）

ϑϕ(γ̃σ̃) = ρΛ(γ̃)ϑϕ(σ̃) (γ̃ ∈ S̃p0(Λ))

が成り立つから，ρG = ρΛ|˜Γ, ρH = ρΛ|˜Γ′ とおく．

以上の設定の下に f ∈ L2(Γ̃\G̃, ρ−1
G ; π̌, δ̌) と ϕ ∈ S(W ′) に対して

Ff,ϕ(h) =

∫
˜Γ\ ˜G

f(g)ϑϕ(gh)d ˜G(g) (h ∈ H̃)

とおくと

Ff,ϕ(γ̃h) = ρH(γ̃) · Ff,ϕ(h) for ∀γ̃ ∈ Γ̃′

である．ここで

定理 6.1.3 ϕ = Uλ(u ⊗ v) (u ∈ Hπλ
, v ∈ Hπ′

λ
) とする．このとき Ff,ϕ �= 0

ならば πλ = π（従って π′
λ = π′）かつ u ∈ Hπ(δ) である．更に任意の

ψ ∈ Cc(H̃, δ
′)o に対して∫

˜H

Ff,ϕ(hy)ψ(y)d ˜H(y) = ψ̂π′,δ′(ψ)

となる必要十分条件は v ∈ Hπ′(δ′) なることである．

[証明] まず任意の ψ ∈ Cc(G̃, δ)
o に対して

Ff,ω(ψ)ϕ(h) =

∫
˜Γ\ ˜G

f(g)

(∫
˜G

ψ(x)ϑϕ(ghx)d ˜G(x)

)
d
˜G(g)

=

∫
˜Γ\ ˜G

d
˜G(g)

∫
˜G

d
˜G(x)f(gx

−1)ψ(x)ϑϕ(gh)

= ψ̂π̌,δ̌(ψ
∗) · Ff,ϕ(h) = ψ̂π,δ(ψ) · Ff,ϕ(h).
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ここで u �∈ Hπλ
(δ) ならば

ω(ψ)ϕ = Uλ(πλ(ψ)u⊗ v)

= Uλ(πλ(ψ ∗ eδ)u⊗ v) = 0

だから，任意の ψ ∈ Cc(G̃, δ)
o に対して

ψ̂π,δ(ψ) · Ff,ϕ = Ff,ω(ψ)ϕ = 0,

よって Ff,ϕ = 0 となる．そこで

u ∈ Hπλ
(δ) =

r⊕
Vδ, u =

r∑
i=1

ui =

⎡⎢⎢⎣
u1
...

ur

⎤⎥⎥⎦
(ui ∈ Vδ) とおくと，任意の ψ ∈ Cc(G̃, δ)

o に対して Aψ ∈Mr(C) で

πλ(ψ)

⎡⎢⎢⎣
u1
...

ur

⎤⎥⎥⎦ = Aψ

⎡⎢⎢⎣
u1
...

ur

⎤⎥⎥⎦
なるものがとれて，ψ �→ Aψ は Cc(G̃, δ)

o から Mr(C) への全射 C-代数準同

型写像である．ϕi = Uλ(ui ⊗ v) ∈ S(W ′) とおくと ϕ =

r∑
i=1

ϕi で

⎡⎢⎢⎣
Ff,ϕ1

...

Ff,ϕr

⎤⎥⎥⎦ �= 0

かつ，任意の ψ ∈ Cc(G̃, δ)
o に対して

ψ̂π,δ(ψ)

⎡⎢⎢⎣
Ff,ϕ1

...

Ff,ϕr

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
Ff,ω(ψ)ϕ1

...

Ff,ω(ψ)ϕr

⎤⎥⎥⎦ = Aψ

⎡⎢⎢⎣
Ff,ϕ1

...

Ff,ϕr

⎤⎥⎥⎦
となる．よって r = 1 となり，従って任意の ψ ∈ Cc(Ĝ, δ)

o に対して

ψ̂πλ,δ(ψ) = Aψ = ψ̂π,δ(ψ)

となるから，πλ = π を得る．最後に任意の ψ ∈ Cc(Ĥ, δ
′)o に対して∫

̂H

Ff,ϕ(hy)ψ(y)d ̂H(y) =

∫
˜Γ\ ˜G

d
˜G(g)

∫
˜H

d
˜H(y)f(g)ϑϕ(ghy)

=

∫
˜Γ\ ˜G

f(g)ϑω(ψ)ϕ(gh)d ˜G(g)

=

⎧⎨⎩ψ̂π′,δ′(ψ) · Ff,ϕ(g) : v ∈ Hπ′(δ′),

0 : v �∈ Hπ′(δ′)
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だから∫
˜H

Ff,ϕ(hy)ψ(y)d ˜H(y) = ψ̂π′,δ′(ψ) · Ff,ϕ(h) for ∀ψ ∈ Cc(H̃, δ
′)o

ならば v ∈ Hπ′(δ′) となり，逆も成り立つ．

よって Ff,ϕ が Γ̃′\H̃ 上で二乗可積分ならば Ff,ϕ ∈ L2(Γ̃′\H̃, ρH ;π′, δ′) と
なる．ここで形式的には∫

˜Γ′\ ˜H

|f ′(h)|2d
˜H(ḣ)

=

∫
˜Γ×˜Γ\ ˜G× ˜G

d
˜G× ˜G(ġ, ġ

′)f(g)f(g′)
∫
˜Γ′\ ˜H

ϑψ(gh)ϑψ(g′h)d ˜H(ḣ)

であって

ϑψ(gh)ϑψ(g′h) =
∑

(l,l′)∈L′×L′
(ωχ(gh)ψ)(l)(ωχ(g′h)ψ)(l′)

を Sp(V × V ) の reductive dual pair (H × H,G × G) 上の theta 級数を

H ×H の対角部分群Δ(H) に制限したものとみれば，所謂 seesaw dual pair

(Δ(H),G) ができて，Siegel-Weil の公式が成り立てば∫
˜Γ′\ ˜H

ϑψ(gh)ϑψ(g′h)d ˜H(ḣ) = EG((g, g′), λ) : G の Eisenstein 級数

となる．

H ×H

Δ(H) G×G

G

従って [5]にあるように（或いは広い意味でのRankin-Selbergの方法によって）∫
˜Γ′\ ˜H

|f ′(h)|2d
˜H(ḣ) =

∫
˜Γ×˜Γ\ ˜G× ˜G

f(g)f(g′)EG((g, g′), λ)d ˜G× ˜G(ġ, ġ
′)

は f の L-関数の特殊値との関連が生ずるであろうことが見て取れる．

6.2 Hπ⊗̂Hπ′ から L2(W ′) の π ⊗ π′-成分へのユニタリ同値写像を U と

して，任意の u ∈ Hπ(δ) = Vδ, v ∈ Hπ′(δ′) = Vδ′ に対してU(u⊗v) ∈ S(W ′)
であると仮定する．このとき v ∈ Vδ′ に対して

〈u,Θv(s)〉 = ϑU(u⊗v)(s) ∀u ∈ Vδ, s ∈ S̃p(V )

により Θv : S̃p(V ) → V ∗
δ を定義すると
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1) 任意の k ∈ K̃ に対して Θv(sk) = δ̌(k)−1Θv(s),

2) 任意の k′ ∈ K̃ ′ に対して Θv(sk
′) = Θδ′(k′)v(s)

である．実際，任意の u ∈ Vδ に対して

〈u,Θv(sk)〉 = ϑU(u⊗v)(sk) = ϑU(δ(k)u⊗v)(s)

= 〈δ(k)u,Θv(s)〉 = 〈u, δ̌(k)−1Θv(s)〉,

又

〈u,Θv(sk
′)〉 = ϑU(u⊗v)(sk

′) = ϑU(u⊗δ′(k′)v)(s)

= 〈u,Θδ′(k′)v)(s)〉.

そこで f ∈ Aδ(Γ̃\G̃, ρG, π) に対して

〈v, Ff (h)〉 =
∫
˜Γ\ ˜G

〈f(g),Θv(gh)〉d ˜G(g) ∀v ∈ Vδ′ , h ∈ H̃

により Ff : H̃ → V ∗
δ′ を定義する．Vδ の正規直交基底を {u1, · · · , ud} とし

て fi(g) = (f(g), ui) (g ∈ G̃) とおくと

fi ∈ L2(Γ̃\G̃, ρ−1
G ; π̌, δ̌)

で，任意の v ∈ Vδ′ に対して

〈v, Ff (h)〉 =
d∑

i=1

Ffi,ϕi(h) (ϕi = U(ui ⊗ v) ∈ S(W ′))

となる．よって

1) 任意の γ′ ∈ Γ̃′ に対して Ff (γ
′h) = ρH(γ′)Ff (h),

2) 任意の k′ ∈ K̃ ′ に対して Ff (hk
′) = δ̌′(k′)−1Ff (h),

3) 任意の ψ ∈ Cc(H̃, δ̌
′)o に対して∫

˜H

Ff (hy
−1)ψ(y)d

˜H(y) = ψ̂π̌′,δ̌′(ψ) · Ff (h)

となる．よって Ff が Γ̃′\H̃ 上で二乗可積分ならば Ff ∈ Aδ̌′(Γ̃
′\H̃, ρ−1

H , π̌′)
となる．

6.3 G がコンパクト群の場合（即ち G = K の場合）を考えよう．従っ

て G̃ もコンパクト群であり，π = δ である．Γ̃ = {1} としよう．このとき
L2(Γ̃\G̃, ρ−1

G ; π̌, δ̌) は G̃ の右正則表現 L2(G̃) の δ̌-成分 L2(G̃; δ̌) に他ならず，

ユニタリ同型

Vδ⊗CV
∗
δ →̃L2(G̃; δ̌) (v ⊗ α �→ [x �→ (dim δ)1/2〈v, δ̌(x)α〉])
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が成り立つ．又 f ∈ Aδ(Γ̃\G̃, ρG, π) に対して f(x) = δ(x)−1f(1) (∀k ∈ K̃ =

G̃) だから，ユニタリ同型

Aδ(Γ̃\G̃, ρG, π) →̃Vδ (f �→ f(1))

が成り立つ．少し計算してみると，f ∈ Aδ(Γ̃\G̃, ρG, π) に対して

〈v, Ff (h)〉 = 〈f(1),Θv(h)〉 ∀v ∈ Vδ′

であることが判る．

第 III部

Jacobi 形式

7 実素点での様子

7.1 (V,D)を実斜交空間として，3.2節の記号を用いる．Jacobi群 Sp(V )J

は連結な実 Lie 群で，その Lie 環は sp(V )J = sp(V ) × V × R に Lie 括弧

積を

[(X,x, s), (Y, y, t)] = ([X,Y ], xY − yX,D(x, y))

により定義したものであり，指数写像 exp : sp(V )J → Sp(V )J は

exp(X,x, s) = (expX,x · e(X), s+ 2−1D(x · f(X), x))

である．ここで

e(X) =
∞∑

n=0

Xn

(n+ 1)!
, f(X) =

∞∑
n=0

Xn

(n+ 2)!

である．IJ = I × V とおく．g = (σ, h) ∈ Sp(V )J (h = (x, t) ∈ H(V )) と

Z = (I, v) ∈ IJ に対して

g(I, (v, 0))g−1 = (σIσ−1, (v + xI − x)σ−1, D(x− v − vI, xI))

に注意すると，(g, Z) �→ g·Z = (σIσ−1, (v+xI−x)σ−1)によりSp(V )J は IJ
に作用する．この作用は推移的で，(I, 0) ∈ IJ の固定部分群は U(VI , 〈 , 〉I)×
Z(H(V ))である．以下，I0 ∈ I を固定して，K = U(VI0 , 〈 , 〉I0)とおく．この
とき p±J = p±×W±は sp(VC)J の可換 Lie部分環であり，KJ = K×Z(H(V ))

及び KJ,C = KC × Z(H(VC)) はそれぞれ Sp(V )J 及び Sp(VC)J の閉部分

群となり，P±
J = exp p±J = P± ×W± は Sp(VC)J の可換閉部分群である．

指数写像 exp(X,x, 0) = (expX,x, 0) は p±J から P±
J への全単射である．
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P+
J KJ,CP

−
J = P+KCP

− ×H(VC) は Sp(VC)J の開部分集合で，(p, k, q) �→
pkq は P+

J ×KJ,C × P−
J から P+

J KJ,CP
−
J への全単射となり

Sp(V )J ⊂ P+
J KJ,CP

−
J , KJ = Sp(V )J ∩KJ,CP

−
J

が成り立つ．そこで自然な単射

Sp(V )J/KJ → Sp(V )JKJ,CP
−
J /KJ,CP

−
J ⊂ P+

J KJ,CP
−
J → P+

J

log−−→ p+J

による IJ →̃Sp(V )J/KJ の p+J における像を DJ とおくと

1) DJ は p+J の開部分集合である，

2) 任意の g ∈ Sp(V )J と Z ∈ DJ ⊂ p+J に対して

g expZ = exp(g(Z)) · J(g, Z) · q

なる g(Z) ∈ DJ , J(g, Z) ∈ KJ,C 及び q ∈ P−
J が唯一存在する，

3) (g, Z) �→ g(Z) により Sp(V )J は DJ に推移的に作用する．

ここで p+ を SymC(W
−,W+)と同一視して，DJ を SymC(W

−,W+)×W+

の部分集合として具体的に計算してみれば

1) DJ = D ×W+,

2) g = (σ, h) ∈ Sp(V )J (h = (x, s) ∈ H(V )) と Z = (z, w) ∈ DJ に対して

g(Z) = (σ(z), (w+x−z+z+)J(σ, z)−1) (x = (x−, x+) ∈ VC =W−×W+),

又 J(g, Z) = (J(σ, z), 0, η) ∈ KJ,C で

η = s+
1

2
D(x, (x−z + x+)J(σ, z)

−1σ)

+D(x,wJ(σ, z)−1σ) +
1

2
D(w,wJ(σ, z)−1σ)

であることがわかる．ここで (V,D) の偏極 V = W ′ ⊕W をとりW−ρ =

W ′
C,W

+ρ =WC なる ρ ∈ Sp(VC) を一つ固定しておく．

p̂±J = Ad(ρ−1)p±J , P̂±
J = exp p̂±J = P̂± ×WC

とおき K̂J,C = ρ−1KJ,Cρ = K̂C × Z(H(VC)) とおくと，P̂
+
J K̂J,CP̂

−
J は

Sp(VC)J の開部分集合で，(p, k, q) �→ pkqは P̂+
J ×K̂J,C×P̂−

J から P̂+
J K̂J,CP̂

−
J

への全単射となる．そこで ρSp(V )J ⊂ P+
J KJ,CP

−
J に注意すると，Z ∈

DJ ⊂ p+J に対して ρ expZ ∈ exp ρ(Z)KJ,CP
+
J なる ρ(Z) ∈ p+J をとり

Ẑ = Ad(ρ−1)ρ(Z) ∈ p̂+J とおく．p+ = SymC(W
′
C,WC) と同一視すれば

{Ẑ ∈ p̂+J | Z ∈ DJ} = HV ×WC

となる．ここで g ∈ Sp(V )J と Z ∈ DJ に対して g(Ẑ) = ĝ(Z) により，

Sp(V )J は HV,J = HV × WC に推移的に作用する．具体的に計算すれば，
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g = (σ, h) ∈ Sp(V )J (σ ∈ Sp(V ), h = (x, s) ∈ H(V )) と Z = (z, w) ∈ HV,J

(z ∈ H, w ∈WC) に対して

g(Z) = (σ(z), (w + x′z + x′′)J(σ, z)−1) (x = (x′, x′′) ∈ V =W ′ ×W )

となる．又，Z ∈ p̂+J とみると expZ ∈ Sp(V )JK̂J,CP̂
−
J で，

g expZ = exp g(Z) · J(g, Z) · q

なるJ(g, Z) ∈ K̂J,C, q ∈ P̂−
J が唯一存在する．具体的には J(g, Z) = (J(σ, z), η)

で

η = s+
1

2
D(x, (x′z + x′′)J(σ, z)−1σ)

+D(x,wJ(σ, z)−1σ) +
1

2
D(w,wJ(σ, z)−1σ).

である．更に

ǨJ,C = ρ−1KJ,Cρ = ǨC × Z(H(VC)) (ǨC = ρ−1KCρ)

とおくと，Z,Z ′ ∈ HV,J に対して

expZ
−1

expZ ′ ∈ P̂−K(Z ′, Z)−1P̂−

なる K(Z ′, Z) ∈ ǨJ,C が存在する．具体的には Z = (z, w), Z ′ = (z′, w′)
(z, z′ ∈ HV , w, w

′ ∈WC) とおいてK(Z ′, Z) = (K(z′, z), κ) と書くと

K(z′, z) =

[
0 z′ − z

−(z′ − z)−1 0

]−1

, κ =
1

2
〈(w′ − w)(z′ − z)−1, w′ − w〉

となる．

7.2

GSp(V ) =

{
σ ∈ GLR(V )

∣∣∣∣ D(xσ, yσ) = ν(σ)D(x, y) for ∀x, y ∈ V ,

ν(σ) ∈ R×

}

は Sp(V ) を正規部分群としてふくみ，σ ∈ GSp(V ) はX ∈ sp(V ) に

exp(t ·Ad(σ)X) = σ exp(t ·X)σ−1 (∀t ∈ R)

により作用する．具体的には Ad(σ)X = σXσ−1 である．更に σ ∈ GSp(V )

は h = (x, t) ∈ H(V ) に hσ = (xσ, ν(σ)t) により H(V ) の自己同型群として

作用して，半直積 GSp(V )J = GSp(V )�H(V ) は Sp(V )J を正規部分群と

して含む．特に σ ∈ GSp(V ) と (X,x, s) ∈ sp(V )J に対して

exp(t ·Ad(σ)(X,x, s)) = σ exp(t(X,x, s))σ−1 (∀t ∈ R)
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により GSp(V ) の sp(V )J への作用が定義される．具体的には

Ad(σ)(X,x, s) = (σXσ−1, xσ−1, ν(σ)−1s)

である．ここで GSp+(V ) = {σ ∈ GSp(V ) | ν(σ) > 0} とおいて

τ =

[
ν · td−1 0

0 d

]
∈ GSp+(V ) (0 < ν = ν(τ) ∈ R, d ∈ GLR(W ))

とおく．Z = (z, w) ∈ HJ に対して，HJ ⊂ p̂+J ⊂ spJ(VC) とみれば

Z = (

[
0 z

0 0

]
, (0, w), 0) ∈ sp(VC)× VC × C

であるから

Ad(τ)Z = (ν · td−1zd−1, wd−1) ∈ HV,J

である．Ad(τ)z = ν · td−1zd−1 ∈ HV とおく．一方 g = (σ, h) ∈ Sp(V )J に

対して

g · expZ = exp g(Z) · J(g, Z) · q (J(g, Z) = (J(σ, z), η))

から

τgτ−1 exp(Ad(τ)Z) = τg · expZτ−1

= exp(Ad(τ)g(Z)) · τJ(g, Z)τ−1 · τqτ−1,

従って (τgτ−1)(Ad(τ)Z) = Ad(τ)(g(Z)) で

τJ(g, Z)τ−1 = (τJ(σ, z)τ−1, ν−1 · η)

である．特に

J(τστ−1, z) = τJ(σ, z)τ−1

であり，又 η(τgτ−1; Ad(τ)Z) = η(g;Z)ν(τ)
−1

, 即ち

η(τ−1gτ ;Z) = η(g; Ad(τ)Z)ν(τ) (5)

となる12．

7.3 Λ ⊂ VQ を D(Λ,Λ) ⊂ Z なる Z-格子として，χ(0, t) = e(t) なる群

準同型写像 χ : H(Λ) → C1 に対して

Sp(Λ;χ) = {γ ∈ Sp(Λ) | χ(hγ) = χ(h) for ∀h ∈ H(Λ)}

12ここで η(g;Z) = e(η) ならば η(g;Z)ν(τ) = e(ν(τ) · η) と定義する．
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とおく．ここで α(x) = χ(x, 0) (x ∈ Λ) は D に関する準指標となり，x �→
α(x)2 は群準同型写像となる．そこで Kerα2 ⊂ Λ は指数有限であると仮定

すると，十分大きな 0 < N ∈ Z をとれば

Sp(Λ, N) = {γ ∈ Sp(Λ) | xγ ≡ x (mod N · Λ) for ∀x ∈ Λ} ⊂ Sp(Λ;χ)

となる．そこで部分群 Sp(Λ, N) ⊂ Γ ⊂ Sp(Λ;χ) をとり，ΓJ = Γ � H(Λ)

とおいて，g = (γ, h) ∈ ΓJ に対して χJ (g) = χ(h) とおく．(δ, Vδ) を K̂C =

GLC(WC) の有限次元既約表現で Young 図形

m1 個の正方形

m2 個の正方形
...

mn 個の正方形

に対応しているとして，mn > 0 と仮定する．正則関数

F : HV,J → Vδ (HV,J = HV ×WC)

は任意の g = (γ, h) ∈ ΓJ に対して変換公式

F (g(Z)) = χJ(g)η(g;Z)
−1Jδ(γ, z)F (Z) (Z = (z, w) ∈ HV,J )

を満たすとしよう．このとき Z-格子 L′ ⊂W ′
Q, L ⊂WQ をとって

a) L′⊕L ⊂ Λかつ任意の (u, v) ∈ L′×Lに対してα(u+v) = e

(
1

2
〈u, v〉

)
,

b)

{[
1 b

0 1

] ∣∣∣∣ b ∈ SymZ(L
∗, L)

}
, 但し L∗ = {x ∈ W ′ | 〈x, L〉 ⊂ Z} とお

き SymZ(L
∗, L) = {b ∈ SymR(W

′,W ) | L∗b ⊂ L} とおく
を満たすようにできて

1) 任意の b ∈ SymZ(L
∗, L) に対して F (z + b, w) = F (z, w),

2) 任意の l′ ∈ L′, l ∈ L に対して

F (z, w + l′z + l) = JQz,α(l
′z + l, w)F (z, w). (6)

特に任意の l ∈ L に対して F (z, w + l) = F (z, w)

となる．よって F の正則性から

F (z, w) =
∑

T∈Sym∗
Z
(L∗,L)

∑
λ∈L∗

a(T, λ)e(tr(Tz) + 〈l, w〉)

なる Fourier 展開をもつ．ここで

Sym∗
Z(L

∗, L) = {T ∈ SymR(W,W
′) | tr(Tb) ∈ Z for ∀b ∈ SymZ(L

∗, L)}
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である．さて任意の h = ((a, b), t) ∈ H(VQ) (a ∈W ′
Q, b ∈WQ) に対して

Fh(z) = η(h; z, 0)F (h(z, 0))

= e

(
t+

1

2
〈a, az + b〉

)
· F (z, az + b) (z ∈ HV )

とおく．σ ∈ Sp(V ) に対して

hσh−1 = σhσh−1 = ((a, b)(σ − 1),−1

2
D((a, b)σ, (a, b)))

だから，十分大きな 0 < N ∈ Z をとれば，任意の γ ∈ Sp(Λ, N) ⊂ Γ に対し

て hγh−1 ∈ ΓJ = Γ�H(Λ) となり

Fh(γ(z)) = η(h; γ(z, 0))F (hγh−1h(z, 0))

= η(h; γ(z, 0))η(hγh−1;h(z, 0))−1Jδ(γ, z)F (h(z, 0))

= η(γ; z, 0)−1η(h−1;h(z, 0))−1Jδ(γ, z)F (h(z, 0))

= Jδ(γ, z)F
h(z)

となる．一方，F (z, w) の Fourier 展開から

Fh(z) =
∑
T,λ

a(T, λ)e

(
tr(Tz) + 〈λ, az + b〉+ 1

2
〈a, ax+ b〉+ t

)

=
∑
T,λ

a(T, λ)e

(
tr

(
T − 1

2

t

λλ+
1

2

t

(λ+ a)(λ+ a)

)
z + 〈λ, b〉

)

× e

(
1

2
〈a, b〉+ t

)
となる．ここで a ∈W ′ に対して taa ∈ SymR(W,W

′) を

tr(taa)S = 〈a, aS〉 for ∀S ∈ SymR(W
′,W )

により定義する．よって次は同値である；

1) a(T, λ) �= 0 となるのは T − 1

2

t

λλ ≥ 0 の場合に限る，

2) 任意の h ∈ H(VQ) と 0 < y0 ∈ SymR(W
′,W ) に対して |Fh(z)| は

{z ∈ HV | Im z ≥ y0} で有界である．

Z-格子 L′, L が上の二条件 a), b) に加えて更に

c) L′∗ = {y ∈W | 〈L′, y〉 ⊂ Z} とおいて L ⊂ 2L′∗

を満たすようにとる．(6) より z ∈ HV を固定すると F (z, ∗) ∈ L(Qz,1) と

なるから，定理 5.5.3 の基底を用いて

F (z, w) =
∑

v̇∈L∗/L

fv̇(z)ϑ[v, 0](z, w)
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とおく．fv̇(z) は z ∈ HV の正則関数である．任意の b ∈ SymZ(L
∗, L) をと

ると，l ∈ L′, v ∈ L∗ に対して

〈l + v, lb〉 = 〈l, (l + v)b〉 ∈ 〈L′, L∗b〉 ⊂ 〈L′, L〉 ⊂ 〈L′, 2L′∗〉 ⊂ aZ,

〈l, vb〉 ∈ 〈L′, L∗b〉 ⊂ 2Z,

〈v, vb〉 ∈ 〈L∗, L∗b〉 ⊂ 〈L∗, L〉 ⊂ Z

より 〈l + v, (l + v)b〉 ≡ 〈v, vb〉 (mod 2Z) となるから

ϑ[v, 0](z + b, w) = e

(
1

2
〈v, vb〉

)
· ϑ[v, 0](z, w)

となる．よって F (z + b, w) = F (z, w) より

fv̇(z + b) = e

(
−1

2
〈v, vb〉

)
· fv̇(z) (v ∈ L∗)

となる．よって f̃v(z) = e

(
1

2
〈v, vz〉

)
·fv̇(z)とおくと，任意の b ∈ SymZ(L

∗, L)

に対して f̃v(z + b) = f̃v(z) となるから，fv̇(z) の正則性から

fv̇(z) =
∑

T∈Sym∗
Z
(L∗,L)

av(T )e

(
tr(Tz)− 1

2
〈v, vz〉

)

=
∑

T∈Sym∗
Z
(L∗,L)

av(T )e

(
tr(T − 1

2
tvv)z

)

を得る．よって

F (z, w) =
∑

v̇∈L∗/L′
fv̇(z)ϑ[v, 0](z, w)

=
∑

v̇∈L∗/L′
fv̇(z)

∑
l∈L′

e

(
1

2
〈l + v, (l + v)z〉+ 〈l + v, w〉

)

=
∑
λ∈L∗

fλ̇(z)e

(
1

2
〈λ, λz〉+ 〈λ,w〉

)
=
∑
λ∈L∗

∑
T∈Sym∗

Z
(L∗,L)

aλ(T )e(tr(Tz) + 〈λ,w〉)

となる．即ち a(T, λ) = aλ(T ) (T ∈ Sym∗
Z(L

∗, L), λ ∈ L∗) である．以上を踏
まえて Jacobi 形式と Jacobi 尖点形式を次のように定義する；

定義 7.3.1 Vδ に値をとる HV,J = HV ×WC 上の正則関数 F が

1) 任意の g = (γ, h) ∈ ΓJ = Γ�H(Λ) に対して変換公式

F (g(Z)) = χJ(g)η(g;Z)
−1Jδ(γ, z)F (Z) (Z = (z, w) ∈ HV,J )

を満たし，
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2) 任意の h ∈ H(VQ) に対して

Fh(z) = η(h; (z, 0))F (h(z, 0)) (z ∈ HV )

が 3.3 節の意味で重さ δ の Siegel モジュラー形式となる

とき，F を ΓJ に関して指標 χ をもつ重さ δ の Jacobi 形式と呼ぶ．更に

3) 任意の h ∈ H(VQ) に対して Fh(z) (z ∈ HV ) が 3.3 の意味で Siegel 尖

点形式である

とき F を Jacobi 尖点形式と呼ぶ．

ΓJ に関して指標 χ をもつ重さ δ の Jacobi 形式全体は有限次元複素ベク

トル空間をなす．Koecher の定理から，dimR V > 2 ならば，上の定義の条件

2) は条件 1) から自動的に従う．ΓJ に関して指標 χ をもつ重さ δ の Jacobi

尖点形式のなす複素ベクトル空間を Sδ(ΓJ , χ) と書く．F が Jacobi 尖点形

式ならば∫
ΓJ\HV,J

(δ((Im 0̂)−1Im z)F (z, w), F (z, w))δκz(w,w)dHV (z)dz(w) <∞

である（( , )δ は k �→ Jδ(k, z0) が K の既約ユニタリ表現となるように定め

た Vδ 上の Hermite 内積）．これにより Sδ(ΓJ) に Hermite 内積が定義され

る．逆に，mn > n のとき， Jacobi 形式 F に対して∫
ΓJ\HV,J

(δ((Im 0̂)−1Im z)F (z, w), F (z, w))δκz(w,w)dHV
(z)dz(w) <∞

ならば F は Jacobi 尖点形式となる．

7.4 Sp(V )V = Sp(V ) �H(V ) は HV,J = HV ×WC に推移的に作用し，

(z0, 0) ∈ HV,J の固定部分群は K ×Z(H(V )) である．そこで K ×Z(H(V ))

の Vδ 上の既約ユニタリ表現 (k, t) �→ Jδ(k, z0) · e(−t) を δ ⊗ e と書いて，誘

導表現 Ind
Sp(V )J
K×Z(H(V ))(δ ⊗ e) を HV,J 上の関数の空間に実現する．即ち，∫

HV,J

(δ((Im 0̂)−1Im z)ϕ(z, w), ϕ(z, w))δκz(w,w)dHV,J
(z, w) <∞

なる可測関数 ϕ : HV,J → Vδ 全体 Eδ⊗e は

(ϕ,ψ) =

∫
HV,J

(δ((Im 0̂)−1Im z)ϕ(z, w), ψ(z, w))δκz(w,w)dHV,J
(z, w)

を内積とする複素 Hilbert 空間である．但し dHV,J
(z, w) = dHV

(z)dz(w) は

HV,J 上の Sp(V )J -不変測度である．ここで

Jδ⊗e(g, Z) = Jδ(σ, z)η(g;Z)
−1 (g = (σ, h) ∈ Sp(V )J , Z = (z, w) ∈ HV,J

60

151



とおいて，Eδ⊗e 上の Sp(V )J のユニタリ表現 πδ⊗e が

(πδ⊗e(g)ϕ)(Z) = Jδ⊗e(g
−1, Z)ϕ(g−1(Z))

により定義すれば，誘導表現 Ind
Sp(V )J
K×Z(H(V ))(δ ⊗ e) は (πδ⊗e, Eδ⊗e) とユニ

タリ同値である．ここで特に正則なる ϕ ∈ Eδ⊗e のなす部分空間 Hδ⊗e は，

Eδ⊗e の Sp(V )J -不変な閉部分空間で，Hδ⊗e の Sp(V )J -不変な閉部分空間

は自明なものに限る．

さて Sp(V )J のユニタリ表現 (πδ⊗e, Hδ⊗e) を S̃p(V )J = S̃p(V ) � H(V )

のユニタリ表現とみれば，5.4 節で定義した S̃p(V ) の正則離散系列表現と

S̃p(V )J の既約ユニタリ表現 ωχ,J との関係が見えてくる．即ちϕ ∈ Hδ⊗det−1/2

と ψ ∈ Hz0 に対して HV,J 上の関数 ϕ� ψ を

(ϕ� ψ)(z, w) = det(Im z)−1/4ϕ(z) · (Uz,z0ψ)(w) (z ∈ HV , w ∈WC)

により定義すると，ϕ ⊗ ψ �→ ϕ � ψ は S̃p(V )J のユニタリ表現のユニタリ

同値

(πδ⊗det−1/2 , Hδ⊗det−1/2)⊗̂(ω̌χ,J ,Hz0) →̃ (πδ⊗e, Hδ⊗e) (7)

を与える．ここで πδ⊗det−1/2 は自然な射影 S̃p(V )J → S̃p(V ) により S̃p(V )J

のユニタリ表現とみなしている．よって特にHδ⊗e �= {0} となる必要十分条
件はmn > n なることであり，このとき (πδ⊗e, Hδ⊗e) は S̃p(V )J の既約ユ

ニタリ表現となる．

さて Jacobi 尖点形式 F ∈ Sδ(ΓJ , χ) に対して Sp(V )J 上の関数 fF を

fF (g) = Jδ⊗e(g; (z0, 0))
−1F (g(z0, 0)) (g ∈ Sp(V )J)

により定義すると

1) 任意の g′ ∈ ΓJ に対して fF (g
′g) = χJ (g

′)fF (g),
2) 任意の k ∈ K に対して fF (gk) = δ(k)−1fF (g),

3)

∫
ΓJ\Sp(V )J

|fF (g)|2d(ġ)

=

∫
ΓJ\HV,J

(δ((Im 0̂)−1Im z)F (z, w), F (z, w))δκz(w,w)dHV
(z)dz(w) <

∞

である．より正確には次の定理が成り立つ；

定理 7.4.1 F �→ fF は複素線形同型写像

Sδ(ΓJ , χ) →̃Aδ(ΓJ\Sp(V )J , χ
−1
J , πδ⊗e)

を与える．従って F ∈ Sδ(ΓJ , χ) と α ∈ V ∗
δ に対して

θF⊗α(g) = (dim δ)1/2〈α, fF (g)〉 (g ∈ Sp(V )J )
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とおくと，F ⊗ α �→ θF⊗α は複素 Hilbert 空間のユニタリ同型

Sδ(ΓJ , χ)⊗CV
∗
δ →̃L2(ΓJ\Sp(V )J ;χJ ; π̌δ⊗e, δ̌)

に延長される．

7.5 実斜交空間 (V,D)の偏極 V =W ′⊕W をとり，Z-格子L′ ⊂W ′, L ⊂
W は

L′ = {x ∈W ′ | 〈x, L〉 ⊂ Z}
なるものとして Λ = L′ ⊕ L とおく．H(Λ) のユニタリ指標

χΛ : H(Λ) → C1 (((x, y), t) �→ e

(
t+

1

2
〈x, y〉

)
)

に対して

Sp0(Λ) = {γ ∈ Sp(Λ) | χλ(h
γ) = χΛ(h) for ∀h ∈ H(Λ)}

は Sp(Λ) の部分群で，十分大きな 0 < N ∈ Z をとれば Sp(Λ, N) ⊂ Sp0(Λ)

であるから，Sp(Λ, N) ⊂ Γ ⊂ Sp0(Λ) なる部分群 Γ をとる．ΓJ = Γ�H(Λ)

のユニタリ指標

χΛ,J : ΓJ → C1 ((γ, h) �→ χΛ(h))

からの誘導表現 πχΛ,J = Ind
Sp(V )J
ΓJ

χΛ,J を考える．Sp(V ) の二重被覆群

� : S̃p(V ) = S̃p(V ; z0) → Sp(V )

に対して Γ̃−�−1(Γ) ⊂ S̃p(V )とおく．S̃p(V )J = S̃p(V )�H(V )とおき，自

然な射影 �J : S̃p(V )J → SP (V )J を通して π̃χΛ,J = πχΛ,J ◦�J を S̃p(V )J

のユニタリ表現とみれば

π̃χΛ,J = Ind
˜Sp(V )J
˜ΓJ

χ̃Λ,J (Γ̃J = Γ̃�H(Λ), χ̃Λ,J = χΛ,J ◦�J )

である．π̃χΛ,J に定理 4.5.1 を適用しよう．実際，S̃p(V ) の Weil 表現を

Ind
H(V )
H(Λ)χΛ上に実現しておこう．このときϕ ∈ Ind

˜Sp(V )
˜Γ

ρ−1
Λ とψ ∈ Ind

H(V )
H(Λ)χΛ

に対して

(ϕ� ψ)(g̃) = ϕ(σ̃)(ωJ(g̃)ψ)(1) (g̃ = (σ̃, h) ∈ S̃p(V )J)

とおくと，(γ̃, h′) ∈ Γ̃J に対して

(ϕ� ψ)((γ̃, h′)g̃) = ϕ(γ̃σ̃)(ωJ(γ̃, h
′) ◦ ωJ(g̃)ψ)(1)

= ρΛ(γ̃)
−1ϕ(σ̃)(ρΛ(γ̃)r(γ) ◦Π(h′) ◦ ωJ(g̃)ψ)(1)

= ϕ(σ̃)(ωJ(g̃)ψ)(h
′) = χΛ(h

′)ϕ(σ̃)(ωJ(g̃)ψ)(1)

= χ̃Λ,J(γ̃, h
′)(ϕ� ψ)(g̃)

となるから ϕ� ψ ∈ Ind
˜Sp(V )J
˜ΓJ

χ̃Λ,J となる．更に正確には
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命題 7.5.1 ϕ⊗ ψ �→ ϕ� ψ は S̃p(V )J のユニタリ表現のユニタリ同値写像

(Ind
˜Sp(V )
˜Γ

ρ−1
Λ )J ⊗ ωJ →̃ Ind

˜Sp(V )J
˜ΓJ

χ̃Λ,J

に延長される．

さて GLC(WC) の有限次元既約表現 (δ, Vδ) は Young 図形

m1 個の正方形

m2 個の正方形
...

mn 個の正方形

に対応しているとして，mn > n とする．このとき S̃p(V )J のユニタリ表現

のユニタリ同値(7) から反傾表現のユニタリ同値

π̌δ⊗det−1/2 ⊗ ωJ →̃ π̌δ⊗e

を得る．ここで π̌δ⊗e の最小の K̃-タイプ δ̌ は π̌δ⊗det−1/2 の最小の K̃-タイプ

δ̌⊗ det1/2 と ωJ の最小の K̃-タイプ det−1/2 のテンソル積に対応する．とこ

ろで 5.3 節で見たように ψ ∈ Ind
H(V )
H(Λ)χΛ を det−1/2-ベクトルとすると

(ωJ(g̃)ψ)(1) = ε · η(g; z0, 0) det(2Imσ(z0))1/4ϑ(g(z0, 0)),

(g̃ = (σ̃, h) ∈ S̃p(V )J) である．但し

ϑ(z, w) =
∑
l∈L′

e

(
1

2
〈l, lz〉+ 〈l, w〉

)
((z, w) ∈ HV,J = HV ×WC)

である．さて Jacobi 尖点形式 F ∈ Sδ(ΓJ , χΛ) と α ∈ V ∗
δ に対して θF⊗α ∈

Ind
Sp(V )J
ΓJ

χJ をみれば

θF⊗α(g) = θf⊗α(σ̃) · (ωJ(g̃)ψ)(1) (g = (σ, h) ∈ Sp(V )J )

なる f ∈ Sδ⊗det−1/2(Γ̃, ρ−1
Λ ) が定まる．即ち

η(g; z0, 0)Jδ(σ, z0)
−1F (g(z0, 0))

=J1/2(σ̃, z0)Jδ(σ, z0)
−1f(σ(z0))× ε · η(g; z0, 0) det(2Imσ(z0))1/4ϑ(g(z0, 0))

(σ̃ = (ε, σ) ∈ S̃p(V ))，よって

F (z, w) = det(2Im z0)
1/4f(z)ϑ(z, w) ((z, w) ∈ HV,J )

である．よって定理 5.5.3 から次の定理を得る；
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定理 7.5.2 mn > n のとき，Jacobi 尖点形式 F ∈ Sδ(ΓJ , χΛ) に対して

f(z) =det(2Im z0)
−1/4 det(2Im z)1/2

×
∫
WC/Λz

F (z, w)ϑ(z, w)κz(w,w)dz(w)(z ∈ HV )

とおくと，F �→ f は Sδ(ΓJ , χΛ) から Sδ⊗det−1/2(Γ̃, ρΛ) への複素線形同型写

像である．

7.6 V = R2n 上の交代形式を D(x, y) = xJn
ty (Jn =

[
0 1n

−1n 0

]
) によ

り定義し，実斜交空間 (V,D) の偏極 V =W ′ ⊕W を

W ′ = {(x, 0) | x ∈ Rn}, W = {(0, y) | y ∈ Rn}

により定める．(x, 0) = x, (0, y) = y によりそれぞれ W ′ = Rn, W = Rn と

同一視する．W ′,W の Z-格子を

L′ = {(x, 0) | x ∈ Zn}, L = {(0, y) | y ∈ Zn}

として Λ = L′ ⊕ L とおく．f ∈ Sk−1/2(Γ0(4)) に対して

f ′(z) = f(z/2) = f(Ad(τ−1)z) (τ =

[
2 0

0 1

]
∈ GSp(V ))

とおくと f ′ ∈ Sδ⊗det−1/2(Γ, ρΛ) である．ここで

Γ = τΓ0(4)τ
−1 =

{[
a b

c d

]
∈ Sp(Λ)

∣∣∣∣ b ≡ c ≡ 0 (mod 2)

}

は Sp0(Λ) の部分群であり，GLC(WC) の既約表現 δ = detk をとる．一方，

F ∈ Jcusp
k,1 に対して

F ′(z, w) = F (2z, w) = F (Ad(τ)(z, w))

とおくと，任意の

g = (γ, h) ∈ τ−1Sp(Λ)Jτ = τ−1Sp(Λ)τ �H(Λτ)

に対して

F ′(g(z, w)) = χΛ(h)η(g; z, w)
−1 det J(γ, z)kF ′(z, w)

となる．更に

F ′′(z, w) =
∑

h∈H(Λτ)\H(Λ)

χΛ(h)
−1η(h; z, w)F ′(h(z, w))
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とおくと F ′′ ∈ Sδ(ΓJ , χΛ) となるから，定理 7.5.2 に従って F ′′ に対応する

Sδ⊗det−1/2(Γ, ρΛ) の元を求めよう．ここで，定理 5.5.3 から，r, s ∈ L′ に対
して ∫

WC/Λ′
z

θr(2z, w)θs(2z, w)κz(w,w)dz(w)

=

⎧⎨⎩2n det(2Im z)−1/2 r ≡ s (mod 2L′),

0 r �≡ s (mod 2L′)

(Λ′
z = {xz + y | x ∈ 2L′, y ∈ L}) であることと

ϑ(z, w) =
∑

r∈L′/2L′
θr(2z, w)

に注意すれば∫
WC/Λz

F ′′(z, w)ϑ(z, w)κz(w,w)dz(w)

=

∫
WC/Λz

∑
λ∈Λz/Λ′

z

F ′(z, w + λ)ϑ(z, w + λ)κz(w + λ,w + λ)dz(w)

=

∫
WC/Λ′

z

F ′(z, w)ϑ(z, w)κz(w,w)dz(w)

= 2n det(2Im z)−1/2
∑

r∈L′/2L′
fr(2z)

となる．よって F ′′ ∈ Sδ(ΓJ , χΛ) には∑
r∈L′/2L′

fr(2z) ∈ Sδ⊗det−1/2(Γ, ρΛ)

が対応する．即ち
∑

r∈L′/2L′
fr(4z) ∈ Sk−1/2(Γ0(4)) が対応する．

8 有元素点での様子

8.1 局所コンパクト群上の帯球関数の一般論を復習しておく．詳細は Tam-

agawa [18], Gaal [4]等を参照のこと．2.1節の設定を思い出そう．即ち，Gは

局所コンパクト・ユニモジュラー群で，K はそのコンパクト部分群，Aは Gの

中心 Z(G) の閉部分群として，χ を A の連続なユニタリ指標とする．K の自

明な一次元ユニタリ表現を 1K と書いて，簡単のためにH = Cc(G/A, χ;1K)

とおく．即ち，H は G 上の複素数値連続関数 ϕ であって

1) 任意の a ∈ A に対して ϕ(ax) = χ(a)−1ϕ(x),

2) G/A 上の関数 ẋ �→ |ϕ(x)| の台はコンパクト，
3) 任意の k, k′ ∈ K に対して ϕ(kxk′) = ϕ(x)

65

156



なるもののなす複素ベクトル空間を，G/A 上の畳込み積

(ϕ ∗ ψ)(x) =
∫
G/A

ϕ(xy)ψ(y−1)dG/A(ẏ)

により C-代数としたものである．さて θ を G 上の複素数値連続関数として，

任意の a ∈ A に対して θ(ax) = χ(a)θ(x) であるとすると，任意の ϕ ∈ H に
対して

θ̂(ϕ) =

∫
G/A

ϕ(x)θ(x)dG/A(ẋ), θ̌(ϕ) =

∫
G/A

ϕ(x)θ(x−1)dG/A(ẋ)

が定義される．そこで G 上の帯球関数を次のように定義する；

定義 8.1.1 G 上の複素数値連続関数 θ が

1) 任意の a ∈ A に対して θ(ax) = χ(a)θ(x),

2) 任意の k ∈ K に対して θ(kxk−1) = θ(x),

3) θ̂ : H → C は全射 C-代数準同型写像

を満たすとき，θ を中心指標 χ をもつ K に関する G 上の帯球関数と呼ぶ．

上のような帯球関数の全体を Θ(G/A,χ,K) と書こう．帯球関数の基本的

な性質として

命題 8.1.2 θ ∈ Θ(G/A,χ,K) に対して

1) 任意の ϕ ∈ H に対して ϕ ∗ θ = θ ∗ ϕ = θ̌(ϕ) · θ,
2) θ は両側 K-不変で θ(1) = 1,

3)

∫
K

θ(xky)dK(k) = θ(x)θ(y).

逆にこれらの性質により帯球関数が特徴付けられる；

定理 8.1.3 G 上の複素数値可側関数 θ で，任意の a ∈ A に対して θ(ax) =

χ(a)θ(x) であり，G/A 上の関数 ẋ �→ |θ(x)| が G/A 上局所可積分であると

き，次は同値である；

1) θ ∈ Θ(G/A,χ,K),

2) θ は両側 K-不変で θ(1) = 1 かつ，任意の ϕ ∈ H に対して ϕ ∗ θ = λϕ · θ
(λϕ ∈ C),

3) θ �= 0 かつ
∫
K

θ(xky)dK(k) = θ(x)θ(y),

4) 任意の k ∈ K に対して θ(kxk−1) = θ(x) であって，θ̂ : H → C は全射

C-代数準同型写像.

H に特殊な移送を導入しよう．コンパクト部分集合 M ⊂ G/A をとり，

supp[ẋ �→ |ϕ(x)|] ⊂ M なる ϕ ∈ H の全体を HM と書くと，HM は |ϕ| =
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sup
ẋ∈G/A

|ϕ(x)| をノルムとする複素 Banch 空間となる．H =
⋃
M

HM だから，

部分集合 V ⊂ H が H における開集合であることを，任意のコンパクト部分
集合 M ⊂ G/A に対して V ∩HM がHM における開部分集合なることと定

義する．すると任意の 0 < r ∈ R に対して，{ϕ ∈ H | |ϕ| < r} は H の開部
分集合となるから，H は局所凸 Hausdorff 空間となる．このとき

定理 8.1.4 1) θ ∈ Θ(G/A,χ,K) に対して，C-代数準同型写像 θ̂ : H → C

は連続である，

2) 連続な全射 C-代数準同型写像 λ : H → C に対して，θ̂ = λ なる θ ∈
Θ(G/A,χ,K) が唯一存在する．

保型形式の Hecke 作用素との関連で考えるときには，K が G の開コンパ

クト部分群である場合が重要である．この場合には

命題 8.1.5 K が G の開コンパクト部分群ならば，H から C への全射 C-代

数準同型写像は全て連続である．

従ってこの場合，θ �→ θ̂ は Θ(G/A,χ,K) から HomC-alg(H,C) \ {0} への
全単射を与える．

8.2 p �= 2 を有限素点として，加法群 Qp の非自明なユニタリ指標を

χ = ep とする．ここで

ep : Qp → Qp/Zp →̃Q/Z � ṫ �→ e−2π
√−1t ∈ C1

である．Qp-斜交空間 (V,D) の偏極 V =W ′ ⊕W を一つ固定しておく．Zp-

格子 L ⊂W をとり

L′ = {x ∈W ′ | 〈x, L〉 ⊂ Zp} (〈x, y〉 = D(x, y) for x ∈W ′, y ∈W )

とおいて Zp-格子 Λ = L′ ⊕ L ⊂ V を定める．p �= 2 だから H[Λ] = Λ× Zp

は H(V ) の開コンパクト部分群である．

K = {σ ∈ Sp(V ) | Λσ = Λ}

は Sp(V ) の開コンパクト部分群であり，H[Λ] に (x, t)σ = (xσ, t) により作

用して，半直積 KJ = K �H[Λ] は Sp(V )J の開コンパクト部分群となる．

KJ の自明な 1 次元表現を 1KJ
として，8.1 節の一般論に従って

HJ = Cc(Sp(V )J/Z(H(V )), χ;1KJ
)

とおく．即ち，HJ は，Sp(V )J 上の複素数値連続関数 ϕ であって

1) 任意の a ∈ Z(H(V )) = Qp に対して ϕ(ag) = χ(a)−1ϕ(g),
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2) 任意の k, k′ ∈ KJ に対して ϕ(kgk′) = ϕ(g),

3) Sp(V )J/Z(H(V )) 上の連続関数 ġ �→ |ϕ(g)| の台はコンパクト

なるもの全体のなす複素ベクトル空間を畳込み積

(ϕ ∗ ψ)(g) =
∫
Sp(V )J/Z(H(V ))

ϕ(gx−1)ψ(x)dSp(V )J/Z(H(V ))(ġ)

により C-代数としたものである．ここで Lの Zp-基底{v1, · · · , vn}を一つ固定
して v′i ∈ L′ を 〈v′i, vj〉 = δij により定める．このとき α = (α1, · · · , αn) ∈ Zn

に対して

pα ∈ GLQp(W
′) s.t. pαv′i = pαiv′i, pα ∈ GLQp(W ) s.t. pαvi = pαivi

とおくと tpα = pα となる．そこで d(pα) =

[
pα 0

0 p−α

]
∈ Sp(V ) とおくと

Sp(V ) =
⊔
α∈Υ

Kd(pα)K (Υ = {(α1, · · · , αn) ∈ Zn | α1 ≥ · · · ≥ αn ≥ 0})

である．更に，任意の ϕ ∈ HJ に対して

suppϕ ⊂
⊔
α∈Υ

KJd(p
α)KJZ(H(V ))

であることが示される．そこで任意の α ∈ Υに対して，Sp(V )J の開コンパク

ト部分集合 KJd(p
α)KJ の特性関数を ϕα とすると，ϕα ∈ Cc(Sp(V )J ;1KJ

)o

だから，7 頁の方法に従って ϕα,χ ∈ HJ とおくと，{ϕα,χ}α∈Υ がHJ の C-

上の基底となる．ここで ε =

[
0 1n

1n 0

]
∈ GSp(n,Qp) = GSp(V ) とおく

と，g �→ g′ = εg−1ε−1 が Sp(V )J の反自己同型写像で ϕα,χ(g
′) = ϕα,χ(g)

(α ∈ Υ) となるから，HJ は可換代数でることがわかる．更に Murase [13]

により HJ の構造は詳しく調べられていて，我々に必要な部分を書けば

命題 8.2.1 HJ は C 上有限生成な可換整域である．

8.3 p �= 2 から k ∈ K に対して r′χ(k) = (k, rχ(k)) ∈ S̃p(V ) であること

が示される．そこで K̃ = r′χ(K)とおくと，これは S̃p(V )の開コンパクト部分

群である．pα ∈ GLQp(W
′) (α ∈ Zn) に対して，(3) に従って d̃(pα) ∈ S̃p(V )

を定めれば

S̃p(V ) =
⊔
α∈Υ

K̃d̃(pα)K̃Ker(�χ)

となる．そこで α ∈ Υ に対して，S̃p(V ) のコンパクト開部分集合 K̃d̃(pα)K̃

の特性関数を ψα とおくと，ψα ∈ Cc(S̃p(V );1
˜K)o だから，7 頁の方式に

従って ψα,ν ∈ H = Cc(S̃p(V )/Ker(�χ), ν;1 ˜K)o を定義する．ここで ν は
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Ker(�χ) の唯一の非自明なユニタリ指標である．{ψα,ν}α∈Υ は H の C 上の

基底である．

さて (ωJ , L
2(W ′)) は S̃p(V )J に既約ユニタリ表現で，K̃-不変ベクトル

は L′ の特性関数 ϕL′ の定数倍に限るから，付随する S̃p(V )J の帯球関数を

Φ(g) = (ωJ(g)ϕL′ , ϕL′) (g ∈ S̃p(V )J ) とおくと

1) α ∈ Zn に対して Φ(d̃(pα)) = (p1/2 · ηp)−|α|, 但し |α| = α1 + · · ·+αn 及

び ηp = γχ(Q1)γχ(−p ·Q1) とおく，

2) supp(Φ) =
⊔
α∈Υ

K̃J d̃(p
α)K̃J · (Ker(�χ)× Z(H(V )))

である．次の命題は Shintani [17] による；

命題 8.3.1 ϕ ∈ H に対して

ϕJ (σ, h) = ϕ(σ̃) · Φ(σ̃, h) ((σ, h) ∈ Sp(V )J , σ̃ ∈ S̃p(V ) s.t.ϕχ(σ̃) = σ)

とおくと，ϕ �→ ϕJ は H からHJ への C-代数の同型写像を与える．

8.4 二重被覆群 S̃p(V ) と Jacobi 群 Sp(V )J 上の帯球関数の関係を考え

よう．まず

命題 8.4.1 θ ∈ Θ(S̃P (V )/Ker(�χ), ν, K̃) に対して，Sp(V )J 上の連続関数

θJ を

θJ(σ, h) = θ(σ̃)Φ(σ̃, h) (�(σ̃) = σ)

により定義すると，θJ ∈ Θ(Sp(V )J/Z(H(V )), χ,KJ ) である．

そこで HJ と H の C-基底 {ϕα,χ}α∈Υ と {ψα,ν}α∈Υ を用いて，複素線形

同型写像 T : HJ →̃H を Tϕα,χ = (p1/2 · η−1
p )|α|ψα,ν (α ∈ Υ) により定義し

よう．すると

定理 8.4.2 1) T は HJ から H への C-代数の同型写像で，命題 8.3.1 で与

えた同型写像の逆写像となる，

2) 任意の θ ∈ Θ(S̃p(V )/Ker(�), ν, K̃) に対して θ̂ ◦ T = θ̂J となる．

ここから直ちに次の系が得られる；

系 8.4.3 θ �→ θJ はΘ(S̃p(V )/Ker(�χ), ν, K̃)からΘ(Sp(V )J/Z(H(V ))), χ,KJ)

への全単射を与える．

S̃p(V ) の既約ユニタリ表現 τ で，τ |Ker(�) = ν かつ自明でない K̃-不変ベ

クトルをもつもの全体をR(S̃p(V )/Ker(�), ν, K̃) とおく．又，Sp(V )J の既

約ユニタリ表現 π で，π|Z(H(V )) = χ かつ自明でない KJ -不変ベクトルをも

つもの全体を R(Sp(V )J/Z(H(V )), χ,KJ) とかく．H, HJ はともに可換だ

69

160



から，これらの既約表現の K̃-不変ベクトル，或いは KJ -不変ベクトルは 1

次元となり，既約表現は対応する帯球関数によって定まるから（定理 2.3.3）．

従って上で示したことから次の定理が示される；

定理 8.4.4 τ �→ π = τJ ⊗ ωJ は全単射

R(S̃p(V )/Ker(�), ν, K̃) →̃R(Sp(V )J/Z(H(V )), χ,KJ )

を与え，対応する帯球関数は θπ = (θτ )J となる．
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