
テータ関数の変換公式

宮崎 直∗

1 はじめに

1.1 序文

本稿の目的は，新谷氏の論文 [Shn]に沿って，テータ関数の変換公式 (一般化されたPoisson
和公式)を解説する事である．§2でWeil表現からテータ関数の変換公式が導出される過程に
ついて説明し，§3でテータ関数を SL(2,R) × SO(p, q)の被覆群に制限した場合についての
具体的な計算を紹介する．§3での計算は，保型形式のテータリフトの 1種である織田リフト
において重要な役割を果たす．織田リフトについての詳細は，菅野氏による解説 [Su]を参照
されたい．
本稿のおおまかな流れは [Shn]に従っているが，Heisenberg群やWeil表現の定義は現在よ
く使われているものに変更した．また，本稿を書くにあたっては，[Ta]を参考にさせて頂いた．

1.2 記号について

z ∈ Cに対して，e[z] = exp(2π
√−1z)とおき，

√
z = z

1
2 を−π

2
< arg z

1
2 ≤ π

2
となるよう

にとる．さらに，k ∈ Zに対して，z
k
2 = (z

1
2 )k とおく．t ∈ R×に対して，sgn t = t/|t|とお

く．絶対値 1の複素数のなす乗法群をC1 = {z ∈ C× | |z| = 1}と表記する．
R上の有限次元ベクトル空間 V に対して，V 上の急減少関数のなす空間を S(V )，滑らか
な関数のなす空間をC∞(V )，2乗可積分な関数のなす空間を L2(V )と表記する．また，正の
整数mに対して，Rmの元は行ベクトルとして扱うものとする．

2 テータ関数の変換公式

2.1 Heisenberg群

WをR上の2n次元ベクトル空間とし，〈, 〉をW上の非退化交代形式とする．W = X⊕X∗を
Wの偏極 (つまり，X, X∗は 〈X, X〉 = 〈X∗, X∗〉 = 0, dimR X = dimR X∗ = n, W = X⊕X∗
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をみたすWの部分空間)とし，固定しておく．以下，Wの元wがw = x+x∗ (x ∈ X, x∗ ∈ X∗)
と分解されるとき，w = x⊕ x∗と表記する事にする．

X の基底 {e1, e2, · · · , en}と X∗ の基底 {e∗1, e∗2 · · · , e∗n} を 〈ei, e
∗
j 〉 = δi,j となるようにと

る．X 上の座標を x =
∑n

i=1 xiei (xi ∈ R)で定めて，X 上の測度 dxを dx =
∏n

i=1 dxi で
定義する．また，X∗上の座標を x∗ =

∑n
i=1 x∗i e

∗
i (x∗i ∈ R)で定めて，X∗上の測度 d∗x∗を

d∗x∗ =
∏n

i=1 dx∗i で定義する．ここで，dxi, dx∗i はR上の通常の Lebesgue測度であるとする．
このとき，f ∈ S(X)に対して，Fourier変換を

f̂(x∗) =
∫

X
f(x)e[−〈x, x∗〉]dx (x∗ ∈ X∗)

で定義し，f ∈ S(X∗)に対して，逆 Fourier変換を

f̌(x) =
∫

X∗
f(x∗)e[〈x, x∗〉]d∗x∗ (x ∈ X)

で定義すると，Fourier反転公式 ˇ̂
f = f が任意の f ∈ S(X)で成立する．

集合H(W ) = W ×Rに演算を

(w, t) · (w′, t′) =
(

w + w′, t + t′ +
1
2
〈w, w′〉

)
(w, w′ ∈ W, t, t′ ∈ R)

で定める事で定義される群をHeisenberg群という．このとき，H(W )の中心は Z(H(W )) =
{(0, t) ∈ H(W ) | t ∈ R} ' R である．
任意の r ∈ R×に対して，H(W )の L2(X)上のユニタリ表現 Urを

Ur(h)f(y) = e
[
r

(
t +

1
2
〈x, x∗〉+ 〈y, x∗〉

)]
f(y + x)

(h = (x⊕ x∗, t) ∈ H(W ), f ∈ L2(X))

によって定義する．Heisenberg群の表現を扱う上では，次の 3つの定理は基本的である．

定理 2.1. 任意の r ∈ R×に対して，(Ur, L
2(X))はH(W )の既約ユニタリ表現である．

定理 2.2 (Stone-von Neumannの定理). r ∈ R×とする．H(W )の既約ユニタリ表現 (Π, VΠ)
がΠ(0, t) = e[rt] (t ∈ R)をみたすとき，(Π, VΠ)は (Ur, L

2(X))とユニタリ同値である．

定理 2.3 (Schurの補題). (Π, VΠ), (Π′, VΠ′)をH(W )の既約ユニタリ表現とする．このとき，
(Π, VΠ)から (Π′, VΠ′)への連続H(W )-準同型写像全体のなす空間は高々1次元である．

今後，U1を U と略記する事にする．
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2.2 R上でのWeil表現

この節では，R上でのWeil表現について復習する．詳しくは，松本氏による解説 [Ma]を
参照されたい．

Sp(W )をW 上の斜交群，すなわち，

Sp(W ) = {σ ∈ GL(W ) | 〈wσ,w′σ〉 = 〈w, w′〉 (∀w, w′ ∈ W )}

とする．ここで，GL(W )はW に右から作用しているものとする．Sp(W )のH(W )への右
作用を

hσ = (wσ, t) (h = (w, t) ∈ H(W ), σ ∈ Sp(W ))

で定義しておく．
L2(X)のユニタリ自己同型写像 T 全体のなす群Aut(L2(X))は全ての f ∈ L2(X)に対して

T 7→ Tf が連続となる最弱の位相に関してHausdorff位相群になる．Mp(W )を

U(hσ) = T−1 ◦ U(h) ◦ T (∀h ∈ H(W )) (2.1)

をみたす (σ, T )のなす Sp(W )× Aut(L2(X))の部分群とすると，Mp(W )は部分位相によっ
て局所 compactなHausdorff位相群となる．ここで，Stone-von Neumannの定理より，射影
Mp(W ) 3 (σ, T ) 7→ σ ∈ Sp(W )は全射である事に注意しておく．

Mp(W )の部分群として，Sp(W )の 2重被覆群を構成しよう．そのために少し準備をする．
σ ∈ Sp(W )に対して，

wσ = (xa + x∗c)⊕ (xb + x∗d) (∀w = x⊕ x∗ ∈ W )

によって定まる a ∈ EndR(X), b ∈ HomR(X,X∗), c ∈ HomR(X∗, X), d ∈ EndR(X∗)

をとり，σ =

[
a b

c d

]
と行列表示する．また，c ∈ HomR(X∗, X) に対して，det∗ c =

det(〈e∗i c, e∗j 〉)i,j=1,··· ,n と定義する．

det∗ c 6= 0となる σ =

[
a b

c d

]
∈ Sp(W )に対して，r0(σ) ∈ Aut(L2(X))を

(r0(σ)f)(x) = |det∗ c| 12
∫

X∗
e

[
1
2
〈xa + x∗c, xb + x∗d〉 − 1

2
〈x, x∗〉

]
f(xa + x∗c)d∗x∗

(f ∈ S(X))

を連続に拡張したものとして定義する．このとき，r(σ) = (σ, r0(σ)) ∈ Mp(W )であり，次の
(1),(2)をみたす連続群準同型写像Ψ: Mp(W ) → C1が唯 1つ存在する:

(1) Ψ(1, t) = t2 (∀t ∈ C1),

(2) Ψ(r(σ)) = (
√−1)n det∗ c

| det∗ c|

(
∀σ =

[
a b

c d

]
∈ Sp(W ) s.t. det∗ c 6= 0

)
.
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ここで，S̃p(W ) = Ker Ψとおくと，連続群準同型写像

$ : S̃p(W ) 3 (σ, T ) 7→ σ ∈ Sp(W )

は全射でKer$ = {(1,±1)}であり，S̃p(W )は Sp(W )の非自明な 2重被覆群になっている．
このとき，S̃p(W )の L2(X)上のユニタリ表現が

ω : S̃p(W ) 3 (σ, T ) 7→ T ∈ Aut(L2(X))

により定義される．このユニタリ表現 (ω,L2(X))をWeil表現という．

Ψの性質 (1),(2)と Schurの補題より，$(σ̃) =

[
a b

c d

]
(det∗ c 6= 0)となる σ̃ ∈ S̃p(W )

に対して，ある複素数 εω(σ̃) が存在して，{εω(σ̃)}2 =
(

(
√−1)n det∗ c

|det∗ c|
)−1

かつ ω(σ̃) =

εω(σ̃)r0($(σ̃)) が成立する．

2.3 誘導表現

LとL′をそれぞれXとX∗のZ-格子とし，ψ : Λ → C×をH(W )の部分群Λ = (L⊕L′)×R
のユニタリ指標とする．ここで，ψから誘導されるH(W )のユニタリ表現 (ρψ, IΛ(ψ))を定義
しよう．表現空間 IΛ(ψ)を

IΛ(ψ)∞ = {θ ∈ C∞(H(W )) | θ(λh) = ψ(λ)θ(h) (∀λ ∈ Λ)}
を内積

〈θ1, θ2〉Λ =
∫

Λ\H(W )
θ1(h)θ2(h)dh (2.2)

=
1

vol(X∗/L′)

∫

(X/L)×(X∗/L′)
θ1(x⊕ x∗, 0)θ2(x⊕ x∗, 0)dxd∗x∗

について完備化したHilbert空間とし，H(W )の作用を右移動

ρψ(h)θ(z) = θ(zh) (h ∈ H(W ), θ ∈ IΛ(ψ))

で定める．ここで，vol(X∗/L′) =
∫

X∗/L′
d∗x∗とし，dhは (2.2)の 2つめの等号が成立する

ような Λ\H(W )上の右H(W )不変測度とする．この dhの正規化の仕方は少し不自然だが，
この後の議論をする上で都合が良い．

XのZ-格子Lに対して，Lの 〈, 〉に関する双対格子L∗ = {l∗ ∈ X∗ | 〈l, l∗〉 ∈ Z (∀l ∈ L)}を
とる．M∗をL∗の部分格子とし，M∗の 〈, 〉に関する双対格子M = {l ∈ X | 〈l, l∗〉 ∈ Z (∀l∗ ∈
M∗)} をとる．つまり，

LOO

双対
��

⊂ MOO

双対
��

· · · X の Z-格子

L∗ ⊃ M∗ · · · X∗の Z-格子
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とする．Λ0 = (L ⊕ L∗) × R, Λ1 = (L ⊕ M∗) × R ⊂ H(W )とおく．Λ1 のユニタリ指標
χ : Λ1 → C×を

χ(λ) = e
[
t +

1
2
〈l, l∗〉

]
(λ = (l ⊕ l∗, t) ∈ Λ1)

で定義する．µ ∈ M/Lに対して，Λ0のユニタリ指標 χµ : Λ0 → C×を

χµ(λ) = e
[
t +

1
2
〈l, l∗〉+ 〈µ, l∗〉

]
(λ = (l ⊕ l∗, t) ∈ Λ0)

で定義する．このとき，χµ|Λ1 = χだから IΛ0(χµ)は IΛ1(χ)のH(W )-不変な閉部分空間であ
り，簡単な議論によって，

IΛ1(χ) =
⊕

µ∈M/L

IΛ0(χµ) (2.3)

と分解される事が分かる．実際，θ ∈ IΛ1(χ)に対して，θµ ∈ IΛ0(χµ)を

θµ(h) =
1

#(M/L)

∑

λ∈Λ1\Λ0

χµ(λ)−1θ(λh)

で定義すると，θ =
∑

µ∈M/L θµが成立する．ここで，#(M/L)はM/Lの位数を表す．

命題 2.4. 以下が成立する:

(1) IΛ1(χ)の分解 (2.3)は内積 〈, 〉Λ1 に関する直交分解である．

(2) µ ∈ M/Lと f ∈ S(X)に対して，Θχµ(f) ∈ IΛ0(χµ)を

Θχµ(f)(h) =
∑

l∈L

e
[
t +

1
2
〈x, x∗〉+ 〈µ + l, x∗〉

]
f(x + µ + l) (h = (x⊕ x∗, t) ∈ H(W ))

で定義する．このとき，Θχµを連続に拡張してL2(X)から IΛ0(χµ)へのユニタリH(W )-
同型写像が得られる．

(3) ν ∈ M/Lと θ ∈ IΛ1(χ)∞に対して，Fχν (θ) ∈ L2(X)を

Fχν (θ)(x) =
1

vol(X∗/M∗)

∫

X∗/M∗
θ((x− ν)⊕ x∗, 0)e

[
−1

2
〈x + ν, x∗〉

]
d∗x∗ (x ∈ X)

で定義する．このとき，Fχν を連続に拡張して (ρχ, IΛ1(χ))から (U,L2(X))への連続
H(W )-準同型写像が得られる．

(4) (2),(3)で定義したΘχµ と Fχν に対して，

Fχν ◦Θχν = idL2(X), Fχν ◦Θχµ = 0 (ν 6= µ)

が成立する．

この命題は Fourier級数展開の理論と指標の直交性を用いれば，直接計算によって確かめる
事ができる．分解 (2.3)において，〈, 〉Λ1 を各 IΛ0(χµ)に制限して得られる内積は，〈, 〉Λ0 と一
致する．また，この命題と Schurの補題より，(U,L2(X))から (ρχ, IΛ1(χ))への連続H(W )-
準同型写像はΘχµ 達の線型結合で表せる事に注意しておこう．
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2.4 テータ関数の変換公式

Sp(L⊕M∗)を

(L⊕M∗)γ = L⊕M∗, χ(λγ) = χ(λ) (∀λ ∈ Λ1)

をみたす γ ∈ Sp(W )のなす Sp(W )の部分群とし．S̃p(L ⊕M∗) = $−1(Sp(L ⊕M∗))とお
く．また，µ ∈ M/Lと f ∈ S(X)に対して，S̃p(W )上のテータ関数 ϑf (σ̃; µ)を

ϑf (σ̃; µ) = Θχµ(ω(σ̃)f)(0, 0) =
∑

l∈L

(ω(σ̃)f)(x + µ + l)

で定義する．

定理 2.5 (テータ関数の変換公式). γ̃ ∈ S̃p(L⊕M∗)と µ ∈ M/Lに対して，

ϑf (γ̃σ̃; µ) =
∑

ν∈M/L

Cγ̃(µ, ν)ϑf (σ̃; ν) (∀f ∈ S(X)) (2.4)

が成立するような複素数 Cγ̃(µ, ν) (ν ∈ M/L)が存在する．
M/L = {µ1, µ2, · · · , µN} (N = #(M/L))とおくと，行列Cγ̃ = (Cγ̃(µi, µj))i,j=1,··· ,N はユ
ニタリ行列であり，Cγ̃1γ̃2 = Cγ̃1Cγ̃2 (∀γ̃1, γ̃2 ∈ S̃p(L⊕M∗))が成立する．

さらに，$(γ̃) =

[
a b

c d

]
と表すと det∗ c 6= 0となるとき，Cγ̃(µ, ν)は，

Cγ̃(µ, ν)

=
εω(γ̃)| det∗ c|− 1

2

vol(X∗/M∗)

∑

l∈L/M∗c∗
e

[
1
2
〈µ + l, (µ + l)ac−1〉 − 〈µ + l, νc−1〉+

1
2
〈ν, νc−1d〉

]
(2.5)

で与えられる．ここで，c∗は 〈x∗1c, x∗2〉 = 〈x∗2c∗, x∗1〉 (∀x∗1, x∗2 ∈ X∗) で定まる HomR(X∗, X)
の元とする．

証明. 群準同型写像 Sp(L⊕M∗) 3 γ 7→ Ξγ ∈ Aut(IΛ1(χ))を (Ξγθ)(h) = θ(hγ) (θ ∈ IΛ1(χ))
で定義すると，Ξγ ◦ρχ(hγ) = ρχ(h)◦Ξγ (∀h ∈ H(W ))が成立する．よって，γ̃ ∈ S̃p(L⊕M∗)
に対して，γ = $(γ̃)とおくと，Ξγ−1 ◦Θχµ ◦ ω(γ̃) は (U,L2(X))から (ρχ, IΛ1(χ))へのユニ
タリH(W )-準同型写像になる．よって，ある複素数 Cγ̃(µ, ν) (ν ∈ M/L)が存在して，

Ξγ−1 ◦Θχµ ◦ ω(γ̃) =
∑

ν∈M/L

Cγ̃(µ, ν)Θχν (2.6)

が成立する．この両辺による ω(σ̃)f (σ̃ ∈ S̃p(W ), f ∈ S(X))の像を考え，(0, 0) ∈ H(W )で
の値をとると (2.4)が得られる．
また，γ̃1, γ̃2 ∈ S̃p(L⊕M∗)に対して，γ1 = $(γ̃1), γ2 = $(γ̃2)とおくと，

Ξ(γ1γ2)−1 ◦Θχµi
◦ ω(γ̃1γ̃2) = Ξγ−1

2
◦ (Ξγ−1

1
◦Θχµi

◦ ω(γ̃1)) ◦ ω(γ̃2) (i = 1, 2, · · · , N)
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となる．この両辺に (2.6)を用いると，左辺は
∑N

j=1 Cγ̃1γ̃2(µi, µj)Θχµj
となり，右辺は

Ξγ−1
2
◦

(
N∑

k=1

Cγ̃1(µi, µk)Θχµk

)
◦ ω(γ̃2) =

N∑

k=1

Cγ̃1(µi, µk)




N∑

j=1

Cγ̃2(µk, µj)Θχµj




=
N∑

j=1

(
N∑

k=1

Cγ̃1(µi, µk)Cγ̃2(µk, µj)

)
Θχµj

となるから，Cγ̃1γ̃2(µi, µj) =
∑N

k=1 Cγ̃1(µi, µk)Cγ̃2(µk, µj)を得る．これより，Cγ̃1γ̃2 = Cγ̃1Cγ̃2

が得られる．
L2-ノルムの値が 1であるような f ∈ S(X)をとり，

Vf =
N⊕

i=1

CΘχµi
(f) ⊂ IΛ1(χ)

とおくと，Cγ̃ はVf 上の 2種類の正規直交基底 {Ξγ−1Θχµi
(ω(γ̃)f)}N

i=1と {Θχµi
(f)}N

i=1の変
換行列であるから，ユニタリ行列である．
最後に (2.5)を示す．(2.6)の両辺による ω(γ̃−1)f (f ∈ S(X))の像を考えると，

Ξγ−1Θχµ(f) =
∑

ν∈M/L

Cγ̃(µ, ν)Θχν (ω(γ̃−1)f)

となる．さらに命題 2.4(4)より，

Fχν (Ξγ−1Θχµ(f)) = Cγ̃(µ, ν)ω(γ̃−1)f. (2.7)

この両辺を定義に基づいて計算して比較する事で，(2.5)が得られる．

3 S̃L(2,R)× SO(Q)上でのテータ級数の変換公式

3.1 簡約双対ペア (SL(2,R), O(Q))

まず，J =

(
1

−1

)
∈ SL(2,R) とおき，R2 上の非退化交代形式 〈, 〉J を 〈r, r′〉J =

rJ tr′ (r, r′ ∈ R2) で定義する．このとき，σ ∈ SL(2,R)に対して，

〈rσ, r′σ〉J = 〈r, r′〉J (σ ∈ SL(2,R))

が成立する．また，Q ∈ Mn(Q)を符号 (p, q)の非退化な対称行列，つまり，あるgQ ∈ GL(n,Q)

が存在してQ = gQ

(
1p

−1q

)
tgQが成立するものとし，p > 0と仮定する．Rn上に非退

化対称形式 (, )Qを (x, x′)Q = xQ tx′ (x, x′ ∈ Rn)で定義し，(, )Qに関する直交群O(Q)を

O(Q) = {g ∈ GL(n,R) | (xg, x′g)Q = (x, x′)Q (∀x, x′ ∈ Rn)}
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= {g ∈ GL(n,R) | gQ tg = Q}

で定義する．
基本的に，この章では前章と同じ記号を用いるが，W, 〈, 〉, X, X∗, ei, e∗i は次のように具
体的にとる．W = Rn ⊗R R2とし，W 上の非退化交代形式 〈, 〉を

〈x⊗ r, x′ ⊗ r′〉 = (x, x′)Q〈r, r′〉J (x⊗ r, x′ ⊗ r′ ∈ W )

で定義する．W の偏極W = X ⊕X∗を

X = Rn ⊗R (1, 0), X∗ = Rn ⊗R (0, 1).

として固定し，R上のベクトル空間としての同型写像

X 3 x⊗ (1, 0) 7→ x ∈ Rn, X∗ 3 x⊗ (0, 1) 7→ x ∈ Rn

によって X, X∗ を共に Rn と同一視する．この同一視の下で，X の基底 {e1, e2, · · · , en}は
Rnの標準基底 (つまり，eiは第 i成分が 1で他の成分が 0であるRnの元) とし，X∗の基底
{e∗1, e∗2, · · · , e∗n}を e∗i = eiQ

−1によって定める．このとき，dxはRn上の通常の Lebesgue測
度であり，d∗x = | detQ|dxとなる．L2(X)上のWeil表現はQのとり方に依存して決まるた
め，今後，ω(σ̃)，r0(σ)をそれぞれ ω(σ̃, Q)，r0(σ,Q)と書く事にする．

SL(2,R)とO(Q)は，それぞれ

(x⊗ r)σ = x⊗ (rσ) (x⊗ r ∈ W, σ ∈ SL(2,R)),

(x⊗ r)g = (xg)⊗ r (x⊗ r ∈ W, g ∈ O(Q))

によって定まるWへの作用によってSp(W )の部分群と見なせる．このとき，(SL(2,R), O(Q))
は Sp(W )に含まれる簡約双対ペア，すなわち，

SL(2,R) = {σ ∈ Sp(W ) | σg = gσ (∀g ∈ O(Q))},
O(Q) = {g ∈ Sp(W ) | σg = gσ (∀σ ∈ SL(2,R))}

をみたす．ここで，SO(Q) = SL(n,R)∩O(Q)とおく．この章の目標は，$−1(SL(2,R))と
$−1(SO(Q))の構造を明らかにする事と，テータ関数 ϑf (σ̃; µ)をSL(2,R)SO(Q)(⊂ Sp(W ))
の被覆群に制限した場合についてテータ関数の変換公式をより具体的な形に書き下す事である．

注意 3.1. 本稿では，簡単のためにテータ関数 ϑf (σ̃; µ)を SL(2,R)SO(Q)の被覆群に制限し
た場合について考えるが，テータリフトの一般論に従うならば SL(2,R)O(Q)の被覆群に制
限した場合について考えるべきである．
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3.2 準備

X,X∗とRnの同一視によって，EndR(X),HomR(X, X∗), HomR(X∗, X), EndR(X∗)を全

てMn(R)と同一視する．これにより，σ =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R)と g ∈ O(Q)の Sp(W )の

元としての行列表示はそれぞれ
[

a1n b1n

c1n d1n

]
,

[
g On

On g

]

となる．また，c ∈ Mn(R)に対して，det∗ c = (detQ)−1 det cとなる．これを踏まえると，

c 6= 0となる σ =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R)と f ∈ S(X)に対して，

(r0(σ,Q)f)(x) = |c|−n
2

√
|det Q|

∫

Rn

e
[
a(x, x)Q − 2(x, y)Q + d(y, y)Q

2c

]
f(y)dy

となる事が簡単な変数変換によって分かる．また，σ =

(
a b

0 d

)
∈ SL(2,R)と g ∈ O(Q)

に対して，r0(σ,Q)と r0(g, Q)を

r0(σ,Q) = r0 (σJ,Q) r0
(
J−1, Q

)
, r0(g,Q) = r0 (gJ,Q) r0

(
J−1, Q

)

で定義すると，Fourier反転公式より，f ∈ S(X)に対して，

(r0(σ,Q)f)(x) = |a|n2 e
[
ab

2
(x, x)Q

]
f(xa), (r0(g,Q)f)(x) = f(xg)

となる．
一般線型群GL(n,R)の L2(X)への作用Rを

(R(g)f)(x) =
√
| det g|f(xg) (g ∈ GL(n,R), f ∈ L2(X))

で定義する．このとき，r0(g,Q) = R(g) (∀g ∈ O(Q)) が成立する．また，σ ∈ SL(2,R)に対
して，上記の r0(σ,Q)の作用の式より，

r0(σ, gQ tg)R(g) = R(g)r0(σ,Q) (g ∈ GL(n,R)) (3.1)

が成立する事も分かる．

3.3 $−1(SL(2,R))と$−1(SO(Q))の構造

まず，$−1(SL(2,R))の明示的な記述を与えよう．そのために，少し準備をする．複素上半

平面を H = {z = u +
√−1v | u, v ∈ R, v > 0}と書く．σ =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R)と z ∈ H
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に対して，

j(σ, z) = cz + d, σ〈z〉 =
az + b

cz + d
, ε(σ) =





(
√−1)

1
2 (c > 0のとき),

(
√−1)

1−sgn(d)
2 (c = 0のとき),

(
√−1)−

1
2 (c < 0のとき).

と定義しておく．Q = gQ

(
1p

−1q

)
tgQ となるような gQ ∈ GL(n,R)をとり，正定値対

称行列RをR = gQ
tgQで定義する．z = u +

√−1v ∈ Hに対して，Qz = uQ +
√−1vRとお

く．0以上の整数 kに対して，Pk(x)を次のような表示を持つX 上の k次同次多項式とする:




1 k = 0のとき,

rQ tx (r ∈ Cn s.t. r(Q−R) = 0) k = 1のとき,∑
r cr(rQ tx)k (cr ∈ C, r ∈ Cn s.t. r(Q−R) = 0, rQ tr = 0) k ≥ 2のとき.

(3.2)

(ただし，p = 1のときは k ≤ 1と仮定する．)

補題 3.2. Fz(x) = e
[
1
2
xQz

tx

]
Pk(x) ∈ S(X)とおく．このとき，

r0(σ,Q)Fz(x) = ε(σ)p−qj(σ, z)
q−p
2
−k|j(σ, z)|−qFσ〈z〉(x)

が任意の σ ∈ SL(2,R)に対して成立する．

証明. g ∈ GL(n,R) に対して，R(g)Fz(x) は (3.2) の形の表示を持つある k 次同次多項式

P ′
k(x)を用いて，R(g)Fz(x) = e

[
1
2
x(gQ tg)z

tx

]√
| det g|P ′

k(x) と表せる．よって，(3.1)よ

り，Q =

(
1p

−1q

)
，R = 1nと仮定して良い．

σ =

(
a b

c d

)
とおく．c = 0のときは，§3.2の r0(σ,Q)の作用の式より，直ちに主張が得

られる．また，c 6= 0のときは §3.2の r0(σ,Q)の作用の式より，

|c|−n
2

∫

Rn

e
[
a(x, x)Q − 2(x, y)Q + d(y, y)Q

2c

]
Fz(y)dy

= |c|−n
2 (v −√−1u−√−1d/c)−

p
2 (v +

√−1u +
√−1d/c)−

q
2 j(σ, z)−kFσ〈z〉(x) (3.3)

を示せば良い事が分かる．k = 0のときは (3.3)の左辺を変数変換し，さらに Cauchyの積分
定理によって積分路を変える事により，(3.3)の証明はよく知られた公式

∫ ∞

−∞
e−πt2dt = 1

に帰着される．k > 0での (3.3)は，k = 0での (3.3)の両辺に

1
(2π

√−1)k(az + b)k
Pk

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2
, · · · ,

∂

∂xn

)
(x = (x1, x2, · · · , xn)とする)

を作用させる事で得られる．(左辺の計算では，部分積分を用いる．)
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c 6= 0である σ =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R)に対して，{ε(σ)p−q}2 = (

√−1)n det∗(c1n)
| det∗(c1n)| であ

るから，Ψの性質 (1),(2)より，(σ, ε(σ)q−pr0(σ,Q)) ∈ S̃p(W ) = Ker Ψとなる事が分かる．
また，Schurの補題より，σ, τ ∈ SL(2,R)に対して，

(ε(σ)q−pr0(σ,Q)) ◦ (ε(τ)q−pr0(τ, Q)) = c(σ, τ)ε(στ)q−pr0(στ, Q)

となる定数 c(σ, τ)が存在する．このとき，上の補題より，

c(σ, τ) =

{
j(στ,

√−1)
1
2

j(σ, τ〈√−1〉)
1
2 j(τ,

√−1)
1
2

}p−q

となる事が分かる．
以上により，次の命題が得られた．

命題 3.3. 半直積 SL(2,R)n {±1}に群演算を

(σ, t) · (σ′, t′) =
(

σσ′, tt′c(σ, σ′)
)

((σ, t), (σ′, t′) ∈ SL(2,R)n {±1})

で定義する．(nが偶数のときは，普通の直積になる．) このとき，

ι1 : SL(2,R)n {±1} 3 (σ, t) 7→ (σ, tε(σ)q−pr0(σ,Q)) ∈ S̃L(2,R)

は群同型写像になる．

次に，$−1(SO(Q))について考える．Ψの性質 (2)より，g ∈ O(Q)に対して，

Ψ(g, r0(g,Q)) = Ψ(gJ, r0 (gJ,Q))Ψ(J−1, r0
(
J−1, Q

)
)

=
{

(
√−1)n det∗(−g)

|det∗(−g)|
} {

(
√−1)n det∗ 1n

|det∗ 1n|
}

= det g

が成立する．これより，次の命題が得られる．

命題 3.4. g ∈ SO(Q)に対して，(g, r0(g, Q)) ∈ S̃p(W ) = Ker Ψが成立する．また，群準同
型写像

ι2 : SO(Q) 3 g 7→ (g, r0(g,Q)) ∈ S̃p(W )

は被覆写像$ : S̃p(W ) → Sp(W )の SO(Q)上での切断である．

注意 3.5. 上の計算から分かるように，被覆写像$は SO(Q)上では自明であるが，O(Q)上
では自明でない．
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3.4 テータ関数の変換公式

LをRnのZ-格子，L∗ = {l′ ∈ Rn | (l, l′)Q ∈ Z (∀l ∈ L)}をその双対格子とし．L∗ ⊃ Lで
あると仮定する．今，X, X∗を共にRnと同一視しているため，Lは前章での LとM∗，L∗

は前章での L∗とM にあたる Z-格子であると解釈できる．f ∈ S(X)と µ ∈ L∗/Lに対して，

ϑf (σ̃, g;µ) =
∑

l∈L

ω(ι1(σ̃)ι2(g))f(µ + l) (σ̃ ∈ S̃L(2,R), g ∈ SO(Q))

と定義する．このとき，定理 2.5と若干の計算により次が得られる:

定理 3.6. (1) γ2 ∈ SO(Q) ∩GL(n,Z)に対して，

ϑf (σ̃, γ2g; µ) = ϑf (σ̃, g; µγ2).

(2) γ1 =
(

a b
c d

)
∈ SL(2,Z)が ab(l, l)Q ≡ cd(l, l)Q ≡ 0 mod 2 (∀l ∈ L) をみたすとす

る．このとき，γ̃1 = (γ1, ε) ∈ S̃L(2,R)に対して，

ϑf (γ̃1σ̃, g; µ) =
∑

ν∈L∗/L

Cγ̃1(µ, ν)ϑf (σ̃, g; ν)

が ∀f ∈ S(X)で成立する．ここで，Cγ̃1(µ, ν)は以下で与えられる定数である:

Cγ̃1(µ, ν)

=





ε(
√−1)(q−p) sgn c

2

|c|n2
√
|det Q| vol(Rn/L)

∑

l∈L/cL

e
[
a(µ + l, µ + l)Q − 2(µ + l, ν)Q + d(ν, ν)Q

2c

]

(c 6= 0のとき),

εδµ,aν(
√−1)(q−p) 1−sgn d

2 e
[
ab

2
(µ, µ)Q

]
(c = 0のとき).

ここで，δµ,µ′ =

{
1 (µ = µ′のとき),
0 (µ 6= µ′のとき)

とする．

さらに計算を行う事で，次のような Cγ̃1(µ, ν)の表示が得られる:

系 3.7. Lの Z-基底 {l1, l2, · · · , ln}をとり，D = det((li, lj)Q)とおく．定理 3.6(ii)で，さら
に c ∈ 2Z, cL∗ ⊂ L, cd 6= 0, c(l, l)Q ≡ 0 mod 2 (∀l ∈ L∗) と仮定すると，

ε(
√−1)(p−q) 1−sgn d

2
sgn cCγ̃1(µ, ν)

=





δµ,dνe
[
ab

2
(µ, ν)Q

]
ε−n
d (

√−1 sgn c)n

(
2c

d

)n (
D

−d

)
(d < 0のとき),

δµ,dνe
[
ab

2
(µ, ν)Q

]
εn
d

(−2c

d

)n (
D

d

)
(d > 0のとき)

が成立する．ここで，εd =
{

1 (d ≡ 1 mod 4のとき),√−1 (d ≡ 3 mod 4のとき) とし，
( ·
·
)
は志村氏が定義した

平方剰余記号 ([Shm]参照)とする．
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3.5 H× SO(Q)上のテータ関数

最後に，§3.4の結果を新谷氏の原論文 [Shn]にある形に書き直しておこう．
S̃L(2,R)の極大コンパクト部分群 S̃O(2)を

S̃O(2) = {(κt, ε) | t ∈ R, ε ∈ {±1}}

で定義する．ここで，κt =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
∈ SO(2)とする．また，z = u +

√−1v ∈ H

に対して，σ̃z =

(( √
v u/

√
v

1/
√

v

)
, 1

)
とおく．

整数mと f ∈ S(X)を

ω(ι1(κt, ε))f = ε(e−
√−1t)−

m
2 f (∀(κt, ε) ∈ S̃O(2)) (3.4)

をみたすをみたすようにとり，µ ∈ L∗/Lをとる．(例えば，m = p− q +2kと f = Fzは (3.4)
をみたす．) このとき，H× SO(Q)上のテータ関数 θH

f (z, g; µ)を

θH
f (z, g; µ) = v−

m
2 θf (σ̃z,

tg−1; µ)

で定義する．

系 3.8. γ2 ∈ SO(Q) ∩GL(n,Z)と定理 3.6 (2)の仮定をみたす γ1 ∈ SL(2,Z)に対して，

j(γ1, z)−
m
2 θH

f (γ1z, γ2g; µ) =
∑

ν∈L∗/L

C(γ1,1)(µ, ν)θH
f (z, g; νtγ−1

2 )

が成立する．
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