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本講演では、 Borcherds によって発見された、無限積を用いて保型形式を構
成する方法について、煩雑な部分を避けてなるべく簡単に、しかしアイデア

が伝わる形で、概説したいと考えている。

１ Borcherds のアイデア

既に解説された Saito-Kurokawa lift から Borcherds product が構成される
流れを、数学的厳密さにこだわらずに説明する。

1.1 重み 0 の Saito-Kurokawa lift
1.2 形式的な Borcherds product の構成

文献案内

意外にも (?)、Borcherds product について何らかの解説が行われている日本
語の文献は少なくない。総合的な解説としては [5, 21, 3] などがある。また、
とりあえず Borcherds product がどんなものか知りたいときには [19, 22] な
どが読み易い。

２ Borcherds の結果

Borcherds の結果を述べるのに必要な用語等を準備したのち、彼の結果を紹
介する。その証明は、現在のところ３通り知られているが、いずれも煩雑な

ため、概略を述べるにとどめる。

2.1 IV型領域上の保型形式
2.2 Maass lift
2.3 Borcherds の定理
2.4 定理の証明

文献案内

Borcherds による原論文は [8]（および [10] ）である。その後、 Bruinier に
より、原論文を読むのに必要な予備知識、また応用なども含めて、Borcherds
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product全体を解説したレクチャーノート [11]が出版された。彼のレクチャー
ノートが、現在、最も Borcherds product について詳しく書かれている文献
であると思う。Borcherds product は IV 型領域上の保型形式の構成法であ
る。IV 型領域上の保型形式については、 [6] などを、その上でのヤコビ形式
については、 [17] などを参考にされたい。

３ Borcherds product の応用

Borcherds product の応用について、いくつかの例を説明する。
3.1 ムーンシャイン予想の解決 (Borcherds)
3.2 ある種のモジュライ空間の記述 (Borcherds, Kondo)
3.3 保型形式環の決定 (Krieg, Dern, ... )
3.4 数理物理への応用

3.5 Borcherds Product の特徴づけ (Heim, Murase)

文献案内

Borcherds によるムーンシャイン予想の解決については、原論文 [7] のほか、
さまざまな解説が書かれている。本講演では Borcherds product をメインに
据えたためにムーンシャイン予想の解決を応用として扱ったが、時系列的に

は、Borcherdsはムーンシャイン予想を解決する過程で多変数の保型形式を無
限積を用いて構成し、それが一般化されたものが Borcherds product である。
現在では、 Borcherds product は、様々な方面に応用されている。Borcherds
product で得られる保型形式は、その零点（や極）がはっきりわかる。この
ことを利用して、ある種のモジュライ空間の射影モデルの構成（ [9, 24] な
ど）や保型形式環の決定（ [1, 12] など ） などが行われている。また、数理
物理にも応用されているようである（ [18, 23] など）。
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