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まえがき

第 19回整数論サマースクール「保型形式のリフティング」は 2011年 9月 5日から 9月 9日ま

での 5日間、静岡県の富士箱根ランド・スコーレプラザホテルにて行われました。本報告集には、

サマースクールでの講演をもとに、講演の方に執筆して頂いた原稿を収録してあります。

今回のテーマである保型形式のリフティングは、単に大きな群の保型形式を構成するための手段

としてだけではなく、それが自然に引き起こす L-関数の関係は数論的に非常に意義の深いものと言

えます。またリフティングが存在する背景には、テータ対応などの表現論的な側面や、Langlands

関手性といった現代数学の最先端の理論が現れてきます。そして、リフティングの具体的な構成や

基礎理論の発展に、多くの日本人数学者が関係しているのも大きな特徴です。

サマースクールでは、いくつかの代表的なリフティングの構成法や性質を理解するとともに、背

景にある保型表現的な解釈を通して、どのような原理でリフティングが与えられるのかについて理

解してもらうことを目標としました。今回のテーマは、世話人のひとりである軍司がこの分野を勉

強してみたいという思いから選ばれたものです。専門家でないゆえ、プログラムの組み方等に拙い

部分もあったかもしれません。しかし、講演者の方々が世話人の漠然としたお願いにも快く応じて

くださり、おかげで分かりやすく奥の深い講演を聞くことができました。また、決して初学者向け

とはいえない難しいテーマであるにもかかわらず、70名を超える多くの方々に参加していただき

ました。リフティングはまだまだ発展段階にある研究テーマであり、本サマースクール及び本報告

集が皆様の研究の一助となり、この分野の研究がますます活発になることを願っております。

今回のサマースクールは多くの方々のご協力を得て開催されました。講演者の方々には講演の

ための準備や報告集の作成に、大変な労力を割いて頂きました。また当日の受付・会場の準備な

どでは、院生や若手の方々にお手伝いをして頂きました。会場費および参加者の旅費の援助につ

きましては、科学研究費基盤研究 (A) 多様な手法による多変数保型形式の数論的研究 (課題番号:

10109415、代表者 織田孝幸先生)、若手研究 (B) 保型形式の構成および、その数論的性質の研究

(課題番号: 23740029、代表者: 軍司圭一)の援助を受けております。また本報告集の印刷費には池

田保先生にご援助頂きました。この場を借りて厚く御礼申し上げます。どうもありがとうございま

した。

第 19回整数論サマースクール世話人

軍司圭一・成田宏秋
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第 19 回(2011 年度)整数論サマースクール 
「保型形式のリフティング」プログラム 

 
日時 2011 年 9 月 5 日(月)から 9 月 9 日(金)まで 
場所 富士箱根ランド・スコーレプラザホテル 
 
9 月 5 日(月) 
10:00-12:00 GL2 の保型形式と表現論 (軍司圭一) 
14:00-15:30  志村対応その 1  (坂田裕) 
15:45-17:15  志村対応その 2  (坂田裕) 
17:30-18:30  accidental isogeny について (成田宏秋) 

20:00-21:00  Siegel 保型形式と Hecke 作用素  (軍司圭一) 
 
9 月 6 日(火) 
9:30-10:30 Weil 表現 (松本久義) 
10:45-12:15 Howe 対応 (松本久義) 
14:00-15:00 Jacobi 形式 (高瀬幸一) 
15:15-16:45 Saito-Kurokawa リフト 1 (高瀬幸一) 
17:00-18:30 Saito-Kurokawa リフト 2 (伊吹山知義) 
20:00-21:30 院生・若手の時間 
 
9 月 7 日(水) 
9:00-10:00 theta 関数の変換公式 (宮崎直) 
10:15-12:15 Oda リフト (菅野孝史) 
14:00-16:00 Borcherds リフト (青木宏樹) 
16:15-17:00 Eisenstein 級数の Fourier 係数 (軍司圭一) 
17:15-18:45 Ikeda リフト (河村尚明) 
 
9 月 8 日(木) 
14:00-15:30 Langlands 関手性 (吉田敬之) 
16:00-18:00 Seesaw dual pair と内積公式 (山名俊介) 
 
9 月 9 日(金) 
9:00-10:30 theta 対応に現れる cohomological 表現 (早田孝博) 
10:45-12:15 二つの楕円保型形式からの重さ半整数 Siegel 保型形式へのリフト(林田秀一) 
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GL2上の保型形式と表現論

軍司圭一

1 はじめに

本稿では上半平面上の関数として定義される保型形式を，実 Lie群 SL(2,R)上の関数やアデー
ル群GL(2,A)上の関数として持ち上げ，表現論の言葉でどのように理解されるかについて解説
する．サマースクールの目的の一つに，リフティングの理論的背景を理解するというのがある
が，背景のほとんどは表現論の言葉で記述される．本稿を通して「保型形式とは表現のことであ
る」との感覚を少しでも持っていただければ嬉しい．
参考文献は数多く存在する．本稿は基本的にはGelbartの教科書 [Ge]の 1から 3章を抜粋し

たものである．これはコンパクトにまとまっていてとっつきやすいが，細かな間違いや説明不足
も多く，すべてを読むには自分で補う力が要求される．[Ge]の最終目標は Jacquet-Langlands理
論の解説であるが，本格的に勉強したいならばはじめから原書 [JL]を読んでもよいかと思う．
他には，大部になるが Bumpの教科書 [Bu]はしっかり書かれていて読みやすい．アデール上

の話は全く書いていないが，Borel([Bo])も評判の良い本である．また本稿の内容は過去のサマー
スクールでも解説されており，今野 ([Ko])，森山 ([Mo])などが参考になると思う．特に [Mo]は，
ほぼ同じ内容がより表現論に近い立場から解説されている．

2 保型形式の復習

2.1 定義

保型形式の定義を復習する．記号の準備として，H = {z ∈ C | Im(z) > 0}を上半空間とし，
Γ ⊂ SL(2,Z)を合同部分群とする．すなわち Γ はあるN に対するレベルN の主合同部分群

Γ (N) = {γ ∈ SL(2,Z) | γ = 12 mod N}

を含むと仮定する．g ∈ SL(2,R)とH上の関数 f に対して,

f |kg(z) = j(g, z)−kf(g(z)), g =

(
a b

c d

)
, j(g, z) = cz + d, g(z) =

az + b

cz + d

と定める．j(g1g2, z) = j(g1, g2(z))j(g2, z)より (f, g) 7→ f |kgは Gの H上の関数のなす空間へ
の作用を定める．

1
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定義 2.1 H上の関数 f が次の 3条件を満たすとき, SL(2,Z)の合同部分群 Γ に対する重さ kの
保型形式であるという．

(1) f はH上正則である．

(2) γ ∈ Γ に対して f |kγ = f が成り立つ．

(3) f は Γ\Hの各 cuspで正則．すなわち任意の γ ∈ SL(2,Z)に対して f |kγは

f |kγ =

∞∑
n=0

aγ(n)e2πinz/N

の形の Fourier展開を持つ．

さらに条件 (3)において，すべての γ ∈ SL(2,Z)に対して aγ(0) = 0であるとき f を cusp形式
という．保型形式全体のなす空間をMk(Γ ), cusp形式全体のなす空間を Sk(Γ )と書く．これら
は有限次元ベクトル空間である．

命題 2.1 f ∈Mk(Γ )が cusp形式であることの必要十分条件は，ある定数M が存在して

yk/2|f(z)| < M

が成り立つことである．

保型形式は，Γに関する保型性という非常に高い対称性を持っているため，そのFourier係数には
大きな制約がかかる．Heckeによる「自明評価」，すなわち「f ∈ Sk(Γ )に対して |a(n)| = O(nk/2)」
などはその顕著な例である．一方で保型形式の例としてEisenstein級数や theta級数があげられ
るが，その Fourier係数はそれぞれ「約数のべき乗和」や「二次形式の解の個数」といった数論
的情報を含んでいる．保型形式が整数論に応用される一つの例である．

以下 Γ として

Γ0(N) =

{(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}
を考える．ψをN を法としたDirichlet指標 (原始的とは限らない)とすると，ψは Γ0(N)の指
標に

ψ

((
a b

c d

))
= ψ(d)

で拡張される．レベルがN である指標付きの保型形式の空間を

Mk(Γ0(N), ψ) = {f ∈Mk(Γ (N)) | f |kγ = ψ(γ)f, ∀γ ∈ Γ0(N)}

で定義する．
保型形式の Fourier係数から自然に得られるDirichlet級数を用いて L関数が定義できる．

2
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定義 2.2 (L関数の定義その 1) f ∈ Sk(Γ0(N), ψ)とする．s ∈ CとFourier展開f =
∑∞

n=1 a(n)e2πinz

に対して

L(f, s) =
∞∑
n=1

a(n)n−s

とおき，f に付随するL関数と呼ぶ．これは上記の自明評価によりRe(s)が十分大きいところで
収束する

保型 L関数はMellin変換を用いて，∫ ∞

0
f(iy)ys−1 dy =

∫ ∞

0

∞∑
n=1

a(n)e−2πnyys−1 dy

=

∞∑
n=1

a(n)(2πn)1−s
∫ ∞

0
e−2πny(2πny)s−1 dy (2.1)

= (2π)−sΓ (s)L(s, f)

表すことができる．この積分表示から以下の定理は容易に導かれる．

定理 2.2 (1) L(s, f)は全複素 s平面に正則に解析接続される．

(2) Λ(s, f) = N s/2(2π)−sΓ (s)L(s, f)は関数等式

Λ(s, f) = ikΛ(k − s, f̃)

を満たす．ここに f̃(z) = (
√
Nz)−kf(−(Nz)−1)である．

(3) Λ(s, f)は任意の C > 0に対する帯状領域 V (C) = {s ∈ C | |Re(s)| < C}で有界．

2.2 Hecke理論

保型形式の Fourier係数は整数論的に非常に重要な意味をもつものであるが，さらに Hecke

作用素を用いることで各係数の間の関係性などが見えてくる．Hecke作用素 Tpは，両側剰余類

Γ0(N)

(
1 0

0 p

)
Γ0(N)を Γ0(N)で左から割った集合の代表系の作用として書かれるが，Fourier

係数への作用をみると以下のように記述される．

定義 2.3 f(z) =
∑∞

n=1 a(n)e2πinz ∈ Sk(Γ 0(N), ψ)に対して, Tpf(z)を以下で定める．

i) (p,N) = 1のとき

Tpf(z) =
∞∑
n=1

(
a(np) + ψ(p)pk−1a

(
n

p

))
e2πinz, (ただし p - nのときは a

(
n

p

)
= 0)

3
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ii) p|N のとき

Tpf(z) =

∞∑
n=1

a(np)e2πinz.

このとき，いずれの場合も Tpf ∈ Sk(Γ0(N), ψ)が成り立つ．

注 Atkin-Lehner [AL]では ii)を Up-作用素と呼んで区別している．

このとき各 Tp-作用素たちは可換であり，かつ (p,N) = 1なる pに対しては，Tpは Petersson

内積に関する双対作用素と可換である．よって Sk(Γ0(N), ψ)の基底として，すべての Tp (p - N)

の同時固有関数からなるものをとることができる．Atkin-Lehnerにより定義された “new form

の空間” Snew
k (Γ0(N), ψ)に空間を制限すれば p|N なる pも含めたすべての Tpの同時固有関数か

らなる基底をとることができる．

定義 2.4 (L関数の定義その 2) f をすべての Tpの同時固有関数とする．Tpの固有値を λpとす
るとき

L(s, f) = a(1)
∏
p

(1− λpp−s + ψ(p)pk−1−2s)−1

とおく．ただし a(1)は f の Fourier展開の e2πiz の係数である．右辺はRe(s)≫ 0で収束する．

定理 2.3 f ∈ Sk(Γ0(N), ψ)をすべての Tp-作用素に関する同時固有関数とする．このとき定義
2.2と定義 2.4は同じ関数を与える．さらに 2.2で定義された L関数が定義 2.4の形の Euler積
表示を持つのは，f が同時固有関数であるときに限る．

通常は L関数の定義を 2.2で与え，“f が同時固有関数であれば 2.4の形の Euler積表示を持
つ”と説明されることが多い．しかし多変数の保型形式を考える場合，むしろ 2.4こそが「正し
い」L関数の定義であり，たまたま “SL2 の場合はその Dirichlet級数の係数が Fourier係数と
一致している”と見る方がよい．なお Siegel保型形式の場合，2.2に対応する Dirichlet級数は
Koecher-Maass級数と呼ばれ，別の数学的対象として研究されている．
定義 2.2と 2.4の表示を見比べて，容易に次が分かる．

系 2.4 (重複度 1定理 ) 二つの関数 f, g ∈ Sk(Γ0(N), ψ)がすべての Tp に対して同じ固有値の
固有関数であれば，f と gは定数倍を除いて一致する．

3 SL2(R)の表現論と保型形式

3.1 群への持ち上げ

Γ = Γ0(N)とする．この節では f ∈Mk(Γ )をG = SL2(R)上の関数に持ち上げることを考え
る．K = SO(2) ⊂ Gとおく．f はH上の関数であり，自然な同型G/K ≃ H, g 7→ g(i)がある
のでこの写像を通して f はG上の関数と思うことができる．しかし実際には「保型因子」分を
考慮して持ち上げた方が都合がよいため，そのような持ち上げを考えることにする．

4
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定義 3.1 f ∈ Sk(Γ )に対して，G上の関数 φf を次で定義する．

φf (g) = j(g, i)−kf(g(i))

このとき φf ∈ C∞(G)であるが，さらに次が成り立つ．

命題 3.1 φf は次の性質を満たす．

(1) φf は左 Γ -不変．すなわち γ ∈ Γ に対して φf (γg) = φf (g)

(2) K ∋ rθ =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
に対して，φf (grθ) = eikθφf (g)

(3) φf は緩増大である．すなわちある定数CとM が存在して |φf (g)| < C∥g∥M (ただし ∥g∥ =

Tr(tgg)と定める)を満たす．

(4) sl(2,C)の元X− =
1

2

(
1 −i
−i −1

)
の作用によって，X− · φf = 0となる．(X− · φf の定義は

後述)

さらに f が cusp形式であるときは次が成り立つ．

(5) δ ∈ SL(2,Z)に対して Γ δ = δ−1Γδとおく．すべての δ ∈ SL(2,Z)と g ∈ Gに対して∫
N∩Γ δ\N

φf (δng) dn = 0.

ここでN =

{(
1 a

0 1

)
∈ G | a ∈ R

}
とおいた．

(4)の意味は後ほど解説するが，これは定義 2.1の (1)「f が正則」から従う性質である．X−

の作用は Cauchy-Riemannの微分作用に他ならない．(1)は f の保型性, (2)はK が iの固定部
分群であること, (3)は定義 2.1の (3)「f の cuspでの正則性」に対応している．

証明) (1), (2)は直接計算すればよい．興味のある読者には自分で確かめることをお勧めする．
(3)については，任意の g ∈ Gはある z = x+ yi ∈ H (|x| ≤ 1/2, |z| > 1) に対して

g = δgzrθ, δ ∈ SL(2,Z), gz =

(
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)

と表せることに注意すると，φf (g) = yk/2e−ikθf |kδ(z)が成り立つ．よって緩増大は y < C∥g∥M

となること及び，f |kδの Fourier展開が n ≥ 0から始まるという性質より従う．(4)は後ほど説
明するので，(5)を証明しよう．

N ∩ Γ δ =

{(
1 hm

0 1

) ∣∣∣∣ m ∈ Z

}
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となる hをとる．このとき z = g(i) ∈ Hと書くと∫
N∩Γ δ\N

φf (δng) dn =

∫ 1

0
φf

(
δ

(
1 hn

0 1

)
g

)
dn

=

∫ 1

0
f

(
δ

(
1 hn

0 1

)
g(i)

)
j

(
δ

(
1 hn

0 1

)
g, i

)−k

dn

=

∫ 1

0
f(δ(z + hn))j(δ, z + hn)−kj(g, i)−k dn

= j(g, i)−k
∫ 1

0
(f |kδ)(z + hn) dn

であり，最後の積分は f |kδのフーリエ係数の定数項に他ならない．よって f が cusp形式である
ことと，この積分が消えることは同値である． 2

この命題の意味することを考えてみよう．まず (1)より φf は C∞(Γ\G)の元と見なせる．こ
の空間には Gが右正則表現として作用している．すなわち g ∈ Gと ψ ∈ C∞(Γ\G)に対して，
gψ(h) = ψ(hg)で gψ ∈ C∞(Γ\G)が定まる．(2)の条件は φf がK の作用で定数倍にしかなら
ないこと，言い換えれば Cφf という 1次元空間がK の作用で閉じていることを意味している．
また (4)はGのリー環の複素化の作用をあらわしている．

3.2 表現論を用いた解釈

上で説明したことから，保型形式の理論は表現論を用いてとらえられそうだということが見え
てくる．そこで，表現論の立場からの準備をしよう．
Gを Lie群とし，以下Gの表現といったらHilbert表現を考えることにする．Gの表現そのも

の，すなわちG-加群を考えるのが最も自然に見えるが，実はこれは余り扱いやすい対象ではな
い．以下に説明する (g,K)-加群を考えることで，表現の代数的取り扱いが可能になり，より扱
いやすくなる．

Lie群Gの表現を考える際に，まず表現を極大コンパクト部分群Kに制限してK-表現として
分解しておく．コンパクト群の表現は完全可約であり，既約表現はすべて有限次元表現であるか
ら (Peter-Weylの定理)扱いやすい．G-表現 (π,H)をK-表現で分解したとき

H =
⊕̂
δ∈K̂

m(δ)Hδ, m(δ) <∞

となる，すなわちK-表現で分解したときの重複度が有限であるとき，この表現は許容的 (admis-

sible)であるという．
今の場合 K = SO(2)はアーベル群であり，すべての既約表現は 1次元である．既約指標は

m ∈ Zを用いてK ∋ rθ 7→ eimθの形で与えられる．これにより SO(2)の既約表現の同値類全体
を Zと同一視する．
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さらにGの表現よりもその Lie環 g0の表現のほうが扱いやすいという事情がある．Gは一般
には非可換な群であり，例えば生成元などを求めるのも簡単ではないが，ベクトル空間である g0

ならば基底を書くのも容易である．
Gの Hilbert表現 (π,H)に対して，g0 = Lie(G)はH のすべての元には作用しない．v ∈ H

をとったとき，X ∈ g0に対して

d

dt
π(exp(tX))v

∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

π(exp(tX))v − v
t

(3.1)

が存在するとき，vをHの微分可能な元という．無限回微分可能な元全体をH∞で表すとき，g0

はH∞に Lie環として作用している．この作用を自然に g := g0 ⊗R Cの作用に拡張する．

まとめると，Gの表現 (π,H)を考える際，G-作用すべてを考えるのではなく，代わりに g-作
用とK-作用 (K はGの極大コンパクト部分群)の組を考える方が扱いやすい．この表現空間は
H∞でもよいが，さらに少しだけ小さくしてK-有限なベクトルの空間

HK = {v ∈ H | dim(π(K)v) <∞}

を考えた方がよい．例えばH が許容的のとき，K表現で分解してH =
⊕̂

δm(δ)Hδ と表わされ
るならば，HK =

⊕
δm(δ)Hδ である．HK ⊂ H∞かつ，HK はHの中で denseであることが示

される．
このようにして与えられる gとKの作用の入ったベクトル空間HK を一般に (g,K)-加群と呼

ぶ．H が G-表現として既約であることとHK が (g,K)-加群として既約であることは同値であ
る．なお抽象的な (g,K)-加群の定義は [Ma]を参照のこと．

以上の表現論的な準備を踏まえて，f ∈ Mk(Γ0(N), ψ)に対して X− · φf = 0が成り立つこ
とを証明してみよう．X− ∈ gの作用は (3.1)で与えられている．z = x + yi ∈ Hに対して，

gz =

(
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)
とおくと gz(i) = zである．岩澤分解から任意の g ∈ Gは g = gzrθ と書

けるが，φf にKが指標で作用すること及び rθX−r
−1
θ = e−2iθX−に注意すると，結局 g = gzに

ついて調べれば十分であることが分かる．

X− =
1

2

(
1 0

0 −1

)
+
i

2

(
0 −1

0 0

)
+
i

2

(
0 0

−1 0

)
と分解して，各行列を簡単のためA,B,C で表す．このとき

A · φf (g) =
1

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φf

((
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)(
et 0

0 e−t

))

=
1

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
ektyk/2f(x+ iye2t)

)
=
k

2
yk/2f(z) + yk/2+1 ∂

∂y
f(z)
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B · φf (g) =
i

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φf

((
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)(
1 −t
0 1

))

=
i

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

yk/2f(x− ty + iy)

= − iy
k/2+1

2

∂

∂x
f(z)

C · φf (g) =
i

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φf

((
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)(
1 0

−t 1

))

=
i

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(−ti+ 1)−kyk/2f

(
x− ty

t2 + 1
+ i

y

t2 + 1

)
= −k

2
yk/2f(z)− iyk/2+1

2

∂

∂x
f(z)

である．よって f の正則性より

X− · φf (g) = −iyk/2+1

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
f(z) = 0

が成り立つ． 2

3.3 表現論からみた保型形式の空間

f ∈ Sk(Γ0(N))とすると，命題 2.1から φf ∈ L2(Γ\G)であることが分かる．すでに述べたよ
うに Gは Hilbert空間 L2(Γ\G)に右正則表現として作用しているから，そのK-有限部分空間
L2(Γ\G)Kは (g,K)-加群になっている．では，φf によって生成される (g,K)-加群は，一体どの
ようなものであろうか? 実は以下のようにして与えられるような，既約 (g,K)-加群が存在する．

正則離散系列

H = −i

(
0 1

−1 0

)
, X+ =

1

2

(
1 i

i −1

)
, X− =

1

2

(
1 −i
−i −1

)
とおく．これは g = sl(2,C)の基底であるが，さらにいわゆる SL2-tripleの関係式

[X+, X−] = H [H,X+] = 2X+ [H,X−] = −2X−

を満たす．exp(iθH) = rθ ∈ Kに注意すると，(g,K)-加群 V の元 vがウェイトmの固有ベクト
ル，つまり rθv = eimθvを満たすならば，Hv = mvであり，X+v, X−vはそれぞれウェイトが
m+ 2, m− 2のベクトルになっていることが分かる．

整数 k ≥ 1に対して，次の性質を満たす無限次元既約ユニタリ (g,K)-加群が存在する:
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• 表現空間は V =
∞⊕
m=0

Cvk+2mであり，各 vnは rθvn = einθvn，よってHvn = nvnを満たす．

• X+vn ∈ Cvn+2かつX−vn ∈ Cvn−2，特にX−vk = 0である．

この表現をD+
k であらわし，k ≥ 2のとき正則離散系列(holomorphic discrete series)，k = 1

のときは離散系列の極限(limit of discrete series)と呼ぶ．離散系列かそうでないかの違いは，
L2(G)K の部分表現 (L2(G)のK-有限部分)として実現できるかできないかの違いである．ウェ
イトが最小となるベクトル vkを lowest weight vectorと呼ぶ．
D+
k のより詳細な説明や表現の実現などについては，例えば [Kn, Chapter II, §5-6]を参照の

こと．

注 この表現のX+とX−の役割を取り替えたような表現も存在し，表現空間はV =
∞⊕
m=1

Cv−k−2m

となる．これを反正則離散系列(anti-holomorphic discrete series)といいD−
k であらわす．

注 D+
k と同様な sl(2,C)の作用を持ち，lowest weight kが k ≤ 0となるような既約表現を構成

しようとすると有限次元表現になってしまう．有限次元表現は自明表現を除いてユニタリになら
ない．

さて，f ∈ Sk(Γ )に対してφf ∈ L2(Γ\G)を考えると，命題 3.1よりφf はD+
k の lowest weight

vectorになっていることが分かる．以上をまとめて次を得る．

定理 3.2 次の同型射がある．

Sk(Γ ) ≃ Hom(g,K)(Dk, L2(Γ\G))

この同型射は，f ∈ Sk(Γ )に対しDk の lowest weight vectorを φf に写すような (g,K)-準同型
として与えられる．

これで保型形式と L2(Γ\G)の既約部分表現との間に対応ができたが，Gの既約表現は正則離
散系列だけではなく，主系列表現と呼ばれるものなど他にもある．それらを扱うために，“保型
形式”の概念を少し拡張することにする．
そのために，命題 3.1の性質のうちX− ·φf = 0を別な表し方にしておくと都合がよい．U(g)

で gの普遍包絡環を表すとき，∆ ∈ U(g)を

∆ = −1

4
(H2 + 2X+X− + 2X−X+)

で定める (行列演算ではなく U(g)の中での演算であることに注意)．この∆は Casimir元と呼
ばれ，U(g)の中心を Z(g)とおくと Z(g) = C[∆]であることが知られている．さてこのとき
f ∈Mk(Γ )に対して (

∆− k

2

(
k

2
− 1

))
φf = 0

が成り立つ．
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注 Z(g) = C[∆]であるから，Schurの補題より∆は既約表現に対しては常に定数倍で作用し
ている．X−の作用を見るよりも∆の作用を見るほうが，表現論的にはより正統的な考え方で
あるといえる．

上記結果を踏まえたうえで，G上の保型形式を次のように定義する．

定義 3.2 G上の関数 f が保型形式であるとは次の性質を満たすことである．

(1) f は左 Γ -不変．すなわち γ ∈ Γ , g ∈ Gに対して f(γg) = f(g).

(2) f は右K-有限．すなわち各 g ∈ Gに対して

dim⟨f(gk) | k ∈ K⟩C <∞

(3) f は Z(g)-有限．すなわちある 0でない多項式 p(x)が存在して，p(∆)f = 0.

(4) f は緩増大．すなわちある定数 C, M が存在して

|f(g)| < C∥g∥M .

この空間をA(Γ,K)で表す．さらに f が cuspidal条件∫
N
f(ng) = 0 a. a. g,

を満たすとき，f を cusp形式という．cusp形式の元全体をA0(Γ,K)で表す．

注 (3)の条件は fが微分可能でないと定義されないように見えるが，実際には超関数と見ること
で，U(g)の作用はより一般の関数に拡張される．(2)，(3)の条件から f が通常の意味で smooth

であることが示される (cf. [Bo, Theorem 2.13]).

以下，表現論の立場から得られる事実をまとめるため，いくつか用語を定義する．ψ ∈ L2(Γ\G)

が命題 3.1の (5)の性質 ∫
N
ψ(ng) dn = 0

を満たすときφは cuspidalであるといい，cuspidalな元全体をL2
cusp(Γ\G)で表す．これはGの

作用で閉じた空間である．次に L2(Γ\G)K の部分表現の直和を L2
disc(Γ\G)K で表す．すなわち

L2
disc(Γ\G)K =

⊕
V⊂L2(Γ\G)K

V :既約

V

である．L2(Γ\G)は一般に完全可約な表現ではないので，L2
disc(Γ\G)K ̸= L2(Γ\G)K である．
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定理 3.3 (1) L2
0(Γ\G)は (g,K)-加群に重複度有限で既約分解される．すなわち

L2
0(Γ\G)K =

⊕
π: 既約

m(π)Vπ, m(π) <∞

である．

(2) (g,K)-加群の直和分解
L2
disc(Γ\G)K = L2

0(Γ\G)K ⊕Hres

が成り立つ．ここでHresはEisenstein級数の residueから決まる部分空間であり，自明表現
といくつかの補系列表現との直和で表される．特に Γ = SL(2,Z)のときは自明表現 Cと一
致する．

後半の主張は例えば [Bo, Theorem 16.6]参照．

4 アデール上の保型形式

4.1 アデール上への持ち上げ

前節で保型形式を SL(2,R)上の関数に持ち上げて解析をしたが，Hecke理論，L-関数などを

取り扱うためにはさらにこれをアデール上に持ち上げると便利である．Hecke作用素は

(
1 0

0 p

)
の形の行列を取り扱うため，SL(2)よりもGL(2)の方が都合がよい．
以下前節までと記号を変えて，G = GL(2)とし, A = AQをQ上のアデール環，Af =

∏′
p<∞Qp,

GQ = GL(2,Q)とおく．また，G∞ = GL(2,R), G+
∞ = GL+(2,R) := {γ ∈ GL(2,R) | det g > 0}

とし，GAf
でGAのG∞-成分が 1であるものを表す．

K0をGAf
の開コンパクト部分群で，det : Kf → A×が全射であるものとする．このとき，以

下の分解が成り立つ (強近似定理)．
GA = GQG

+
∞K0 (4.1)

この分解がアデール上での理論を展開する一つの大きなキーポイントである．

命題 4.1 上記の仮定の下で Γ ′ = K0 ∩ SL(2,Q)を数論的部分群とすると，解析的同相

Γ ′\H ≃ GQR
×
+\GA/K0

が成り立つ．

ここまで見てきたとおり，アデール上で理論を展開する場合，実リー群上での話と大きく違っ
てくるのが離散部分群の取り扱いである．リー群上では Γ\SL(2,R)という空間上での関数を考
察したが，GAの離散部分群はGQであり，レベル構造はここからは見えてこない．アデール上
ではコンパクト部分群が大きな役割を果たし，レベル構造を考えることは「どのようなコンパク
ト群の表現で分解するか」という問題に帰着される．別の言い方をすれば，多くの離散群の場合
を統一的に扱えるのがアデール上での理論ということができる．
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Example 4.2 N を自然数とし，

K0(N) =

{(
a b

c d

)
∈ GL(2, Ẑ)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}
=
∏
p-N

GL2(Zp)×
∏
p|N

K ′
p

(ただしK ′
p =

{(
a b

c d

)
∈ GL(2,Zp)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod p

}
) とする．このとき

Γ ′ = K0(N) ∩ SL(2,Q) = Γ0(N)

となる．

上記の同相写像を用いて，古典的な保型形式をアデール上の関数として持ち上げることがで
きる．
状況をはっきりさせるため，以下では指標付きの保型形式を扱う．すなわち ψ を modN の

Dirichlet指標として，f ∈Mk(Γ0(N), ψ) を考える．このとき ψは A×上の指標 ωψ を

ωψ : A× → A×/Q×R×
+ =

∏
Z×
p →

∏
p|N

Z×
p → (Z/NZ)×

ψ→ C×
1

のようにして引き起こす．ωψ はまたK0(N)の指標

ωψ :

(
a b

c d

)
→ ωψ(d) ∈ C×

1

に拡張される．

命題 4.3 f ∈Mk(Γ0(N), ψ)に対してGA上の関数Φf を以下のように定める．(4.1)の分解に従
いGA ∋ g = γg∞k0と書くとき

Φf (g) = f(g∞(i))j(g∞, i)
−kωψ(k0)

−1

と定める．これは well-definedであり，さらに次の性質を満たす．

(i) γ ∈ GQに対して Φ(γg) = Φ(g) (左GQ-不変)

(ii) k0 ∈ K0(N)に対して Φf (gk0) = Φ(g)ωψ(k0)
−1

(iii) Φf (grθ) = eikθΦf (g)

(iv) Φf はG+
∞上の関数と見なすと smoothであり

∆Φf =
k

2

(
k

2
− 1

)
Φf

が成り立つ．
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(v) z ∈ ZA ≃ A×に対して Φf (zg) = ωψ(z)−1Φ(g)

(vi) Φf は以下の意味で緩増大．すなわち任意の c > 0とGAのコンパクト集合Ωに対してある
C とN が存在し，g ∈ Ω及び |a| > cなる a ∈ A×に対して

Φf

((
a 0

0 1

)
g

)
≤ C|a|N

が成り立つ．

(vii) f ∈ Sk(Γ0(N), ψ)であるならば，∫
Q/A

Φf

((
1 x

0 1

)
g

)
dx = 0 a.a. g

が成り立つ．

上記の命題で，(ii), (iii)をK = K∞K0(1)-有限，(vi)を Z(g)-有限という条件に置き換えれ
ば，より一般の保型形式の定義が得られる．
上の命題から次が分かる．ωをHecke指標 ω : A×/Q×R×

+ → C1
×とするときL2(GQ\GA, ω)を

以下の条件を満たすGA上の関数のなす空間とする．

1. γ ∈ GQに対して Φ(γg) = Φ(g)

2. z ∈ ZAに対して Φ(zg) = ω(z)Φ(g)

3.

∫
ZAGQ\GA

|Φ(g)|2 dg <∞

すると，f ∈ Sk(Γ0(N), ψ)に対して Φf ∈ L2(GQ\GA, ω
−1
ψ )

4.2 GAの表現とHecke作用素

上の議論から，表現論的に保型形式を捉えるためには，L2(GQ\GA, ω) という空間への GA

の右移動による表現を考えればよいことが分かる．ごく大雑把に言うと GA の適切な表現は，
G∞ = GL(2,R)の表現とGp = GL(2,Qp)との表現の無限個のテンソル積で表示することがで
きる．このうちG∞の表現については命題 4.3の (iii), (iv)などから分かる通り，第 2節で見て
きた理論がほぼそのまま使える．よってGpの表現がどうなるかを考えよう．
Gpの表現についても，(g,K)-加群で考えたのと同様に「許容的」という概念がある．すなわ

ちGpの表現 (π, V )をKp = GL(2,Zp)の表現で分解したとき

V =
⊕
σ∈K̂p

V (σ), dimV (σ) <∞
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の形に表わされるとき，V を許容的であるという (最初から代数的直和を考えていることに注
意)．このときコンパクト台を持つ両側K-不変な局所定数関数 f をとると (このような f 全体に
畳み込みで積を入れたものをGpのHecke環と呼ぶ)と

π(f)v =

∫
Gp

f(g)π(g)v dg

は実質有限和となり意味を持つ．特に (π, V )としてL2(GQ\GA, ω)を考えると π(f)Φは f̂(g) =

f(g−1)と Φの畳み込みになることに注意する．
次の命題により，Gpの表現はHecke環の作用に対応していることが分かる．

命題 4.4 Φ ∈ L2(GQ\GA) に対して (中心指標 ω は自明であるとする) T̃ (p)Φ を Φ と Hp =

Kp

(
p 0

0 1

)
Kpの特性関数との畳み込みをとったものとする．すなわち

T̃ (p)Φ =

∫
Hp

Φ(gh) dh (4.2)

このとき f ∈ Sk(Γ0(N))に対して

pk/2−1T̃ (p)Φf = ΦTpf

が成り立つ．

証明) f ∈ Sk(Γ0(N)) に対して (4.2) の積分を計算する．g ∈ GA を (4.1) に従い g = γg∞k

(γ ∈ GQ, g∞ ∈ G∞, k ∈ K0(N))と分解する．Φf は左GQ不変より γ = 12としてよい．また，
hを適当に変数変換すれば，kの p-成分ははじめから 12 であると仮定してよい．p - N とする
(p|N の場合も同様)．Hpを左からKpで分解すると

Hp =

p−1⨿
b=0

(
p −b
0 1

)
Kp ⨿

(
1 0

0 p

)
Kp

となる．中心指標 ω = ω−1
ψ が自明であるから，(4.2)の積分は

T̃ (p)Φf (g) =

p−1∑
b=0

Φf

(
g

(
p −b
0 1

))
+ Φf

(
g

(
1 0

0 p

))
となる．ここでKp上のHaar測度は vol(Kp) = 1となるようにとっている．関数Φf を f を使っ

て書きなおすため，中身をGQG∞K0(N)の形で記述したい．

(
p −b
0 1

)
は p-成分のみこの形で

あり，他の成分は 12であるようなGAの元であることに注意．g ∈ GAの p-成分は 12であると

仮定したから，γ =

(
p −b
0 1

)
∈ GQととればよい．よって

g

(
p −b
0 1

)
= g∞kp

(
p −b
0 1

)
= γ

(
p−1 bp−1

0 1

)
∞

g∞k
′
0k0

14
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となる．ただし k′0は p-成分が 12，その他の成分が

(
p −b
0 1

)−1

となるようなK0(N)の元であ

る．これより

Φf

(
g

(
p −b
0 1

))
= pk/2−1f

(
z + b

p

)
が成り立つ (ただし g∞(i) = zとおいた)．同様にして

Φf

(
g

(
1 0

0 p

))
= pk/2f(pz)

も成り立つので命題を得る． 2

注 f ∈ Sk(Γ0(N), ψ)に対して上記の命題を考えるには，少し修正がいる．L2(GQ\GA, ω
−1
ψ )へ

のGAの右移動による表現をRと書き，Hp上に台を持つ関数 hを

h

((
a b

c d

))
= ωψ(d)

で定義したとき，R(h)Φf がスカラー倍のずれを除いてHecke作用素になっていることが分かる．

最後に第 1節の系 2.4に対応するものを述べておこう．L2
0(GQ\GA, ω)で L2(GQ\GA, ω)の

cuspidalな関数全体を表す．これのGAへの右移動による表現をR0
ω で表すことにする．

定理 4.5 (重複度 1定理) GAの表現 (R0
ω, L

2
0(GQ\GA, ω))は既約表現の直和に分解され，各既約

表現の重複度は高々1である．

この証明は，Φの Fourier展開の係数がWhittaker関数になること，及びWhittaker模型の一
意性を示すという方針で行われる．詳しくは [Ko]などを参考にされたい．なおWhittaker模型
の一意性に関して，実素点上ではこれは，本質的に微分方程式の緩増大な解の一意性の問題に帰
着される．
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Shimura 対応

坂田　裕（早稲田大学高等学院）

1 導入

Riemann zeta 関数の関数等式に自然に現れる Theta 級数や，無限積表示から諸分野で重要な働きをする
Dedekind η 関数などは, 整数ウエイトの保型形式の様な変換法則をみたす．そこで，この様な関数達も保型
形式の一部として取り扱うことで，変換公式を満たす正則関数全体を体系的に理解しようとする発想は極め
て自然であるといえよう．ただ，これらのウエイトは一般的に整数にならないために，保型因子の具体的記
述やHecke 理論の構築など様々な面で大きな困難が生じてしまい，保型形式の一般論を整数ウエイトの場合
の様に展開出来なくさせている．
志村 [14]はこの様な関数を全て Metaplectic 群上の保型形式として捉え直し，それ上で保型形式の一般論

を展開することに成功した．さらに，この Metaplectic 群上の保型形式から整数ウエイトの保型形式を具体
的に構成してみせたのである（志村対応）．この志村対応の発見により，今日では，Metaplectic 群上の保型
形式が整数ウエイトの保型形式を深く理解する上でも必要不可欠なものになってきている．
そこで，本論説では志村対応について概説していく．なお，志村対応については，志村 [14]の他にKoblitz[3]

とその邦訳 [4]および第 4, 8回整数論サマースクール報告集などの詳細な論説が既に数多くあるため，本稿
では証明の細部までには立ち入らず，大まかな流れが掴める様に簡潔に記述していきたい．そこで，詳細な
証明や具体例，および志村対応の様々な応用についてはこれらの文献を是非参照して頂きたい．

2 半整数ウエイトの保型形式

2.1 記号の準備

a ∈ Z, b ∈ 2Z + 1 (b ̸= 0) に対して，
(
a
b

)
は志村によって定義された 2次剰余記号を表わす；

(1) (a, b) ̸= 1 ならば,
(
a
b

)
= 0.

(2) b が奇素数ならば,
(
a
b

)
は通常の平方剰余記号を表わす.

(3) b > 0 ならば，a 7→
(
a
b

)
は b を法とする指標を与える．

(4) a ̸= 0 ならば，b 7→
(
a
b

)
はQ(

√
a)/Q の判別式を導手に持つ指標を与える．

(5) a > 0 (resp. a < 0) のとき
(

a
－ 1

)
= 1 (resp. − 1).

(6)
(

0
±1

)
= 1.

なお，2次剰余記号の定義同様，自然数 N を法とする Dirichlet 指標 χ に対しても，(n,N) > 1 ならば
χ(n) = 0 と定義しておく．
複素数 z, x に対して，e(z) = exp(2π

√
−1z) かつ zx = exp(x log(z)) とおく．ただし，log(z) の分岐は常

に−π < arg(z) 5 π にとるものとする．また，µ(∗) で Möbius 関数を表わす．
複素上半平面，複素 1次元トーラスをそれぞれH = {z ∈ C | Im(z) > 0}, C×

1 = {z ∈ C | |z| = 1} で表わす．

1
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H 上には一般線形群 GL+
2 (R) が次の様に作用する;

α(z) =
az + b

cz + d
, α =

(
a b

c d

)
∈ GL+

2 (R), z ∈ H.

自然数 N に対して，レベル N の合同部分群，主合同部分群を

Γ0(N) =

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣ c ≡ 0 (modN)

}
,

Γ1(N) =

{(
a b

c d

)
∈ Γ0(N)

∣∣∣ a ≡ d ≡ 1 (modN)

}
,

Γ (N) =

{(
a b

c d

)
∈ Γ1(N)

∣∣∣ b ≡ 0 (modN)

}

でそれぞれ表わし，N を法とする Dirichlet 指標 χ の Γ0(N) での値を

χ(γ) = χ(d), γ =

(
a b

c d

)
∈ Γ0(N)

で定義する．また，Γ∞ =
{
±
(
1 n
0 1

)
| n ∈ Z

}
とおき，群指数 [SL2(Z) : Γ0(M)] を iM とおく．

本論説を通して中心的な役割を果たす theta 級数を

θ(z) =
∑
n∈Z

e(n2z) z ∈ H

で定義する．

2.2 整数ウエイトの保型形式

k は整数, Γ は SL2(Z) の有限指数部分群，χ : Γ → C×
1 は有限位数の指標とする．H 上の正則関数 f が

次の条件 (1),(2) を共に満たすとき，f を重さ k，指標 χ の Γ に関する正則保型形式とよぶ；

(1) 任意の α =

(
a b
c d

)
∈ Γ に対して，(cz + d)−kf(α(z)) = χ(α)f．

(2) f は Γ の全ての cusp で正則である．
特に，Γ の全ての cusp で零値をとる正則保型形式を cusp 形式とよぶ．重さ k，指標 χ の Γ に関する正則
保型形式全体や cusp 形式全体のなすベクトル空間をそれぞれMk(Γ, χ), Sk(Γ, χ) で表わす.

2.3 Metaplectic 群

整数 k に対して，GL+
2 (R) の被覆群 G を次の様に定義する；

G = G(k + 1/2)

=
{

(α, φ(z))
∣∣∣α ∈ GL+

2 (R), φ(z) = t(detα)−k/2−1/4(cz + d)k+1/2 (t ∈ C×
1 )
}
.

G の群演算は (α1, φ1(z)) · (α2, φ2(z)) = (α1α2, φ1(α2(z))φ2(z)) で与える．G から GL+
2 (R) への射影 Pr :

G → GL+
2 (R) に対して，Ker(Pr) ∼= C×

1 となることから，G は GL+
2 (R) の C×

1 による中心拡大になって
いる．

2
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G は H 上定義された複素数値関数 f に次の様に作用する；

f |ξ = φ(z)−1f(α(z)), ξ = (α, φ(z)) ∈ G.

G の群演算の定義から， ξ1, ξ2 ∈ G に対して常に f |(ξ1ξ2) = (f |ξ1)|ξ2 が成り立つことに注意する．

Definition 1. G の部分群 Γ̃ が次の条件 (1),(2),(3) を満たすとき，Γ̃ を G の Fuchs 群とよぶ；
(1) Pr(Γ̃ ) は SL2(Z) の有限指数部分群になる．
(2) Pr : Γ̃ → Pr(Γ̃ ) は全単射を与える．
(3) −1 ∈ Pr(Γ̃ ) ならば，Pr |−1

Γ̃
(−1) = {(−1, 1)}.

Example 1. 4|N の仮定の下で，G 上の Fuchs 群を構成する．

j(α, z) =
θ(α(z))

θ(z)
, α ∈ Γ0(4), z ∈ H

とおけば，その定義から j(α1α2, z) = j(α1, α2z)j(α2, z) が成り立ち，さらに Poisson formula から

j(α, z) =

(
−1

d

)−1/2 ( c
d

)
(cz + d)1/2, α =

(
a b

c d

)
∈ Γ0(4)

も得られる．そこで，N を法とする evenな Dirichlet指標 χから定まる写像 Γ0(N) ∋ γ 7→ (γ, χ(γ)j(γ, z)2k+1) ∈
G は単射準同型を与えて，かつ χ(−1)j(−1, z)2k+1 = 1 をみたすため，

Γ̃0(N,χ) =

{
(α, χ(d)j(α, z)2k+1)

∣∣∣ α =

(
a b

c d

)
∈ Γ0(N)

}

は G の Fuchs 群となる．以後，α ∈ Γ0(N) のG のへの埋め込みを

α∗ = (α, χ(d)j(α, z)2k+1)

とおき，Γ̃0(N,χ) の主合同部分群を Γ̃ (N) =
{
α∗
∣∣∣ α ∈ Γ (N)

}
で定義する．

2.4 半整数ウエイトの保型形式

Definition 2. k を整数とし，Γ̃ を G の Fuchs 群とする．H 上の正則関数 f が次の条件 (1),(2)を満たす
とき，f を重さ k + 1/2 の Γ̃ に関する (正則)保型形式とよぶ；
(1) 任意の ξ ∈ Γ̃ に対して，f |ξ = f .

(2) f は Pr(Γ̃ ) の全ての cusp で正則である.

特に, Pr(Γ̃ ) の全ての cusp で零値をとる正則保型形式を cusp 形式とよぶ．重さ k + 1/2 の Γ̃ に関する正
則保型形式全体や cusp 形式全体のなすベクトル空間をそれぞれMk+1/2(Γ̃ ), Sk+1/2(Γ̃ ) で表わす.

また，4|N である場合，Mk+1/2(N,χ) = Mk+1/2(Γ̃0(N,χ)), Sk+1/2(N,χ) = Sk+1/2(Γ̃0(N,χ)) とそれぞ
れおく．

よく知られている様に，Sk+1/2(Γ̃ ) は Petersson 内積

< f, g >=
1

[SL2(Z) : Pr(Γ̃ )]

∫
Pr(Γ̃ )\H

f(τ)g(τ)Imτk+1/2dxdy

y2
, f, g ∈ Sk+1/2(Γ̃ )

に関して，内積空間になる．

3
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Example 2. ψ を r を法とする原始指標とし，ν を ψ(−1) = (−1)ν をみたす 0 か 1 の整数とする．球関
数付き Theta 級数を

h(z;ψ) =
1

2

∑
m∈Z

ψ(m)mνe(m2z)

で定義するとき，

h(z;ψ) ∈Mν+1/2(4r
2, ψν), ψν(d) = ψ(d)

(
−1

d

)ν
は 4r2 を法とする指標

が知られている．特に，ψ = 1 ならば h(z; 1) = 1
2θ(z) ∈M1/2(4, 1) となり，また ψ(m) =

(
3
m

)
ならば，

h(z;ψ) = η(24z) = e(z)
∏
n≥1

(1− e(24nz)) ∈M1/2(4r
2, ψ)

となることにも注意したい．

2.5 半整数ウエイトの保型形式上の Hecke 理論

Γ̃ を G の Fuchs 群とし，Pr(Γ̃ ) = Γ とおく．Pr |
Γ̃
は Γ̃ から Γ の上への群同型写像であるため，この逆

同型写像 Pr |−1

Γ̃
を L : Γ → Γ̃ で表わす．

α ∈ GL+
2 (R) を Γ と αΓα−1 が通約可能になるものとし，ξ ∈ G を Pr(ξ) = α を満たすものとする．

γ ∈ Γ ∩ α−1Γα に対して，Pr(L(αγα−1)) = Pr(ξ  L(γ)ξ−1) が成り立つことから，

L(αγα−1) = ξL(γ)ξ−1 · (1, t(γ)), γ ∈ Γ ∩ α−1Γα

が得られる．ここで，Ker(Pr) = {(1, t) | t ∈ C×
1 } がG の中心に入るために t(γ) は ξ の選び方に依らず，写

像 t : Γ ∩ α−1Γα→ C×
1 が与えられる．

Proposition 1. 上記記号の下で，Γ̃ ∩ ξ−1Γ̃ ξ = L(Ker(t)) が成り立つ．
従って，[Γ : Ker(t)] <∞ ならば，Γ̃ と ξΓ̃ ξ−1 は通約可能，すなわち

Γ̃ ξΓ̃ =
⨿

ν:有限直和

Γ̃ ξν

と分解出来る．

さて，α は上記条件および [Γ : Ker(t)] <∞ を満たすと仮定する．このとき，任意の f ∈ Mk+1/2(Γ̃ ) に
対して，

f |[Γ̃ ξΓ̃ ] =
∑

ν:有限和

f |ξν

と定義すれば，この右辺は代表元 ξν の取り方に依らず，Mk+1/2(Γ̃ ) の元を与えることが分かる．
そこで，この写像をさらに具体的に計算してみる．

(1) t が非自明な準同型写像の場合．

Γ =
⨿

ν:有限直和

(Γ ∩ α−1Γα)γν , Γ ∩ α−1Γα =
⨿

µ:有限直和

Ker(t)δµ

4

20



と分解出来るため，

Γ̃ =
⨿
ν

L(Γ ∩ α−1Γα)L(γν) =
⨿
ν,µ

L(Ker(t))L(δµγν) =
⨿
ν,µ

(Γ̃ ∩ ξ−1Γ̃ ξ)L(δµγν)．

従って，Γ̃ ξΓ̃ =
⨿
ν,µ Γ̃ ξ · L(δµγν) を得る．こうして，

f |[Γ̃ ξΓ̃ ] =
∑
ν

(∑
µ

f |ξL(δµ)

)
|L(γν)

=

(∑
µ

t(δµ)

)(∑
ν

f |ξL(γν)

)
= 0.

(2) t が自明な準同型写像の場合．
L(αγα−1) = ξL(γ)ξ−1 (γ ∈ Γ ∩ α−1Γα) が成り立つため，Pr は Γ̃ ξΓ̃ と ΓαΓ の間の全単射を与える．
そこで，ΓαΓ =

⨿
ν Γαν と分解出来た場合，Γ̃ ξΓ̃ =

⨿
ν Γ̃ ξν , Pr(ξν) = αν をみたす ξν ∈ Γ̃ ξΓ̃ が必ずとれ

る．こうして，代表系 {ξν} を {αν} から具体的に構成することで，写像 [Γ̃ ξΓ̃ ] を明示することが出来る．

Example 3. m,n ∈ N, t ∈ C×
1 , 4|N とし，

α =

(
m 0

0 n

)
, ξ =

(
α, t · (n/m)k/2+1/4

)
∈ G

とおく．ここで，m′ = m/(m,n), n′ = n/(m,n) とおくとき，

ξγ∗ξ−1 = (αγα−1)∗
(

1,

(
m′n′

d

))
, γ =

(
a b

c d

)
∈ Γ0(4) ∩ α−1Γ0(4)α

が成り立つ．そこで，m′n′ が平方数，すなわち mn が平方数でないならば，t(γ) =
(
m′n′

d

)
は非自明とな

り，f ∈ Mk+1/2(N,χ) に対して，f |[Γ̃0(N,χ)ξΓ̃0(N,χ)] = 0 が得られる．次に, mn が平方数である場合，
t＝ 1, m = 1, n = p2 (p は 素数)の場合に限って f |[Γ̃0(N,χ)ξΓ̃0(N,χ)] を計算してみる．
最初に Γ0(N)\Γ0(N)αΓ0(N) の代表系を具体的に与え，それらの元を個々に被覆群 G 上に持ち上げるこ

とで Γ̃0(N,χ)ξΓ̃0(N,χ) を分解する；

Γ̃0(N,χ)

((
1 0

0 p2

)
, pk+1/2

)
Γ̃0(N,χ)

=



⨿
m∈Z/p2Z

Γ̃0(N,χ)

˜1 m

0 p2

⨿
 ⨿
m∈(Z/pZ)×

Γ̃0(N,χ)

˜p m

0 p


⨿ Γ̃0(N,χ)

˜p2 0

0 1


· · · (p,N) = 1のとき

⨿
m∈Z/p2Z

Γ̃0(N,χ)

˜1 m

0 p2

 · · · p|N のとき.
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ここで，各代表元の持ち上げは ξ =
((

1 0

0 p2

)
, pk+1/2

)
を Γ̃0(N,χ) の元でずらして構成する；

˜(
1 m

0 p2

)
=

((
1 0

0 p2

)
, pk+1/2

)(
1 m

0 1

)∗

=

((
1 m

0 p2

)
, pk+1/2

)
,

˜(
p m

0 p

)
=

(
1 0

Nps 1

)∗((
1 0

0 p2

)
, pk+1/2

)(
p m

−Ns r

)∗

(pr +Nsm = 1)

=

((
p m

0 p

)
, χ(p)

(
−1

p

)−(k+1/2)(−m
p

))
,

˜(
p2 0

0 1

)
=

(
p2 −t
N d

)∗((
1 0

0 p2

)
, pk+1/2

)(
p2d t

−N 1

)∗

(p2d+Nt = 1)

=

((
p2 0

0 1

)
, p−(k+1/2)χ(p2)

)
.

次に，この片側剰余類分解から，f ∈Mk+1/2(N,χ) に対して，

f |

[
Γ̃0(N,χ)

((
1 0

0 p2

)
, pk+1/2

)
Γ̃0(N,χ)

]

=



∑
m∈Z/p2Z

f |

1 m

0 p2

 , pk+1/2

+
∑

m∈(Z/pZ)×
f |

p m

0 p

 , χ(p)

(
−1

p

)−(k+1/2)(−m
p

)
+ f |

p2 0

0 1

 , p−(k+1/2)χ(p2)

 · · · p ̸ |N のとき,

∑
m∈Z/p2Z

f |

1 m

0 p2

 , pk+1/2

 · · · p|N のとき,

が得られる．これら各項の Fourier 係数を個別に計算することで，次の Theorem が得られる．

Theorem 1. ([Shimura[14]:Theorem 1.7])

k ∈ Z, 4|N, 素数 p に対して，Mk+1/2(N,χ) 上の p2-th Hecke 作用素を

T̃ (p2) := pk−3/2

[
Γ̃0(N,χ)

((
1 0

0 p2

)
, pk+1/2

)
Γ̃0(N,χ)

]

で定義する．このとき，f =
∑

n≥0 a(n)e(nz) ∈ Mk+1/2(N,χ) に対して，f |T̃ (p2) =
∑

n≥0 b(n)e(nz) の
Fourier 係数 b(n) は次式で与えられる；

b(n) =

a(p2n) + χ1(p)

(
n

p

)
pk−1a(n) + χ(p2)p2k−1a(n/p2) · · · p ̸ |N のとき,

a(p2n) · · · p|N のとき,

ただし，χ1(m) = χ(m)
(−1
m

)k は N を法とする Dirichlet 指標であり，p2 ̸ |n の場合，a(n/p2) = 0 である
とする．
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さて，素数 pを動かすとき，Γ0(N)
(

1 0

0 p2

)
Γ0(N)は互いに可換となるため，Γ̃0(N,χ)

((
1 0

0 p2

)
, pk+1/2

)
Γ̃0(N,χ)，

即ち T̃ (p2)もまた互いに可換となる．従って，全ての素数 pに対する T̃ (p2)の同時固有関数がMk+1/2(N,χ)

上に存在する．

Theorem 2. ([Shimura[14]:Corollary 1.8]) 任意素数 p に対して，

f |T̃ (p2) = ωpf, ωp ∈ C

をみたす保型形式 f =
∑

n≥0 a(n)e(nz) ∈ Mk+1/2(N,χ) がとれる．すなわち，p|N か p2 ̸ |t という仮定の
下で (n, p) = 1 をみたす n に対して，漸化式

ωpa(tn2) = a(tn2p2) + χ1(p)

(
t

p

)
pk−1a(tn2),

ωpa(tp2mn2) = a(tn2p2m+2) + χ(p2)p2k−1a(tp2m−2n2), (m ≥ 1)

をみたす a(n) を Fourier 係数に持つ保型形式 f が存在する．ただし，p|N でかつ χ が自明の場合は，
χ(p) = 0 とする．

Theorem 2 の漸化式から，T̃ (p2) (p は素数) の同時固有関数 f =
∑

n≥0 a(n)e(nz) ∈ Mk+1/2(N,χ) と
(N, t) = 1 をみたす平方因子を持たない自然数 t から与えられる形式的 Dirichlet 級数

∑
n≥1 a(tn2)n−s は

Euler 積表示を持つ．
実際，この Dirichlet 級数は，任意の素数 p に対して

∑
n≥1

a(tn2)n−s =
∑

(n,p)=1

∑
l≥0

a(tn2p2l)p−sl

n−s =
∑

(n,p)=1

Hn,p(p
−s)n−s

の様に，形式的冪級数Hn,p(x) =
∑

m≥0 a(tp2mn2)xm を用いて表わされる．
他方，この形式的冪級数は上記漸化式から

ωpx ·Hn,p(x) = ωpa(tn2)x+
∑
m≥1

ωpa(tp2mn2)xm+1

=

(
a(tn2p2) + χ1(p)

(
t

p

)
pk−1a(tn2)

)
x

+
∑
m≥1

(
a(tp2m+2n2) + χ(p2)p2k−1a(tp2m−2n2)

)
xm+1

= Hn,p(x)− a(tn2) + χ1(p)

(
t

p

)
pk−1a(tn2)x+ χ(p2)p2k−1x2Hn,p(x)

すなわち，

Hn,p(x)
(

1− ωpx+ χ(p2)p2k−1x2
)

= a(tn2)

(
1− χ1(p)

(
t

p

)
pk−1x

)
をみたす．

∑
n≥1

a(tn2)n−s =

 ∑
(n,p)=1

a(tn2)n−s

× (1− χ1(p)

(
t

p

)
pk−1−s

)
×
(

1− ωpp−s + χ(p2)p2k−1−2s
)−1

が得られる．次に，
∑

(n,p)=1 a(tn2)n−s に対して異なる素数毎にこの操作を繰り返していけば，次の結果が
得られる．
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Theorem 3. ([Shimura[14]:Theorem 1.9]) t は 1 以外の N と素な平方因子を持たない自然数とする．
任意素数 p に対して，

f |T̃ (p2) = ωpf, ωp ∈ C

をみたす保型形式 f =
∑

n≥0 a(n)e(nz) ∈Mk+1/2(N,χ) から得られる形式的 Dirichlet 級数
∑

n≥1 a(tn2)n−s

は次の Euler 積を持つ；∑
n≥1

a(tn2)n−s = a(t)
∏
p:素数

(
1− χ1(p)

(
t

p

)
pk−1−s

)(
1− ωpp−s + χ(p2)p2k−1−2s

)−1
.

この Euler 積の分母 ∏
p:素数

(
1− ωpp−s + χ(p2)p2k−1−2s

)−1

は tに依らず，また，M2k(N
′, χ2)上の Hecke固有形式から与えられる Dirichlet級数の Euler積表示と同じか

たちをしている．この事実に気付いた志村は f ∈ Sk+1/2(N,χ)の場合におけるこの分母が実際にM2k(N
′, χ2)

上の Hecke 固有形式 F (の Dirichlet 級数)を与えることを証明し, f から F を与える写像 ( Shimura 対応)

を具体的に構成したのである．
そこで，この対応について次節で詳しく説明していく．

3 Shimura 対応

3.1 Shimura 対応

本節では f(z) ∈ Sk+1/2(N,χ) とし，f(z) が Theorem 3 と同じ条件をみたすと仮定する．このとき，
Theorem 3 から

a(t)
∏
p:素数

(
1− ωpp−s + χ(p2)p2k−1−2s

)−1
=

∏
p:素数

(
1− χ1(p)

(
t

p

)
pk−1−s

)−1∑
n≥1

a(tn2)n−s

=

∑
m≥1

χ1(m)

(
t

m

)
mk−1−s

 ·
∑
n≥1

a(tn2)n−s


=

∑
n≥1

∑
d|n

χ1(d)

(
t

d

)
a(tn2/d2)dk−1

n−s

=
∑
n≥1

At(n)n−s

が得られる．そこで，この Dirichlet 級数から与えられる Ft(z) =
∑

n≥1At(n)e(nz) がM2k(Nt, χ
2) (ただし，

Nt は t から定まる自然数)の元になることを Weil の逆定理を用いて示してみよう．

3.2 Shimura 対応の証明

最初に Weil の逆定理を準備する (この定理の証明は [10]§4.5 を参照せよ)．
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Theorem 4 (Weil). 自然数 M を法とする Dirichlet 指標 φ に対し，Dirichlet 級数D(s) =
∑

n=1 a(n)n−s,

(an ∈ C) が次の 3条件を全て満たすとき，
∑

n=1 a(n)e(nz) ∈M2k(M,φ) が成り立つ．
(1) D(s) はある右半平面 Re(s) > σ で絶対収束する．
(2) (a, b) = 1, b > 0 を満たす任意の等差数列 {a+ bn |n = 0} と必ず交わりを持つ素数集合 P をとる．

r ∈ {1} ∪ P かつ (r,M) = 1 を満たす任意の r を法とする原始指標 ψ に対して

R(s, ψ) = (2π)−sΓ (s)
∑
n=1

ψ(n)a(n)n−s

とおくとき，R(s, ψ) は全 s 平面上に解析接続され，任意垂直帯状領域 σ1 < Re(s) < σ2 で有界になる．
(3) ある右半平面 Re(s) > σ′ で絶対収束する Dirichlet 級数

∑
n=1 b(n)n−s が存在して，(2)で与えた全て

の ψ に対し，関数等式

R(2k − s, ψ) =

(
ψ(M)φ(r)g(ψ)2

r

)
(r2M)s−k

∑
n=1

ψ(n)b(n)n−s

が成り立つ．ただし，g(ψ) =
∑r

i=1 ψ(i)e(i/r) とする．

Remark 1. Theorem 4 において，Dirichlet 級数 D(s) が Re(s) < 2k となる s でも絶対収束するならば，∑
n=1 a(n)e(nz) ∈ S2k(M,φ) が成り立つ．

次に，いよいよ Shimura 対応の証明に取り掛かる． ここでは

∑
n≥1

At(n)n−s =
∑
n≥1

∑
d|n

χ1(d)

(
t

d

)
a(tn2/d2)dk−1

n−s

が Theorem 4 の 3 条件をそれぞれ満たすことを示すことで Ft(z) =
∑

n≥1At(n)e(nz) ∈ M2k(Nt, χ
2) にな

ることを証明する．なお，f(z) =
∑

n=1 a(n)e(nz) ∈ Sk+1/2(N,χ) の条件は全て Theorem 3 と同じとする．

(1)
∑

n≥1At(n)n
−s の絶対収束性.　 · · · a(n) = O(nk/2+1/4) に注意すれば，∑

n≥1

∣∣a(tn2)n−s
∣∣ ≤∑

n≥1

∣∣a(tn2)
∣∣n−Re(s) ≤ const.× tk/2+1/4 ×

∑
n≥1

n(k+1/2)−Re(s).

よって，
∑

n≥1 a(tn2)n−sは Re(s) > k+3/2で絶対収束する．また，
∑

m≥1 χ1(m)

(
t

m

)
mk−1−sも Re(s) > k

で絶対収束するため，
∑

n≥1At(n)n−s は右半平面 Re(s) > k + 3/2 で絶対収束する．

(2) 1 または N を割らない奇素数 r を法とする原始指標 ψ に対して，

Dt(s, ψ) =
∑
n≥1

ψ(n)At(n)n
−s

の，全 s 平面への正則関数としての解析接続性および任意の垂直帯状領域上での有界性. · · ·
t が一般の場合は t = 1 の場合に帰着させられるため，t = 1 の場合を示せばよい．形式的な計算から

D1(s, ψ) =
∑
n≥1

ψ(n)A1(n)n−s =

∑
m≥1

ψ(m)χ1(m)mk−1−s

 ·
∑
m≥1

ψ(m)a(m2)m−s
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が得られるため，右辺の Dirichlet 級数を Rankin の手法に従って積分表示してみる．

(4π)−sΓ (s)
∑
m≥1

ψ(m)a(m2)m−s

=

∫ ∞

0

(∫ 1

0
f(z)h(z;ψ)dx

)
ys−1dy

=

∫
Γ∞\H

f(z)h(z;ψ)ys+1dxdy

y2

=

∫
Γ0(Nr2)\H

∑
γ∈Γ∞\Γ0(Nr2)

f(γ(z))h(γ(z);ψ)Im(γ(z))s+1dxdy

y2

=

∫
Γ0(Nr2)\H

f(z)h(z;ψ)ys+1

 ∑
(c,d)=1, c≡0 (modNr2)
c>0 if c ̸=0, d=1 if c=0

φ(d)(cz + d)k−ν |cz + d|2ν−1−2s

 dxdy

y2
,

ただし，φ(d) = χ(d)ψ(d)
(−1
d

)k
, と変形出来る．そこで，

2 · (4π)−sΓ (s)
∑
n≥1

ψ(n)A1(n)n−(2s−ν)

=

∫
Γ0(Nr2)\H

f(z)h(z;ψ)ys+1

∑
m≥1

φ(m)mk+ν−1−2s


×

 ∑
m.n∈Z

(Nr2m,n)=1

φ(n)(Nr2mz + n)k−ν
∣∣Nr2mz + n

∣∣2ν−1−2s

 dxdy

y2

=

∫
Γ0(Nr2)\H

f(z)h(z;ψ)ys+1

 ∑
m.n∈Z

(m,n)̸=(0,0)

φ(n)(Nr2mz + n)k−ν
∣∣Nr2mz + n

∣∣2ν−1−2s

 dxdy

y2
.

となる．この積分内の無限級数

C(z, s) =
∑

m.n∈Z
(m,n)̸=(0,0)

φ(n)(Nr2mz + n)k−ν
∣∣Nr2mz + n

∣∣2ν−1−2s

は解析的 Eisenstein 級数であり，φ が原始指標である場合，その性質が詳しく調べられている；

Lemma 1. ([Shimura[14];Lemma 3.1]) A は正整数とし，φ は A を法とする原始指標とする．
α は非負整数とし，さらに A = 1 の場合は α > 0 と仮定する．このとき，

Hα(s, z, φ) = π−sΓ (s)ys
∑

m.n∈Z
(m,n)̸=(0,0)

φ(n)(Amz + n)α |Amz + n|−2s

は Re(s) > α
2 + 1 で絶対収束し，整関数として全 s 平面に解析接続され，関数等式

Hα(α+ 1− s, z, φ) = (−1)αg(φ)A3s−α−2zαHα

(
s,− 1

Az
, φ

)
, g(φ) =

A∑
k=1

φ(k)e(k/A)
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をみたす．また，α = k − l ≥ 0, 4A|B と仮定した上で f ∈ S(k + 1/2, Γ̃ (B)), g ∈ M(l + 1/2, Γ̃ (B)) をと
るとき，任意の s ∈ C に対して ∫

Γ (B)\H
f(z)g(z)yl+1/2Hα(s, z, φ)

dxdy

y2

は絶対収束し，かつ s の関数として任意の垂直帯状領域で有界となる．

この Lemma 1を用いるために φ が誘導する原始指標 φ0 を用いて解析的 Eisenstein 級数 C(z, s) を書き
直す．χ1(m) = χ(m)

(−1
m

)k の導手を M とおき，N = MK と分割する．次に E =
∏

p:素数
p|N,p̸|M

p とおけば，

C(z, s) =
∑

m.n∈Z
(m,n)̸=(0,0)

 ∑
0<l|(n,E)

µ(l)

φ0(n)(Nr2mz + n)k−ν
∣∣Nr2mz + n

∣∣2ν−1−2s

=
∑

m.n∈Z
(m,n)̸=(0,0)

∑
0<l|(n,E)

n=ln′,K=ll′

µ(l)φ0(l)l
k+ν−1−2sφ0(n

′)(Ml′r2mz + n′)k−ν
∣∣Ml′r2mz + n′

∣∣2ν−1−2s

=
∑
0<l|E

µ(l)φ0(l)l
k+ν−1−2s

∑
(m,n)̸=(0,0)

φ0(n)(Ml′r2mz + n)k−ν
∣∣Ml′r2mz + n

∣∣2ν−1−2s
.

従って, 2t = 2s− 2ν + 1 とおくことで

2 · (4π)−sΓ (s)π−tΓ (t)D1(2s− ν, ψ)

= (Kr)−t
∑
0<l|E

µ(l)φ0(l)l
k−s−1/2

∫
Γ0(Nr2)\H

f(z)h(z;ψ)yν+1/2Hk−ν(t, (K/l)rz, φ0)
dxdy

y2

と変形出来る．こうして，Lemma 1からR1(s, ψ) = (2π)−sΓ (s)D1(s, ψ) は全 s 平面へ正則関数として解析
接続され，任意の垂直帯状領域上での有界となる．

(3) (2)の r，ψ に対して Rt(s, ψ) = (2π)−sΓ (s)Dt(s, ψ) とおくとき，

Rt(2k − s, ψ) =

(
ψ(Nt)χ

2(r)g(ψ)2

r

)
(r2Nt)

s−k(2π)−sΓ (s)
∑
n≥1

ψ(n)bnn
−s

をみたす自然数 Nt と右半平面で絶対収束する Dirichlet 級数D(s) =
∑

n≥1 bnn
−s の存在性. · · ·

この場合も t = 1 の場合に容易に帰着出来るため，t = 1 の場合における概略のみ示す．
変数変換 s 7→ k + ν − s を行うとき，2 · (4π)−sΓ (s)π−tΓ (t)D1(2s− ν, ψ) の積分項∫

Γ0(Nr2)\H
f(z)h(z;ψ)yν+1/2Hk−ν(t, (K/l)rz, φ0)

dxdy

y2
(3.1)

が，(ある右半平面で絶対収束する) Dirichlet級数で表わせればよい．この変数変換により，t = s−ν+1/2 7→
−t+ (k − ν) + 1 となるため，Lemma 1を用いれば，

Hk−ν

(
(k − ν) + 1− t, Krz

l
, φ0

)
= (−1)k−νg(φ0)(Mr)3t−(k−ν)−2

(
Krz

l

)k−ν
Hk−ν

(
t,
−l
Nr2z

, φ0

)
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となる．そこで，(3.1)において変数変換 z 7→ −1/Nr2z を行うことを考える．この変換は明らかに Atkin-

Lehner 型作用素で表わせるため，

f

(
−1

Nr2z

)
h

(
−1

Nr2z
;ψ

)
Im

(
−1

Nr2z

)ν+1/2

=

(
N

k
2
+ 1

4
(
−
√
−1r2z

)k+ 1
2 g(r2z)

)(
−
√
−1
)ν
r−

1
2 g(ψ)

(
−2rN

√
−1z

4

)ν+ 1
2

h

(
N

4
z;ψ

)
Im

(
−1

Nr2z

)ν+1/2

=

(
N

k
2
+ 1

4

(
−
√
−1
)k+1

r2k−ν

2
g(ψ)(−1)ν+

1
2

)
zk−νg(r2z)h

(
N

4
z;ψ

)
yν+

1
2 ,

ただし，g(z) = f |
((

0 −1
N 0

)
, Nk/2+1/4

(
−
√
−1z

)k+1/2
)
∈ Sk+1/2

(
N,χ

(
N
))

, が得られる．こうして，∫
Γ0(Nr2)\H

f(z)h(z;ψ)yν+1/2Hk−ν(−t+ (k − ν) + 1, (Krz/l), φ0)
dxdy

y2

= (elementary constant factor)×
∫
Γ0(Nr2)\H

g(r2z)h

(
N

4
z;ψ

)
yν+

1
2Hk−ν(t, (K/l)rz, φ0)

dxdy

y2

となる．この右辺の積分項は (3.1) と同じかたちをしているため，(2)と全く同じ議論を繰り返すことで，右
半平面で絶対収束する Dirichlet 級数を用いて表わすことが出来る (詳細は [14]を参照せよ).

以上 (1), (2), (3) から Dt(s, ψ) は十分多くの関数等式を持つ整函数に解析接続されるため，Weil の逆定理
から Ft(z) =

∑
n≥1At(n)e(nz) ∈M2k(Nt, χ

2) が得られる．

Remark 2. この証明から分かる様に，Dirichlet 級数 Dt(s, ψ) が全ての素数に関する無限積を持つ必要性
は実はない．すなわち，f ∈ Sk+1/2(N,χ) が， p ̸ |cond(χt) をみたす N の全ての素因子 p における T̃ (p2)

の同時固有関数であるならば，Dt(s, ψ) は上記積分表示を持ち，同じ結果が得られる．

以上の結果をまとめ直してみよう．

Theorem 5. ([Shimura[14];Main Theorem]) k,N ∈ N で 4|N とし，χ は N を法とする ( even な)

Dirichlet 指標とする．t は平方因子を持たない正整数とし，χt(m) = χ(m)
(−1
m

)k ( t
m

)
は 法 tN の Dirichlet

指標とする．ここで，f =
∑

n≥1 a(n)e(nz) ∈ Sk+1/2(N,χ) が，p|N, p ̸ |cond(χt) をみたす全ての素数 p に
おける T̃ (p2) の同時固有関数であるとき，

St,χk,N (f) =
∑
n≥1

∑
d|n

χt(d)a(tn2/d2)dk−1

 e(nz)

は，ある自然数 Nt をとって M2k(Nt, χ
2) 上の Hecke 同時固有形式となる．また，k ≥ 2 である場合，∑

n≥1At(n)n−s は 2k > Re(s) > k + 3/2 で絶対収束するため，f は S2k(Nt, χ
2) 上の Hecke 同時固有形式

になる．

Theorem 5 で与えられたレベル Nt を具体的に決定するためには，上記 (3)で示した Rt(2k− s, ψ) の関数
等式の中に現れる定数 M を具体的に求める必要がある． M は，(3)の積分項を通して詳細な計算から求め
られ（ただし，関数等式の設定から，M は一通りには決まらない），その中の最小値を Nt とするとき，こ
れは次式で与えられる；
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χt(m) = χ(m)
(−1
m

)k ( t
m

)
の導手を Mt, また t2 = (t,N) とおき，χ

′
(m) = χ(m)

(
t2
m

)
の導手を M ′ とす

る．ここで，ν(2) = 4, ν(3) = 2, ν(p) = 1 (p > 3) をみたす数列 ν(n) に対して，２つの正整数

H =
∏

p|N, p ̸|Mt

pν(p), K0 =
∏
p|H

(f |T̃ (p2))/f ̸=0

p

を定義する．さらに，N∗ = [N,H2,M ′] としたとき，Nt = N∗/2K0 と取れる．
なお，ここで与えられた Nt は実は Best possible ではない．そこで，次節では，志村対応を別の角度から

眺めて Nt の Best possible を求めていく．

4 Shimura 対応の積分表示

4.1 Theta Kernel による積分表示

Niwa, Kojima, Cipra によって 志村対応は Theta Kernel を用いた積分で定式化され，その応用として (

k = 1 の場合を含む) 全ての場合において, Nt として N/2 がとれることが示された (ただし，Sk+1/2(N,χ)

を，より小さな部分空間に制限すれば，Nt としてより小さな整数がとれる場合もある)．また，k = 1 の場
合では，志村対応で cusp 形式に移る Sk+1/2(N,χ) の部分空間も特徴付けられた．この様に 志村対応の積分
表示を与えれば，(核関数の性質から) Nt の Best possible が直接求められる．ただ，上記一連の論文で与え
られた積分表示では，Metaplectic 群の表現と直交群の表現から作られる Theta Kernel 自体は非正則である
ために，その挙動（これが与えられることで志村対応による像の cusp での値が内積表示出来る）や Theta

Kernelを用いた積分の正則性などを地道に調べなければならず，若干見通しが悪い部分がある．他方，Zagier

は　Doi-Naganuma 対応の積分表示を与える正則な核関数を構成し，その変数を対角的に制限することで志
村対応の積分表示も同時に与えられることに気付いた．そこで，本節では Zagier の与えた志村対応の積分表
示について紹介し，それを基に Nt がどの様にとれるのかについて説明する．
なお，現在，志村対応の積分表示に関する一連の仕事は全て，Symplectic 群 上のWeil 表現を既約 unitary

表現の直和に分解したときに, 各既約成分に現れる Metaplectic 群上の既約表現と直交群上の既約表現の pair

同士を対応させる theta lift の理論 (Howe duality の 1例) の枠組みの中で捉えられ，整理・再構成されてい
る．特に, Lion-Vergne[8] では，表現論を用いて Howe duality を具体的に書き下すことで Zagier の積分表
示を別の角度から直接与えており，表現論サイドで何が起きているのかを理解する上で非常に役立つといえ
よう ([8] の詳細については原著の他，荒川 [1]，松本 [9]も併せて是非御一読頂きたい)．
また，本節では t = 1 の場合に限定した S1,χk,N の積分表示についてのみ与えることにする (一般の t では，

核関数の Fourier展開が非常に複雑なものとなるため，Kohnen部分空間上に制限した St,χk,N でしか Theorem

5 は与えられていない．これについては次々節で詳しく説明する)．
以後，H 上の変数として τ および z を同時に用いるが，それらの実部と虚部はそれぞれ

τ = Re(τ) + iIm(τ) = x+ iy, z = Re(z) + iIm(z) = ρ+ iσ

で表わすことにする．

Theorem 6. (Zagier identity[19, 8]) k > 1, N ∈ N とし，χ は 4N を法とする Dirichlet 指標とする．
ここで，

Ωk,N,χ(τ,−z) = (−1)k
∑
n≥1

∑
(a,b,c)∈Z3
4N2|a,4N|b

b2−4ac=16N2n

χ(c)(az2 + bz + c)
−k
nk−

1
2 e(nτ), (τ, z) ∈ H2
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とおくとき，任意の f ∈ Sk+1/2(4N,χ) に対して，

S1,χk,N (f)(z) =

∫
Γ0(4N)\H

f(τ)Ωk,N,χ(τ,−z)(Imτ)k+
1
2
dxdy

y2

が成り立ち，S1,χk,N (f)(z) ∈ S2k(2N,χ2) をみたす．言い換えれば，この場合はN1 として 2N がとれる．

Proof. Riesz の表現定理より，f(τ) =
∑

n≥1 a(n)e(nτ) ∈ Sk+1/2(4N,χ) から a(n) を取り出す線型写像は
(n-th Poincaré 級数 Pk+ 1

2
,4N,n,χ(τ) ∈ Sk+1/2(4N,χ) を用いた)内積表示を持ち，それは

< f, Pk+ 1
2
,4N,n,χ > =

Γ (k − 1
2)

i4N (4πn)k−
1
2

a(n)

で表わされる．そこで，

Ω∗
k,N,χ(τ, z) =

(
i4N (4π)k−

1
2

Γ (k − 1
2)

)∑
n≥1

nk−1

∑
d|n

χ1(d)(n/d)kPk+ 1
2
,4N,(n/d)2,χ(τ)

 e(nz)

とおけば，Ω∗
k,N,χ(τ, z) は H× H 上で広義一様絶対収束して

< f,Ω∗
k,N,χ(τ,−z) > =

i4N (4π)k−
1
2

Γ (k − 1
2)

∑
n≥1

nk−1
∑
d|n

χ1(d)(n/d)k < f, Pk+ 1
2
,4N,(n/d)2,χ > e(−nz)

=
∑
n≥1

∑
d|n

χ1(d)a(n2/d2)dk−1

 e(nz)

= S1,χk,4N (f)

をみたし，志村対応の内積表示を得ることが出来る．ここで，

Ω∗
k,N,χ(τ,−z) = i4NΩk,N,χ(τ,−z)

とおけば，上記内積表示は

S1,χk,4N (f)(z) =

∫
Γ0(4N)\H

f(τ)Ωk,N,χ(τ,−z)(Imτ)k+
1
2
dxdy

y2

と積分表示出来る．次に，この核関数 Ωk,N,χ(τ,−z) の変数 τ に関する Fourier 展開を Zagier の手法で与え
れば (Zagier はDoi-Naganuma 対応の核関数の変数を対角的に制限することでこれを与えた ([13]参照))，

Ωk,N,χ(τ,−z) = (−1)k
∑
n≥1

ωk(z;χ, n)nk−
1
2 e(nτ)，

ωk(z;χ, n) =
∑

Q∈LN,n

χ(Q)Q(z, 1)−k, Q(z, 1) = (z, 1)Q

(
z

1

)

となる．ただし，LN,n は，Γ0(2N) が

Q 7→ Q ◦ g = tgQg, g ∈ Γ0(2N)
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で群作用する 2次形式の空間

LN,n =

{
Q =

(
a b/2

b/2 c

) ∣∣∣∣∣ 4N2|a, 4N |b, b2 − 4ac = 16N2n

}

を表わし，Q =
(

a b/2
b/2 c

)
に対して χ(Q) = χ(c) とする．定義から，任意の g =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(2N) に対して，

ωk(g(z);χ, n) =
∑

Q∈LN,n

χ(Q)(cz + d)2k

(
(z, 1)tgQg

(
z

1

))−k

= χ(d)2(cz + d)2kωk(z;χ, n),

が成り立つため，直ちに S1,χk,N (f) ∈ S2k(2N,χ2) が導かれる．

Remark 3. 実は [8]では,Theta Kernel Ωk,N,χ(τ,−z) を先に与えた上で，これが Poincaré 級数の無限和
i−1
4NΩ∗

k,N,χ(τ,−z) に等しいことを証明しており，上記証明とは流れが異なっている．

Remark 4. Shimura 対応の積分表示式とその Fourier 係数を用いた表示式から，Shimura 対応が Hecke 作
用素と可換になることが直ちに導かれる．すなわち，k ≥ 2, N ∈ N, 素数 p に対して

Sk+1/2(4N,χ)
St,χ
k,N−−−−→ S2k(2N,χ

2)

T̃ (p2)

y yT (p)
Sk+1/2(4N,χ) −−−−→

St,χ
k,N

S2k(2N,χ
2)

が成り立つ．

Remark 5. f は Theorem 5 の条件を満たすとする．S1,χk,N (f) の積分表示式 (Theorem 6)をMellin 変換す
れば，

(2π)−sΓ (s)
∑
n≥1

A1n
−s =

∫ ∞

0
S1,χk,N (f)(iσ)σs

dσ

σ

=

∫
Γ0(4N)\H

f(τ)

(∫ ∞

0
Ωk,N,χ(τ, iσ)σs

dσ

σ

)
yk+1/2dxdy

y2
(4.1)

が得られる．他方，t = s+ 1/2 とおいて 3.2 節の議論を繰り返せば，

22−s(2π)−sΓ (s)
∑
n≥1

A1n
−s =

∫
Γ0(4N)\H

f(τ)
(
h(z; 1)C∗(z, t)

)
yk+

1
2
dxdy

y2
, (4.2)

も得られる．ただし，C∗(z, t) は

C∗(z, t) = (Kr)−t
∑
0<l|E

µ(l)φ0(l)l
k−ty−kHk(t, (K/l)rz, φ0)

で与えられる Eisenstein 級数の有限和とする．(4.1), (4.2) から f の Shimura 対応による像の保型 L 関数は

2s−2h(z; 1)C∗(z, t) および
∫ ∞

0
Ωk,N,χ(τ, iσ)σs

dσ

σ

を用いた 2つの積分表示を持つことが分かる．
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4.2 Shintani 対応

前節で与えた Shimura 対応 S1,χk,N の積分表示から，Shimura 対応の逆対応 ( Shintani 対応)を与えること
も出来る ( Shintani 対応の詳細については，原論文 [16]や下記文献の他，村瀬 [11]も参照されたい)．
k > 1, N ∈ N とする．g(z) =

∑
n≥1 b(n)e(nz) ∈ S2k(2N,χ2) に対して，

S1,χ ∗
k,4N (g)(τ) =

∫
Γ0(2N)\H

g(z)Ωk,N,χ(τ,−z)Im(z)2k
dρdσ

σ2

とおけば，その定義および Poincaré級数の性質から直ちにS1,χ ∗
k,4N (g) ∈ Sk+1/2(4N,χ)が得られ，S1,χk,N と S

1,χ ∗
k,N

はPetersson内積に関して互いに共役となる．ここで問題となるのは S1,χ ∗
k,4N (g)の Fourier係数の具体的記述であ

るが，これは次の様にして求められる．指標と 2次形式を共に固定するΓ1(2N)Q = {γ ∈ Γ1(2N) | Q◦γ = Q}
上で ωk(z;χ, n) を書き直せば，

ωk(z;χ, n) =
∑

[Q]∈LN,n/Γ1(2N)

∑
γ∈Γ1(2N)Q\Γ1(2N)

χ(Q ◦ γ)(Q ◦ γ)(z, 1)−k

となる．この変形に沿って S1,χ ∗
k,4N を書き直せば，

S1,χ ∗
k,4N (g)(τ) = iN,k

∑
n≥1

nk−1/2
∑

[Q]∈LN,n/Γ1(2N)

(∫
Γ1(2N)Q\H

g(z)χ(Q)Q(z, 1)
−k
σ2k

dρdσ

σ2

)
e(nτ),

iN,k = (−1)k[Γ0(2N)/{±1} : {±1}Γ1(2N)/{±1}]

が得られる．基本的な計算から，この内側の積分は周期積分に帰着される；∫
Γ1(2N)Q\H

g(z)χ(Q)Q(z, 1)
−k
σ2k

dρdσ

σ2
= 2−2k+3χ(Q)π(16N2n)

1
2
−k

(
2k − 3

k − 1

)∫
CQ

g(z)Q(z, 1)k−1dz.

ここで，積分経路 CQ は，次の様な向きを入れたQ(z, 1) = 0 の根を結ぶ測地線である；
(1) a > 0 のとき，(−b− 4N

√
n)/2a から (−b+ 4N

√
n)/2a に向かった半円 a|z|2 + bRez + c = 0 の

Γ1(2N)\H による像 (a < 0 のときは逆向きにとる)，
(2) a = 0, b > 0 のとき，−c/b から i∞ に向かった直線 bRez + c = 0 の Γ1(2N)\H による像

(b < 0 のときは逆向きにとる.)

この周期積分は g に付随する保型 L 関数の臨界値における値の有限和で表わされるため ([6]参照)，結果と
して次の定理が導かれる；

Theorem 7. ([Kojima[6] ; Theorem 2])

記号および条件は全て上記に同じとする．g(z) =
∑

n≥1 b(n)e(nz) ∈ S2k(N,χ2) は全ての Hecke 作用素に
関する同時固有関数であるとき，

S1,χ ∗
k,4N (g)(τ) = dN,k

∑
n≥1

 ∑
有限個の指標ψ

∑
0≤j≤2k−2

cj(ψ, g)L(g, j + 1, ψ)

 e(nτ),

dN,k = (−1)k2−2k+3(16N2)
1
2
−kπ

(
2k − 3

k − 1

)
, L(g, s, ψ) =

∑
n≥1

ψ(n)b(n)n−s

が成り立つ．

Remark 6. Oda[12]は，(Niwa, Shintani, Zagier によって与えられた) Shintani 対応に関する諸結果 (積分
表示と Zagier identity)を一般化して，整数の重さを持つ楕円保型形式から符号 (2, n − 2) の直交群上の正
則 cusp 形式への持ち上げ写像を構成した．これについては菅野 [17]を参照せよ．
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4.3 Kohnen 空間

Shimura 対応を Sk+1/2(4N,χ) の部分空間上で制限すれば，像のレベル Nt を N/2 より小さくとれる例が
現れる．そこで，本節では，Shimura 対応 St,χk,4N を適当な部分空間 (Kohnen 空間)上に制限したものの積分
表示を与え，レベル Nt がより小さくとれることを示す．
k ≥ 2 は整数，N は正奇数とし，χ を N を法とする Dirichlet 指標とする．N1 を χ の導手とし，χpri を

χ から誘導される原始指標とする．また，χ(−1) = ϵ, χ∗ =
(
4ϵ
)
χ, N2 = N/N1 とそれぞれおく．

ξk+1/2,ϵ =
((

4 0
0 4

)
, ϵk+1/2e ((2k + 1)/8)

)
∈ G に対して．Qk+1/2,4N,χ∗ = [Γ̃0(4N,χ

∗)ξk+1/2,ϵΓ̃0(4N,χ
∗)]

とおくとき，Qk+1/2,N,χ は Sk+1/2 (4N,χ∗) 上で hermitian な作用素になる．そこで Qk+1/2,N,χ∗ に関する
Sk+1/2 (4N,χ∗) の固有空間のうち，固有値が α = (−1)[(k+1)/2]2

√
2ϵ になるものを，S+

k+1/2(N,χ) とおき，
Kohnen 空間とよぶ．Kohnen 空間は

S+
k+1/2(N,χ) =

f(z) =
∑
n≥1

a(n)e(nz) ∈ Sk+1/2(4N,χ
∗)

∣∣∣∣∣ a(n) = 0 if ϵ(−1)kn ≡ 2, 3 (4)


で特徴付けられる．ここで，ϵ(−1)kD > 0, (N,D) = 1 をみたす基本判別式 D に対する S+

k+1/2(N,χ) 上の

Shimura 対応 SD,χk,4N の内積表示は，H×H 上で広義一様絶対収束する核関数 Ω+
k,N,χ(τ, z) を用いて次の様に

表わされる；

SD,χk,4N (f)(z) =
∑
n≥1

∑
d|n

(
D

d

)
χ(d)a(|D|n2/d2)dk−1

 e(nz)

= < f(τ),Ω+
k,N,χ(τ,−z) >,

Ω+
k,N,χ(τ, z) =

(
i4N (4π|D|)k−

1
2

Γ (k − 1
2)

)
2 ·
∑
n≥1

nk−1

∑
d|n

(
D

d

)
χ(d)(n/d)k Pr(Pk+ 1

2
,4N,(n/d)2,χ(τ))

 e(nz)

=

(
iN (4π|D|)k−

1
2

Γ (k − 1
2)

)
3 ·
∑
n≥1

nk−1

∑
d|n

(
D

d

)
χ(d)(n/d)k Pr(Pk+ 1

2
,4N,(n/d)2,χ(τ))

 e(nz).

ここで，Pr は Sk+1/2

(
4N,

(
4ϵ
)
χ
)
から S+

k+1/2(N,χ) への射影

Pr =
1

α− β
(
Qk+1/2,N,χ∗ − β

)
, β = −α

2

を表わす．問題はこの核関数の τ に関する Fourier 展開であるが，これは Zagier の方針に従って Poincaré

級数の Fourier 係数から計算出来るものの，かなり大変な作業になる．

Proposition 2. ([Kohnen[5] ; Theorem 1], [Kojima-Tokuno[7] ; Theorem 2.2])

k ≥ 2 に対して，

Ω+
k,N,χ(τ, z) = iNC

−1
k,D,χpri

∑
n≥1

ϵ(−1)kn≡0,1 (4)

nk−
1
2

∑
t|N2

µ(t)

(
D

t

)
χpri(t)t

k−1ωk,N2
1 ,N2/t(tz;D, ϵ(−1)kn, χpri)

 e(nτ).
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ただし，Ck,D,χpri
は χpri の Gauss 和 W (χpri) に付随する定数とし，ωk,N2

1 ,N2/t は 4.1 節で与えた Zagier

identity に現れる級数 ωk(z;χ, n) を次の様に一般化したものである；

Ck,D,χpri
= (−1)[k/2]|D|−k+1/2π

(
2k − 2

k − 1

)
2−3k+2

(
D

N1

)
χpri(−D)W (χpri)ϵ

1/2N−k
1 ,

ωk,N2
1 ,N2/t(z;D, ϵ(−1)kn, χpri) =

∑
(a,b,c)∈Z3

b2−4ac=ϵ(−1)kN2
1Dn

(N2
1N2/t)|a

ωD(a, b, c)χpri(c)(az
2 + bz + c)−k.

この中に現れる ωD(a, b, c) は，Ω+
k,N,χ(τ, z) の τ での Fourier 展開の際に

(
D
)
から派生する 2次形式上の

指標である；D は基本判別式とし，[a, b, c](X,Y ) は D|(b2 − 4ac) をみたす 2次形式とする．このとき，

ωD(a, b, c) =


(
D

r

)
· · · (a, b, c,D) = 1のとき．ただし，rは [a, b, c](X,Y )で表わされる整数,

0 · · · (a, b, c,D) > 1のとき．

ωD(a, b, c) は Γ0(1) の作用で不変であり，r の取り方に依らない．この Proposition 2 から，指標で捻った
Poincaré級数の和の (τ に関する) Fourier係数ωk,N2

1 ,N2/t(z;D, ϵ(−1)kn, χpri)に現れる ωD(a, b, c)χpri(c)(az
2+

bz+ c)−k は，D と N (および χ )によってコントロールされた primitive な 2次形式 [a, b, c] と, それらから
持ち上げられた 2次形式 [at2, bt, c] (t|N2) だけで与えられており，ωk,N2

1 ,N2/t(z;D, ϵ(−1)kn, χpri) における 2

の寄与は全て消えていることが分かる．また ϵ(−1)kn ≡ 0, 1 (4) から，このωk,N2
1 ,N2/t(z;D, ϵ(−1)kn, χpri) は

潰れていない．従って，ωk,N2
1 ,N2/t(z;D, ϵ(−1)kn, χpri) は，(定義から)レベルに関する 2 の寄与が消失して

S2k

(
N1t, χ2

pri

)
の元になる．これは，すなわち SD,χk,N (f)(z) ∈ S2k(N,χ2)を導き，こうして，SD,χk,4N |S+

k+1/2
(N,χ)

による像のレベル ND は 4N/2 に止まらず，4N/4 まで落ちることが示される．
なお，この基本判別式 D に関する Zagier identity を Kohnen 空間以外の空間で与えようとした場合，2

の寄与が判別式や指標内にまで入り込み，非常に複雑化することが予想される．

Remark 7. Kohnen 空間 S+
k+1/2(N,χ) は Hecke 作用素 T̃ (p2) (p ̸= 2 は素数) の作用に関して閉じているも

のの，T̃ (4) の作用では閉じていない．そこで，T̃ (4) の代わりに T̃ ′(4) = 3
2 T̃ (4) Pr を用いれば，S+

k+1/2(N,χ)

は T̃ ′(4) の作用で閉じており，T̃ ′(4) もまた T̃ (p2) と可換になることが分かる．そこで，Kohnen 空間上の
4 における Hecke 作用素は, T̃ ′(4) を表わすものとする．なお，T̃ (p2) (p ̸= 2) , T̃ ′(4) は Shimura 対応と可
換になることも定義から直ちに分かる．

4.4 Eisenstein 級数上の Shimura 対応

具体的に Fourier 係数を比較することで，Eisenstein 級数上でも Shimura 対応を定義出来る場合がある．
Γ0(4) の 正則な cusp i∞, 0 における重さ k + 1/2(≥ 5/2) の Eisenstein 級数をそれぞれ

Ei∞k+1/2(z) =
∑

α∈Γ∞\Γ0(4)

j(α, z)−2k−1 ∈Mk+1/2(4, 1),

E0
k+1/2 = (−1)ki(z)−k−1/2Ei∞

k+1/2

(
− 1

4z

)
∈Mk+1/2(4, 1)

と定義する．このとき，

Hk+1/2(z) = ζ(1− 2k)
(
Ei∞k+1/2(z) + 2−2k−1

(
1− (−1)ki

)
E0
k+1/2(z)

)
=

∑
n≥0

H(k;n)e(nz)
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とおけば，各 Eisenstein 級数の Fourier 係数を計算することによって

H(k;n) =


ζ(1− 2k) if n = 0

1

2
L

(
1− k,

(
dn
))∑

d|fn

µ(d)

(
dn
d

)
dk−1σ2k−1

(
fn
d

)
if n ≥ 1, n ≡ 0, 1 (mod 4)

0 if n ≥ 1, n ≡ 2, 3 (mod 4)

を得ることが出来る．ただし，dn は Q((−1)kn)/Q の判別式とし，fn =
√
n|dn|−1 とおく．この Fourier 係

数の値から直ちに Hk+1/2(z) ∈ M+
k+1/2(1, 1) が成り立つ．さらに，この Fourier 係数の記述と µ の定義か

ら，n ≥ 1, 判別式 D に対して∑
d|n

(
D

d

)
dk−1H

(
k ;

n2

d2
|D|
)

=
1

2
L

(
1− k,

(
D
))∑

d|n

∑
l | (nfD/d)

µ(l)

(
D

ld

)
(ld)k−1σ2k−1

( n
ld

)
=

1

2
L

(
1− k,

(
D
))

σ2k−1(n)

も成り立つ．この関係式には正規化された Eisenstein 級数

E2k(z) = 1 +
1

ζ(1− 2k)

∑
n≥1

σ2k−1(n)e(nz) ∈ M2k(1, 1)

の Fourier係数 σ2k−1(n)が現れることに注意して，M+
k+1/2(1, 1) = CHk+1/2⊕S+

k+1/2(1, 1)からM2k(1, 1) =

CE2k ⊕ S2k(1, 1) への写像を次の様に形式的に定義する；

S̃D,1k,4 : M+
k+1/2(1, 1) → M2k(1, 1)

∑
n≥0

a(n)e(nz) 7→ a(0)

2
L

(
1− k,

(
D
))

+
∑
n≥1

∑
d|n

(
D

d

)
dk−1a

(
n2|D|
d2

) e(nz),

ただし，D は (−1)kD > 0 をみたす基本判別式とする．
この写像 S̃D,1k,4 は定義から明らかに S+

k+1/2(1, 1) 上で志村対応 SD,1k,4 と一致する；

S̃D,1k,4 |S+
k+1/2

(1,1) = SD,1k,4 : S+
k+1/2(1, 1) → S2k(1, 1).

そして，Eisenstein 級数同士を次式で対応させるのである；

S̃D,1k,4 (Hk+1/2) =
1

2
L

(
1− k,

(
D
))

ζ(1− 2k)E2k.

Remark 8. k = 1 の場合，この写像 S̃D,11,4 をM+
3/2(1, 1) 上で形式的に定義すれば，S̃D,11,4 (M+

3/2(1, 1)) =

M2(1) になるものの，S+
3/2(1, 1) の中にも S̃D,11,4 で Eisenstein 級数に対応する部分空間が現れる ([2] 参

照)．また，k = 0 の場合についても M+
1/2(1, 1) 上で S̃D,10,4 を形式的に与えれば，これは退化したかたちで

S̃D,10,4 (M+
1/2(1, 1)) = M0(1) をみたす．実際，M+

1/2(1, 1) は theta 級数 θ(z) =
∑

n∈Z e(n2z) で張られる．他

方，D が 1 でない基本判別式であるとき，a(n) = δ(n = �) から S̃D,1k,4 (θ) = 1
2L(1 − k, (D )) ∈ M0(1) = C

となり，同様の対応を与えることが分かる．
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Accidental同型について

熊本大学大学院自然科学研究科　成田宏秋

1 導入
今回のサマースクールの目的の一つに「リフティングの原理を理解する」というの
がある. 例えば志村対応 ([Sak], 参照)の背後には「テータリフト (またはテータ対応)」
([Mat] 参照)というリフティングの原理がある. 一般にテータリフトは “dual pair”と
いう２つの簡約群の組に対して定義される. これはシンプレクティック群の中で双方が
もう片方の中心化群になっているというものである. 志村対応は実 Lie群のレベルでは,
˜SL(2,R) (SL(2,R)の２重被覆群)から SL(2,R)へのテータリフトということになるが,

dual pairの中に SL(2,R) × SL(2,R)という組み合わせはない. 事実, SL(2,R)を含む
dual pairの片割れは直交群O(p, q)である. ではなぜ志村対応はテータリフトと理解でき
るか？そこで必要になるのが低次元Lie群の “Accidental同型”である. 実際, SL(2,R)
は直交群との次の同型対応が知られている.

SL(2,R)/{±1} ≃ O0(2, 1).

ここにO0(2, 1)は符号 (2+, 1−)の直交群の単位元の連結成分を表す. つまり志村対応の

背後には ˜SL(2,R)からO(2, 1)へのテータリフトがある. このような低次元 Lie群が関
わるリフティングの多くはAccidental同型を使って, その背後にある原理が理解される
ことがしばしばある. 志村対応以外の代表的なリフトを列挙すると, 新谷リフト, 斉藤-

黒川リフト, 土井-長沼リフトなどがあるが, 今挙げた３つはすべてテータリフトとして
理解され, 後者の２つは次のAccidental同型を考慮する必要がある.

Sp(2;R)/{±1} ≃ O0(2, 3), (SL(2,R)× SL(2,R))/{±(12 × 12)} ≃ O0(2, 2)

本稿では, 最初に古典型Lie群とLie環の分類をDynkin図形及びVogan図形と共に与え
ることから始める. その次にHelgason [He]に従い低次元Lie環のAccidental同型の表を
与え, それに相当する Lie群のレベルでの Accidental同型を与える. 最後に Accidental

同型が関わる, 低次元 Lie群上の保型形式のリフティングについて概説する.
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2 古典型単純複素Lie群, Lie環及びその実型式の分類
この節では, 古典型単純 Lie群及び Lie環の記述に必要な実数体上の多元環を導入し,

次に単純 Lie群と Lie環を分類をするためにルート系とそれに付随する Dynkin図形に
ついてHumphrey[Hu]に基づき簡単に復習する. そしてDynkin図形を与えることで古
典型単純複素 Lie群及び Lie環の分類を記述し, 加えて古典複素 Lie群と Lie環の実形式
を与え, それを分類するVogan図形を用意する.

2.1 実数体上の多元環の準備

ここでは, 以降古典型 Lie群及び Lie環を記述するために必要な, 実数体上の多元環と
関連する記号を用意する.

(1) 実数体上の斜体：

よく知られているように, 実数体上の斜体は同型を除いて, 実数体R, 複素数体Cそして
Hamiltonの四元数環Hの３つに限られる. Hは {1, i, j, k}を基底として持ち, {i, j, k}
は以下の関係式で定義される.

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k.

(2) 分裂複素数と不定符号の四元数環：

実数体Rに i′2 = 1を満たす文字 i′を添加して得られる実代数R + Ri′をC′と記す. こ
れを分裂複素数と呼ぶことにする. 実数体上の不定符号の四元数環H′は {1, i′, j′, k′}
を基底として持ち, {i′, j′, k′}は以下の関係式で定義される.

i′
2
= k′

2
= 1, j′

2
= −1, i′j′ = −j′i′ = k′.

これら２つについて以下の実代数としての同型が成り立つ.

C′ ≃ R⊕ R, H′ ≃M(2,R).

ここにM(2,R)は実２次正方行列の成す実代数を表す.

2

38



(3) 行列代数：

Kを (1)と (2)で挙げた実代数のうちのいずれかとする. Kは主対合と呼ばれる位数２
以下の自己同型

K ∋ x→ x̄ ∈ K

を持つ. K = R, Cの時は恒等写像ないしは複素共役であるが他の場合は以下で与えら
れる.

C′ ∋ x+ yi′ 7→ x− yi′ ∈ C′ (K = C′),

H ∋ x = x0 + x1i+ x2j + x3k 7→ x̄ := x0 − x1i− x2j − x3k (K = H),

H′ ∋ x′ = x′0 + x′1i
′ + x′2j

′ + x′3k
′ 7→ x̄ = x′0 − x′1i′ − x′2j′ − x′3k′ (K = H′).

H′の主対合はM(2,R)の主対合

M(2,R) ∋ X =

(
a b

c d

)
7→ ιX :=

(
d −b
−c a

)
∈M(2,R)

と本質的に同じである.

行列代数M(n,K)に対してトレースとノルムを定義する. K = R, C, C′のときは
トレースとノルムはそれぞれ通常のK 上の行列環のトレース Trと行列式 detとする.

K = H, H′の時はM(n,K)の複素化M(n,K)⊗
R
C ≃ M(2n,C) の複素行列代数として

のトレース及び行列式のM(n,K)への制限として定義される. これはM(n,K)の被約
トレース, 被約ノルムと呼ばれ, それぞれ τnK , N

n
K と書くことにする. n = 1のときは単

に τK , NKと書く. これは次のように記述される.

τK(x) = x+ x̄, NK(x) = xx̄ (x ∈ K)

以下では X ∈ M(n,K)に対し, X̄ を X の各成分に主対合を施したものを表すことに
する.

2.2 ルート系の復習 ([Hu, Chap.III. Section 9, 10]参照)

有限次元実ベクトル空間Eを与え, これが内積 (α, β) (α, β ∈ E)を持つとする.

定義 2.1. 実ベクトル空間Eの部分集合Φがルート系であるとは, 以下の公理を満たす
ことである.

(1) 集合Φは有限集合で, Eを張る.

3
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(2) 各 α ∈ Φの定数倍でΦに入るものは±αに限る.

(3) 各 α ∈ Φに付随する鏡映 σα ∈ GL(E)(reflection)はΦを保つ.

(4) 任意の２つの α, β ∈ Φに対して ⟨α, β⟩ := 2(β, α)

(α, α)
∈ Zが成り立つ.

ここで鏡映 σαとは次で定義される.

σα(β) := β − ⟨α, β⟩α (β ∈ E).

これは β = αを−αに移し, αが張る１次元空間の補空間の各元を固定するということ
で特徴付けられる.

ルート系Φは次の条件を満たす部分集合∆を持つ.

(1) ∆はEの基底を与える.

(2) 任意の β ∈ Φは, すべてが負でないあるいはすべてが正でない整数 {kα | α ∈ ∆}に
より β =

∑
α∈∆ kααと書ける.

集合∆の元は単純ルートと呼ばれ, 当然 ♯∆ = dimEである.

ルート系Φが既約であるとは, Φが２つの「直交する」部分集合Φ1, Φ2の和集合にな
らないことである. ここでΦ1とΦ2が直交するとは以下が成り立つことである.

α ∈ Φi ⇒ (α, β) = 0 ∀β ∈ Φj (i ̸= j, i, j ∈ {1, 2}).

一般にルート系は既約なルート系の直交和で書けることが知られている. つまりルート
系Φは, 有限個の既約で互いに直交するルート系Φ1, Φ2, · · · ,Φmにより

Φ = Φ1 ⊔ Φ2 ⊔ · · · ⊔ Φm.

と書ける.

2.3 Dynkin図形の説明 ([Hu, Chap.III. Section 11]参照)

ルート系Φと単純ルートの集合∆が与えられたとき, Dynkin図形は以下の要領で記
述される.

• ♯∆個の頂点を与える.

• 各頂点は一つの単純ルートに対応していると考える. ２つの単純ルート α1, α2に
対応する頂点は ⟨α1, α2⟩ × ⟨α2, α1⟩本の線で結ぶ.

• 線で結ばれている２つの頂点の対応するルートが, 内積 (∗, ∗)に関する長さが同じ
でないとき, 線に短い方を向いた矢印を付ける.

4
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既約なルート系に対するDynkin図形について以下の定理が成り立つ.

定理 2.2. 既約なルート系のDynkin図形は以下の９個の系列に分類される.

An, Bn, Cn, Dn, E6, E7, E8, F4, G2

４つの系列An, Bn, Cn, Dnは古典型, 残りの５つのE6, E7, E8, F4, G2は例外型と呼
ばれる.

ここで複素半単純 Lie環の Dynkin図形に話を及ぼす. gを複素半単純 Lie環とする.

Lie環 gのCartan部分代数, つまり gの極大可環部分代数を hとしΦ ⊂ h∗(h∗は hの双
対空間)を gの hに関する固有空間分解に現れる h∗の元全体とする. 集合Φで張られる
実ベクトル空間 h∗Rは gのKilling形式で誘導される内積を持つ. すると前節の抽象的な
ルート系の説明でE = h∗Rとした状況の下, Φはルート系の公理を満たす.

定理 2.3. 複素半単純 Lie環 gが既約, つまり単純 Lie環であるための必要十分条件は,

対応するルート系 Φが既約になることである. Lie環 gの単純 Lie環への直和分解 g =

g1⊕g2⊕· · ·⊕gmに対応してルート系Φは既約なルート系の和集合Φ = Φ1⊔Φ2⊔· · ·⊔Φm

として書ける. ここに 1 ≤ i ≤ mに対しΦiは Lie環 giのルート系である.

よって複素半単純Lie環の分類は複素単純Lie環の分類に帰着されそれはDynkin図形
により分類できることが分かった. Accidental同型は古典型 Lie群の場合を考えれば十
分である. 次節では古典型複素単純 Lie環ないしは Lie群をDynkin図形とともに分類を
与える.

2.4 Dynkin図形の記述

ここでは複素単純 Lie環ないしは Lie群に対する, Dynkin図形を与える. 各々の系列
に対して実形式も与えるが、実形式の具体的な記述は次節で与える. 以下において括弧
の中は Lie環を表す.

1. An-型：SL(n,C) (sl(n,C))

Dynkin図形：

b b b b b b

実形式：

A-I型：SL(l,R) (sl(l,R)),A-II型：SL(m,H) (sl(m,H)),A−III型：SU(p, q) (su(p, q)).
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2. Bn-型とDn-型：SO(2n+ 1,C), SO(2n,C) (so(m,C))

Dynkin図形, B型：

b b b b b b

Dynkin図形, D型：

b b b b b

b

b

実形式：BD-I又はBD-II型：SO(p, q) (so(p, q)), D-III型：SO∗(2n) (so∗(2n)).

3. Cn-型 (cn-型)：Sp(n,C) (sp(n,C))
Dynkin図形：

b b b b b b

実形式：C-I型：Sp(n,R) (sp(n,R)), C-II型：Sp(p, q) (sp(p, q)).

2.5 実形式のリスト

Lie群：

SL(l,R) := {g ∈M(l,R) | det(g) = 1}, SL(m,H) := {g ∈M(m,H) | Nm
H (g) = 1},

SU(p, q) := {g ∈ SL(p+ q,C) | tḡ

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
g =

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
},

SU∗(2n) := {

(
z1 −z̄2
z2 z̄1

)
∈ SL(2n,C) | z1, z2 ∈M(n,C)}(≃ SL(n,H)),

SO(p, q) := {g ∈ SL(p+ q,R) | tg

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
g =

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
},

SO∗(2n) := {g ∈ SU(n, n) | tg

(
0n 1n
1n 0n

)
g =

(
0n 1n
1n 0n

)
},

Sp(n,R) := {g ∈ SL(2n,R) | tg

(
0n 1n
−1n 0n

)
g =

(
0n 1n
−1n 0n

)
},

Sp(p, q) := {g ∈M(p+ q,H) | tḡ

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
g =

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
}.
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但し Sp(p, 0) = Sp(0, p)は Sp(p)と記す.

Lie環：

sl(l,R) := {X ∈M(l,R) | Tr(X) = 0}, sl(m,H) := {X ∈M(m,H) | τmH (X) = 0},

su(p, q) := {X ∈ sl(p+ q,C) | tX̄

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
+

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
X = 0p+q},

su∗(2n) := {

(
z1 −z̄2
z2 z̄1

)
∈ sl(2n,C) | z1, z2 ∈M(n,C)}(≃ sl(n,H)),

so(p, q) := {X ∈ sl(p+ q,R) | tX

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
+

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
X = 0p+q},

so∗(2n) := {X ∈ su(n, n) | tX

(
0n 1n
1n 0n

)
+

(
0n 1n
1n 0n

)
X = 02n},

sp(n,R) := {X ∈ sl(2n,R) | tX

(
0n 1n
−1n 0n

)
+

(
0n 1n
−1n 0n

)
X = 02n},

sp(p, q) := {X ∈M(p+ q,H) | tX̄

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
+

(
1p 0p,q
0q,p −1q

)
X = 0p+q}.

但し sp(p, 0) = sp(0, p)は sp(p)と記す.

2.6 Vogan図形

(1) Vogan図形の説明 ([Kn, Chap.VI, Section 8]参照)

g0を実半単純 Lie環とする. θを g0の Cartan対合とする. つまり θは g0上の位数２の
自己同型で k0 := {X ∈ g0 | θ(X) = X}とするとこれは g0に対応する半単純 Lie群の
極大コンパクト群の Lie環となる. この θによる g0の固有空間分解 g0 = k0 ⊕ p0 (p0 :=

{X ∈ g0 | θ(X) = −X})はCartan分解と呼ばれる.

Vogan図形を導入するためには極大コンパクト次元最大の θ安定な Cartan部分代数
h0, つまり h0の k0との共通集合 h0 ∩ k0の次元が最大となる θ安定なCartan部分代数 h0
が必要である. すると g0のVogan図形は, その複素化 g := g0⊗CのDynkin図形に以下
の付加情報を与えたものとして定義される.

• 各頂点は対応するルートが非コンパクト (つまり h0,Cに関する p0,Cのルート空間
分解に生じる)のときは黒丸とし, コンパクト (つまり h0,Cに関する k0,Cのルート
空間分解に生じる)のときは白丸とする.
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• ２つのルートが θで共役のときは, 対応する頂点を両方向矢印で結ぶ.

注意 2.4. 実形式の分類を記述する図式として佐武図形も有名である ([Sat, §3, 3.4]参
照). Vogan図形の場合と違い, 極大分裂トーラスを含む Cartan部分代数に関するルー
ト系を考えることにより与えられる.

(2) Vogan図形の記述 ([Kn, Appendix C, Section 3]参照)

Dynkin図形 Lie代数 Vogan図形

A2n sl(2n+ 1,R)
bc bc bc bc bc bc

A2n−1 sl(2n,R)
bc bc bc b bc bc bc

A2n−1 sl(n,H) (n ≥ 2)
bc bc bc bc bc bc bc

Ap+q−1 su(p, q) (1 ≤ p ≤ q) bc bc bc b

p

bc bc bc

Bp+q so(2p, 2q + 1) (1 ≤ p ≤ q) bc bc bc b

p

bc bc bc

Bp+q so(2p, 2q + 1) (p > q ≥ 0) bc bc bc b

p

bc bc bc

Cp+q sp(p, q) (1 ≤ p ≤ q) bc bc bc b

p

bc bc bc

Cn sp(n,R)
bc bc bc bc bc bc b

n

Dp+q+1 so(2p+ 1, 2q + 1) (0 ≤ p ≤ q) bc bc bc b

p

bc bc

bc

bc

Dp+q so(2p, 2q) (1 ≤ p ≤ q) bc bc bc b

p

bc bc

bc

bc

Dn so∗(2n) (n ≥ 3) bc bc bc bc bc bc

bc

b

n

注意：

• コンパクトな Lie環 su(q) (Aq−1), so(2q + 1) (Bq), sp(q) (Cq) so(2q) (Dq)に対し
ては黒丸なし.

• Bp+qには２種類書いた. Vogan図形は同じであるが, Cayley変換のリストが違う.

• so(2p + 1, 2q + 1) (0 ≤ p ≤ q)について, so(1, 1), so(1, 3)は除き, p = 0のときは
黒丸なし.

• so(2p, 2q) (1 ≤ p ≤ q)では so(2, 2)を除く.
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3 低次元Lie環の同型 (Accidental同型)

この節では, 最初にHelgason[He]を参考に低次元 Lie環の同型の表を与える. 低次元
Lie環について, Dynkin図形の型は違っても同型ということがあり得る. 本稿ではこの
ような状況を「Accidental同型」と呼ぶことにする. 次に前節で与えたVogan図形を
使ってB2 = C2の場合を例に取り Lie環のAccidental同型を確かめる. 他の場合も同様
に確かめられる.

3.1 同型の表 (参考：[He, Chap.X, Section 6, 4])

A1 = B1 = C1の実形式：

1. su(2) ≃ so(3) ≃ sp(1).

2. sl(2,R) ≃ su(1, 1) ≃ so(2, 1) ≃ sp(1,R).

B2 = C2の実形式：

1. so(5) ≃ sp(2).

2. so(3, 2) ≃ sp(2,R).

3. so(4, 1) ≃ sp(1, 1).

A3 = D3の実形式：

1. su(4) ≃ so(6).

2. sl(4,R) ≃ so(3, 3).

3. su∗(4) ≃ sl(2,H) ≃ so(5, 1).

4. su(2, 2) ≃ so(4, 2).

5. su(3, 1) ≃ so∗(6).

D2 = A1 × A1の実形式：

1. so(4) ≃ so(3)× so(3) ≃ su(2)× su(2) ≃ sp(1)× sp(1).

2. so(3, 1) ≃ sl(2,C).
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3. so(2, 2) ≃ sl(2,R)× sl(2,R).

4. so∗(4) ≃ su(2)× sl(2,R).

その他：

1. so∗(8) ≃ so(6, 2).

3.2 VoganによるAccidental同型の確認 (B2 = C2の場合)

ここではAccidental同型の中でもB2 = C2の場合を取り上げて考えてみる. この場合
は以下の３つの同型がある.

so(5) ≃ sp(2),

so(3, 2) ≃ sp(2,R),
so(4, 1) ≃ sp(1, 1).

C2型の３つの Lie環のVogan図形は以下の通りである.

sp(2) bc bc

sp(2,R) bc b

sp(1, 1) b bc

またB2型の３つの Lie環のVogan図形は以下で与えられる.

so(5) bc bc

so(2, 3) b bc

so(4, 1) bc b

以上を比較するとC2場合はB2の場合の矢印の向きを変えただけである. つまりB2 = C2

の場合の Accidental同型を Vogan図形で確認できた. その他の場合も同様に確かめら
れる.

4 低次元Lie群のAccidental同型
この節では最初に, 第３節で与えた Lie環のレベルのAccidental同型の分類に対応し
て, Lie群のレベルでの Accidental同型の表を与える (その他の更なる例も与える). 次
にその証明について説明する. この節は [Yk, 第１０節]を参考にした. 以下では Lie群
Gに対し, G0はGの単位元の連結成分を表す.
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4.1 低次元Lie群の同型 (Accidental同型)の表

A1 = B1 = C1の実形式：

1. SU(2) ≃ Sp(1) ≃ Spin(3), Sp(1)/{±1} ≃ SO(3).

2. SU(1, 1) ≃ SL(2,R).

3. SL(2,R)/{±12} ≃ SO0(2, 1).

B2 = C2の実形式：

1. Sp(2) ≃ Spin(5), Sp(2)/{±1} ≃ SO(5).

2. Sp(2,R)/{±14} ≃ SO0(2, 3).

3. Sp(1, 1)/{±12} ≃ SO0(4, 1).

A3 = D3の実形式：

1. SU(4)/{±14} ≃ SO(6).

2. SL(4,R)/{±14} ≃ SO0(3, 3).

3. SU∗(4) ≃ SL(2,H), SL(2,H)/{±12} ≃ SO0(5, 1).

4. SU(2, 2)/{±14} ≃ SO0(4, 2).

5. SU(3, 1)/{±14} ≃ SO∗(6).

D2 = A1 × A1の実形式：

1. SO(4) ≃ (Sp(1)× Sp(1))/{±(1, 1)}.

2. SO0(3, 1) ≃ SL(2,C)/{±12}.

3. SO0(2, 2) ≃ (SL(2,R)× SL(2,R))/{±(12, 12)}.

4. SO∗(4) ≃ (Sp(1)× SL(2,R))/{±(1, 12)}.

その他 I (上以外)：

1. SO∗(8)/{±1} ≃ SO0(6, 2)/{±18}.
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その他 II (複素 Lie群どうしの場合)

1. SL(2,C)/{±12} ≃ SO(3,C).

2. (SL(2,C)× SL(2,C))/{±(12, 12)} ≃ SO(4,C).

3. Sp(2,C)/{±14} ≃ SO(5,C).

4. SL(4,C)/{±14} ≃ SO(6,C).

その他 III (similitude因子付きの場合)

1. PGL(2,R)(:= GL(2,R)/R×) ≃ SO(2, 1).

2. PGSp(2,R)(:= GSp(2,R)/R×) ≃ SO(2, 3).

3. PGSp(1, 1)(:= GSp(1, 1)/R×) ≃ SO(4, 1).

4. PGL(2,H)(:= GL(2,H)/R×) ≃ SO(5, 1).

5. (GL(4,R)× R×)/{(z, z−2) | z ∈ R×} ≃ GSO(3, 3).

6. (GL(2,H)× R×)/{(z, z−2) | z ∈ R×} ≃ GSO(5, 1).

7. (GSp(1)×GSp(1))/{(z, z−1) | z ∈ R×} ≃ GSO(4).

8. (GSp(1)×GL(2,R))/{(z, z−1) | z ∈ R×} ≃ GSO∗(4).

＊偶数次数mの非退化対称行列Qで定義される similitude因子付き直交群GO(Q), GSO(Q)

は以下で実現できる.

GO(Q) := {g ∈ GL(m,R) | tgQg = ν(g)Q, ν(g) ∈ R×},
GSO(Q) := {g ∈ GO(Q) | det(g) = ν(g)

m
2 }.

4.2 証明

この節ではまず, Accidental同型の典型例である以下の命題を証明する. 他の多くの
場合も同様に証明できる.

命題 4.1.

SL(2,R)/{±12} ≃ SO0(2, 1), Sp(2,R)/{±14} ≃ SO0(2, 3)
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命題を証明するにあたり, 次の補題が基本的である.

補題 4.2. GとG′を線形 Lie群とし, f : G→ G′を連続準同型写像とする. 以下の３つ
の条件が成り立つとする.

(i) G′は連結である.

(ii) Ker f は離散的である.

(iii) g, g′をそれぞれG, G′の Lie環とすると dim g = dim g′.

このとき, 位相群（もっと言えばC∞-Lie群）としての同型

G/Ker f ≃ G′

が成立する.

証明 . まず f の微分 df が引き起こす Lie環の準同型写像

df : g→ g′

を考える. (ii)の条件から dimKer df = 0であることが分かり df は単射だが, (iii)より
dim g = dim g′なので, dfは同型写像である. G′の連結性からG′の任意の元は g′の元の
指数写像で書ける. よって f が全射であることが分かる. したがって位相群の準同型定
理よりG/Ker f ≃ G′が証明できる.

命題の証明 . (V,Q)で２次形式Q付き有限次元実ベクトル空間V を表すとする. O(V,Q) :=

{g ∈ GL(V ) | Q(gv) = Q(v), ∀v ∈ V }を (V,Q)が定める直交群とする. 証明は次の３
つのステップに分けて与えられる.

(1) (V,Q)の指定：

(V1, Q1) := ({X ∈M(2,R) | tX = X}, det),

(V2, Q2) := ({T ∈M(4,R) | T

(
02 12
−12 02

)
が歪対称, TrT = 0},Tr)

とする. ここにTrは以下により V2上の２次形式と見ている.

V2 ∋ X 7→ Tr(X2)

このとき
O(V1, Q1) ≃ O(2, 1), O(V2, Q2) ≃ O(2, 3)

となる.
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(2) f : G→ O(V,Q) (G = SL(2,R), Sp(2,R))の指定：

G = SL(2,R), Sp(2,R)に対して f : G→ O(Vi, Qi) (i = 1, 2)を次のように指定する.

f(g)v :=

{
gvtg (i = 1, g ∈ SL(2,R), v ∈ V1)
gvg−1 (i = 2, g ∈ Sp(2,R), v ∈ V2)

.

SL(2,R), Sp(2,R)は連結である. 実際, 線形 Lie群の連結性は極大コンパクト部分群の
連結性より従う ([Kn, p117], [Yk, p61]参照)が　 SL(2,R)と Sp(2,R)の極大コンパク
ト群 SO(2)と Sp(2,R) ∩O(4) ≃ U(2)は連結である. よって f の像も連結である.

(3) 補題 4.2の適用：

Ker f = {±1}であることが直接計算で確かめられる. 前節で与えた Lie環の同型

sl(2,R) ≃ so(2, 1), sp(2,R) ≃ so(2, 3)

を考慮すると補題 4.2が適用できることが分かり, 求める Lie群の同型が示される.

4.3 他の場合

その他同様に証明できる場合のいくつかについて, (V,Q)の指定の仕方と, 準同型 fの
定義のみを示す. 以下に現れる記号については 2.1節を参照されたい.

• Sp(1)/{±1} ≃ SO(3):

(1) (V,Q)の指定:

V := {x ∈ H | x+ x̄ = 0}, Q := NH.

(2) f の定義:

f(g)v := gvḡ (g ∈ Sp(1), v ∈ V ).

• Sp(2)/{±1} ≃ SO(5):

(1) (V,Q)の指定:

V := {

(
ξ x

x̄ −ξ

)
| ξ ∈ R, x ∈ H}, Q := −N2

H.

(2) f の定義:

f(g)v := gvtḡ (g ∈ Sp(2), v ∈ V ).
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• Sp(1, 1)/{±1} ≃ SO0(4, 1):

(1) (V,Q)の指定:

V := {X ∈M2(H) | tX̄ = IXI, τ 2H(X) = 0}, Q := −N2
H.

ここに I :=

(
1 0

0 −1

)
と定義する.

(2) f の定義:

f(g)v := g−1vg (g ∈ Sp(1, 1), v ∈ V ).

• SU(4)/{±14} ≃ SO(6):

(1) (V,Q)の指定:

V := {

(
X Y

−tY −X̄

)
| X =

(
0 ξ

−ξ 0

)
, Y =

(
−b a

−ā −b̄

)
, a, b, ξ ∈ C}, Q := N.

ここに v ∈ V に対し, N(v) :=
1

4
Tr(vtv̄)と定義する.

(2) f の定義:

f(g)v := gvtg (g ∈ SU(4), v ∈ V ).

• SU(2, 2)/{±14} ≃ SO0(4, 2):

(1) (V,Q)の指定:

V := {

(
X Y

−tY −tX̄

)
| X =

(
0 ξ

−ξ 0

)
, Y =

(
−b a

ā b̄

)
, a, b, ξ ∈ C}, Q := N.

ここに v ∈ V に対し, N(v) := −1

4
Tr(I2vI2

tv̄) (I2 :=

(
12 02
02 −12

)
)と定義する.

(2) f の定義:

f(g)v = gvtg (g ∈ SU(2, 2), v ∈ V ).

• SL(4,R)/{±14} ≃ SO0(3, 3):

この場合については分裂複素数C′を用意し, 同型 SL(4,R) ≃ SU(4,C′)(C′係数の
行列サイズ４の定符号ユニタリー群)により, SL(4,R)を SU(4,C′)に置き換えて
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考える.

(1) (V,Q)の指定:

V := {

(
X Y

−tY −tX̄

)
| X =

(
0 ξ

−ξ 0

)
, Y =

(
−b a

−ā −b̄

)
, a, b, ξ ∈ C′}, Q := N.

ここに v ∈ V に対しN(v) :=
1

4
Tr(vtv̄)と定義する.

(2) f の定義:

f(g)v = gvtg (g ∈ SU(4, ,C′) ≃ SL(4,R), v ∈ V ).

• (Sp(1)× Sp(1))/{±(1, 1)} ≃ SO(4):

(1) (V,Q)の指定:

V := H, Q := NH.

(2) f の定義:

f((g1, g2))v := g1vḡ2 ((g1, g2) ∈ Sp(1)× Sp(1), v ∈ V ).

• SL(2,C)/{±12} ≃ SO0(3, 1):

(1) (V,Q)の指定:

V := {X ∈M(2,C) | tX̄ = X}, Q := det .

(2) f の定義:

f(g)v = gX tḡ (g ∈ SL(2,C), v ∈ V ).

• (SL(2,R)× SL(2,R))/{±(12, 12)} ≃ SO0(2, 2):

(1) (V,Q)の指定:

V :=M(2,R), Q = det .

(2) f の定義:

f((g1, g2))v := g1v
tg ((g1, g2) ∈ SL(2,R)× SL(2,R), v ∈ V ).

• (Sp(1)× SL(2,R))/{±(1, 12)} ≃ SO∗(4):

H′ を R上の不定符号四元数環とし H′
C をその複素化とする. このとき Sp(1)は
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{x ∈ H | NH(x) = 1}と同一視し, SL(2,R)はSp(1, NH′) := {x ∈ H′ | NH′(x) = 1}
と同一視して考える. そして SO∗(4)は以下の同型な群に置き換えて与える.

{X ∈ SL(4,C) |

(
J 02
02 J

)
X = X̄

(
J 02
02 J

)
, tXX = 14}. (J =

(
0 1

−1 0

)
)

(1) (V,Q)の指定:

V = H′
C, Q = NH′,C.

ここにNH′,CはNH′が定めるH′上の実２次形式を, C係数に伸ばしてH′
C上の複素

２次形式と見なしたものである.

(2) f の定義:

f((g1, g2))v := g1vḡ2 ((g1, g2) ∈ Sp(1)× Sp(1,H′), v ∈ V ).

ここに定符号四元数環HをH′
C(≃ M(2,C))の部分環と見なした上で, g1 ∈ {x ∈

H | N(x) = 1} = Sp(1)を v ∈ H′
Cに左から掛けている.

4.4 注意

• SO∗(8)/{±18} ≃ SO0(6, 2)/{±18}について:

これは例えば [F-H, Section 3]で証明が与えられている. SO∗(4n)は次の群と同型
である.

{g ∈M2n(H) | tḡ

(
0n 1n
−1n 0n

)
g =

(
0n 1n
−1n 0n

)
}.

これは n ≥ 3のとき次数 nの四元数上半空間の双正則自己同型群である. [F-H]で
は SO∗(8)/{±18}が, 次数 2の四元数上半空間の双正則自己同型群における指数２
の部分群とみなせること ([Kr, Theorem 1.8] 参照)に注目して上の同型を証明し
ている.

• 複素 Lie群どうしの場合のAccidental 同型については証明を与えなかったが, 4.2

節で与えた議論と同様に証明できる ([Yk, 10節]参照). 3.1節の表に書いている
Dynkin図形の一致は複素 Lie環のAccidental同型を示している.

• similitude因子付きの場合は証明なしで与えたが, 基本的には上の写像 f を修正す
ることで与えられる. この場合はLie群が連結ではない場合がしばしばなので注意
が必要である. similitude群を考える利点として, 例えばHecke作用素の保型形式
への作用を考えるとき, 半単純群ではなく similitude群にして考える方がよい場合
が多々ある.
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• Clifford代数を使った証明が [E-G-M]で与えられている. この論文では “Vahlen

群”というClifford代数係数の２次正方行列の中に実現されるLie群を考え,それが
Spin群と同型であることを示している. Clifford代数の次元が低い場合で Vahlen

群が様々な古典群と同型であることが示されており ([E-G-M, Section 6]参照), そ
れは上に挙げた直交群が関わるAccidental同型をカバーしている. 例えば 4.2, 4.3

節で触れなかった SL(2,H)/{±1} ≃ SO0(5, 1), SU(3, 1)/{±14} ≃ SO∗(6)に相当
することも扱っている.

• 保型形式をアデール群上で考えたい人にとっては, 代数群のレベルでのAccidental

同型を知りたいであろう. この報告書では詳しく取り上げないが, 代表的なものを
ここに列挙する.

(i) E× ≃ GSO(E,NE/F ) (E/F：２次拡大体, NE/F：ノルム形式).

(ii) (B× ×B×/{(z, z−1) | z ∈ GL(1)} ≃ GSO(B,NB) (B：総実体上の定符号四元
数環, NB：ノルム形式).

(iii) PGL(2) ≃ SO(2, 1).

(iv) PGSp(2) ≃ SO(2, 3).

(v) PGSp(1, 1) ≃ SO(4, 1).

(vi) PGL(2, B) ≃ SO(5, 1) (B：総実体上の定符号四元数環).

(vii) (GL(4)×GL(1))/{(z, z−2) | z ∈ GL(1)} ≃ GSO(3, 3).

(viii) (GL(2, B)×GL(1))/{(z, z−2) | z ∈ GL(1)} ≃ GSO(5, 1).

(iv) (GL(2)×GL(2))/{(z, z−1) | z ∈ GL(1)} ≃ GSO(2, 2).

(x) (B× ×GL(2))/{(z, z−1) | z ∈ GL(1)} ≃ GSO∗(4).

5 低次元Lie群上の保型形式のリフティング
実シンプレクティック群の中の簡約実 Lie群の (既約な)dual pairは以下の４つに分類
されることが知られている.

GL(m,D)×GL(m′, D), Sp(m,R)×O(p, q), U(m,n)×U(m′, n′), Sp(p, q)×O∗(2n).

ここに Dは実数体上の斜体を表す. つまり実数体 R, 複素数体 Cまたは Hamiltonの
四元数環Hである.　よく知られた保型形式のリフティングに「テータリフト (または
テータ対応)」([Mat]参照) が関わっているものが少なくないが, これは上述の dual pair

に対して考えられるものである. 導入でも述べたように低次元 Lie群上の保型形式が
関わるリフティングについてテータリフトが関係する場合, Accidental同型を使ってど
の dual pairに対するテータリフトなのかを理解する必要がしばしばある. この節では,
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まず低次元 Lie群の保型形式のリフティングでテータリフトが関わるものを, 関係する
dual pair毎に分けて概説する. 多くの場合楕円保型形式が関わっているが, そのために
SL(2,R) = Sp(1,R)であることを注意しておく. 次に, 説明した各リフトについてその
重さの対応と関連するテータ対応による解釈を表にしたのもを与える.

5.1 低次元Lie群上の保型形式のリフティング概説

(1) SL(2,R)×O(2, 1)の場合

• 使うAccidental同型：SL(2,R)/{±12} ≃ SO0(2, 1)(= O0(2, 1)).

• リフティング：重さ半整数の楕円保型形式から重さ整数の楕円保型形式 (志村
[Shim], 丹羽 [Ni]), 重さ整数の楕円保型形式から重さ半整数の楕円保型形式 (新
谷 [Shin-1]).

• コメント：重さ半整数楕円保型形式のHecke理論を確立するとともに, その後「志
村対応」と呼ばれることになる, 重さ半整数から重さ整数楕円保型形式へのHecke

作用素と可換な対応の存在を指摘した最初の論文が志村 [Shim]である. その後新
谷 [Shin-1]による重さ整数から重さ半整数楕円保型形式へのリフトのWeil表現を
使った定式化が与えられ,丹羽 [Ni]によって志村対応のWeil表現を用いた再定式化
が与えられている. その後Maass形式の場合への拡張がいくつか与えられる ([K-

S], [Ko]など). 保型表現の文脈で最も一般的な理論を与えたのがWaldspurger[W]

である. 志村対応については坂田氏の解説 [Sak]も参照されたい.

(2) SL(2,R)×O(2, 3)の場合

• 使うAccidental同型：Sp(2,R)/{±14} ≃ SO0(2, 3)(= O0(2, 3)).

• リフティング：重さ半整数楕円保型形式から次数２の正則ジーゲルカスプ形式 (黒
川 [Kur], Andrianov[An], Maass[Ma], Zagier[Za-1]).

• いわゆる「斉藤-黒川リフト」である. 楕円カスプ形式で成り立つ Ramanujan-

Petersson予想の反例をジーゲル保型形式の場合で見つけ, 楕円保型形式からの
リフティングの存在を予想した論文が黒川 [Kur]である. その証明はMaass[Maa],

Zagier[Za-1]よって与えられた. もともとの斉藤-黒川リフトはレベル１の正則ジー
ゲル保型形式へのリフトである. レベル付きの斉藤-黒川リフトについては伊吹山
[Ib]を参照されたい. 保型表現による定式化についてはPiatetski-Shapiro[Ps]など
を参照してください.
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(3) Sp(2,R)×O(4)の場合

• 使うAccidental同型：(Sp(1)× Sp(1))/{±(1, 1)} ≃ SO(4)

• リフティング：四元数環の乗法群上の２つの保型形式の組から次数２の正則ジー
ゲル保型形式 (吉田 [Ys]).

• いわゆる「吉田リフト」ある. Abel曲面の Hasse-Weil L-関数と同じ L-関数を持
つジーゲル保型形式の例をこの吉田リフトで与えることができる. これについて
は [Ok]なども参照されたい.　吉田リフトの非消滅の詳しい研究について [B-S]が
ある.

(4) SL(2,R)×O(2, 2)の場合

• 使うAccidental同型：(SL(2,R)× SL(2,R))/{±(12, 12)} ≃ SO0(2, 2)

• リフティング：楕円保型形式から次数２の総実代数体上のHilbert保型形式 (土井-

長沼 [D-N]).

• 有限次代数体のDedekindゼータ関数が下の代数体のゼータ関数ないしはL関数の
積に分解するという事実が保型L関数でも成り立つであろうという期待から生じた
のが,いわゆる「ベースチェンジリフト (Base change lift)」である ([La], [Sat], [Shin-

2]など). [D-N]は次数２の総実代数体という特別な場合を扱っているが, これが
上の Accidental同型に気をつけるとテータリフトとして定式化できることが分
る ([Kud-1]). 関連する文献としてリフティングを与える積分核を分かりやすい形
で与え, それに関する “Zagier identity”をつかって土井-長沼リフトを再定式化し
た [Za-1]も挙げておく.

(5) SL(2,R)×O(3, 1)の場合

• 使うAccidental同型：SL(2,C)/{±12} ≃ SO0(3, 1)(= O0(3, 1))

• リフティング：楕円保型形式から３次元双曲空間 (または SL(2,C))上の実解析的
保型形式 (浅井 [As])

• 土井-長沼リフトの虚２次体版で, ここでは「浅井リフト」と呼ぶ. ３次元双曲空
間は複素解析的でなく, その上には正則保型形式は存在しない. 関連する論文とし
ては [Fr]などがある.
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(6) U(1, 1)× U(1, q)の場合

• 使うAccidental同型：SU(1, 1) ≃ SL(2,R)

• リフティング：楕円保型形式から複素超球 (または SU(1, q))上の正則保型形式へ
のリフト (Kudla [Kud-2]).

• 「Kudlaリフト」と呼ばれる. このリフトの詳しい研究は q = 2の場合で, [Kud-

3], [M-S]などがある.

(7) O∗(4)× Sp(1, q)の場合

• 使うAccidental同型：SO∗(4) ≃ (Sp(1)× SL(2,R))/{±(1, 12)}

• リフティング：楕円保型形式と定符号四元数環の乗法群上の保型形式の組から
Sp(1, q)上の非正則保型形式へのリフト.

• 荒川恒男氏が,未発表のノートの中で, Kudlaリフトの四元数ユニタリー群Sp(1, q)

の場合に対する類似として当初は楕円保型形式からのリフティングという定式化
で与えられたが, 楕円保型形式と定符号四元数環の乗法群上の保型形式との組から
のテータリフトとして考えると自然である. 荒川氏のテータリフトは無限素点で
四元数離散系列表現を生成するという表現論的特徴付けを持ち ([Na]), 非正則であ
りながら正則保型形式と振舞いが似ている.

(8) その他注意：

• 菅野氏の報告書で取り上げられた「織田リフト」([Od], [Su])は,上述の (1), (2), (4)

のリフトをカバーするものである. これは単にこれら 3つのリフティングの拡張
というだけでなく, 持ち上げられる楕円保型形式のフーリエ係数の観点からリフ
ティングのフーリエ係数を書く公式, そして土井-長沼リフトの研究で与えられた
Zagier identity ([Za-1]参照)の IV型対称領域への拡張などリフティングの詳しい
研究も与えている.

• 最近のGan-Takeda[G-Tk]とGan-Tantono[G-Tn]による次数２の similitude因子
付きシンプレクティック群 ([G-Tk], [G-Tn]ではGSp(4)と記している)とその内部
形式に対する非アルキメデス局所体上の局所Langlands対応の結果は, 低次元の一
般線形群と古典群とのAccidental同型 (4.4節 注意参照)及びテータ対応を巧みに
使って証明している. Accidental同型のよい応用例として参照を勧める.
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5.2 低次元Lie群上の保型形式のリフティングの表

以下では 5.1節で概説したリフティングについての関連するテータ対応や保型形式の
重さの対応について明示した表を与える. ２つの実Lie群G1とG2について, “G1 ∼ G2”

はG1とG2が同種であることを意味し, “G1 → G2”はG1の既約許容表現の同値類から
G2のそれへのテータ対応という意味に解釈する. レベルの対応については各々の文献を
参照されたい.

保型形式のレベルでの対応 テータ対応による解釈

志村 (丹羽)対応 S(1)

k+ 1
2

→ S(1)
2k

˜SL(2,R)→ O(2, 1)(∼ SL(2,R))

新谷リフト S(1)
2k → S

(1)

k+ 1
2

O(2, 1)(∼ SL(2,R))→ ˜SL(2,R)

斉藤-黒川リフト S(1)

k+ 1
2

→ S(2)
k+1

˜SL(2,R)→ O(3, 2)(∼ Sp(2,R))

土井-長沼リフト S(1)
k → SHilb

(k,k) SL(2,R)→ O(2, 2)(∼ SL(2,R)× SL(2,R))
浅井リフト S(1)

k → A
1
2
(k2−1)

2k+1 (SL(2,C)) SL(2,R)→ O(3, 1)(∼ SL(2,C))
吉田リフト Ak1(B×)×Ak2(B×)→M(2)

(l1,l2)
O(4)(∼ H×/R× ×H×/R×)→ Sp(2,R)

織田リフト (even) S(1)
k−n+1 → S

IV,2n
k SL(2,R)→ O(2n, 2)

織田リフト (odd) S(1)

k−n+1+ 1
2

→ SIV,2n−1
k

˜SL(2,R)→ O(2n− 1, 2)

Kudlaリフト S(1)
µ−ν+1−q →M I,q

(µ,ν) SL(2,R) ≃ SU(1, 1)→ SU(1, q)

荒川リフト S(1)
k ×Ak(B×)→ SQDS

(0,k)(Sp(1, q)) SO∗(4)(≃ SL(2,R)×H×/R×)→ Sp(1, q)

記号：

• k, k1, k2, µは正の整数, νは非負整数.

• ˜SL(2,R)：SL(2,R)の２重被覆群.

• S(1)
κ ：重さ整数 κの楕円カスプ形式の空間.

• S(1)

κ+ 1
2

：重さ半整数 κ+ 1
2
の楕円カスプ形式の空間.

• M(2)
∗ ：重さ ∗の次数２の正則 Siegel保型形式の空間 (吉田リフトにおいてはベク

トル値の重さの場合 (l1, l2) = (k1 + k2 + 2, k1 − k2 + 2), k1 ≥ k2を含む).

• S(2)
∗ ：重さ ∗の次数２の正則 Siegelカスプ形式の空間.

• SHilb
(κ,κ)：重さ (κ, κ)の (正則)Hilbertカスプ形式の空間.

• Aλk(SL(2,C))：最高ウェイト kの SU(2)の表現を重さに持ち, Casimir作用素に関
する固有値 λの SL(2,C)上の保型形式の空間.
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• Ak(B×)：最高ウェイト kの SU(2) ≃ {x ∈ H | NH(x) = 1}の既約表現を重さに持
つ有理数体上の定符号四元数環の乗法群B×上の保型形式の空間 (実際にはBは
総実体上で考えられるが, 簡単のためここでは有理数体を定義体とする).

• M I,q
(µ,ν)：重さ (µ, ν)の q次元複素超球 (I型領域)上の正則カスプ形式の空間 (「重さ

(µ, ν)」の意味は [Kud-2, Section 4]参照. Kudlaリフトにおいてはµ−ν > 2q+1).

• SIV,mk ：重さ kのm次元 IV 型対称領域上の正則カスプ形式の空間 (織田リフトに
おいて k > 2n+ 2(evenの場合)または k > 2n+ 1(oddの場合)).

• SQDS
(0,k)(Sp(1, q))：重さ (0, k)の Sp(1, q)の四元数離散系列表現を生成するカスプ形
式の空間 (荒川リフトにおいて k > 4q + 2, q = 1ならば k > 4q = 4とできる).
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Mass., 1981.

26

62



Siegel保型形式の Hecke理論

軍司圭一

1 はじめに

本稿では Siege保型形式に対してどのように Hecke作用素や L関数が定義されるかについて解

説する．一変数保型形式の場合，L関数は Fourier係数から定まる Dirichlet級数として定義され，

それが Hecke作用素の固有値であれば Euler積表示を持つという見方をされることが多い．しか

し多変数の場合での L関数はむしろ Euler積表示の方であり，一般には必ずしも Fourier係数と関

係づけられるわけではない．

多変数の場合の Hecke理論を古典的に扱おうとすると，複雑というよりもむしろ煩雑であり，な

かなかすっきりと解説してある教科書は少ない．[Fr] などが標準的である．Andrianov の最近出

された教科書 [An2]は，以前の教科書に比べれば，ややコンパクトにまとまっていると思う．

本稿では古典的な両側剰余類での Hecke作用素の定義をまず行った後，一般論を意識した形で

Satake同型，L関数の定義と繋がるような構成をしたつもりである．その際に van der Geerの記

事 ([vG])が非常に役に立った．より一般の立場での L関数の定義については，[Na1]や [Yo]に解

説がある．

2 古典的な Hecke環の定義

以下の記号を定義する．

Jn =

(
0 −1n
1n 0

)
, Γ = Γn = Sp(n,Z) = {γ ∈ GL(2n,Z) | tγJnγ = Jn}

G = GSp(n,Q)+ = {g ∈M2n(R) | tgJng = ν(g)Jn, ∃ν(g) ∈ R>0} (2.1)

このとき任意の g ∈ Gに対して g−1Γg は Γ と commensurableになることが知られている．すな

わち
[Γ : Γ ∩ g−1Γg] <∞, [g−1Γg : Γ ∩ g−1Γg] <∞

が成り立つ．

Γ に関する Gの Hecke環H(Γ,G) = H(Γ,G)C を次のようにする．まず集合としては両側剰余
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類の C係数形式線形和として

H(Γ,G) =

∑
i: 有限

ai(ΓgiΓ )

∣∣∣∣ gi ∈ G, ai ∈ C


と定める．これに環構造を以下の要領で入れる: L(Γ,G) = {

∑
i:有限 ai(Γgi) | gi ∈ G, ai ∈

C} を左剰余類の形式線形和のなす C-ベクトル空間とする．これには Γ による自然な右作用

(γ,
∑
i ai(Γgi)) 7→

∑
i ai(Γgiγ) がある．この作用による不変部分空間を L(Γ,G)Γ とすると，

L(Γ,G)Γ には (∑
i

ai(Γγi)

)(∑
j

bj(Γδj)

)
=
∑
i,j

aibj(Γγiδj)

で積が入る．一方 C-ベクトル空間の同型

H(Γ,G) ≃ L(Γ,G)Γ , Γ gΓ =

r∪
i=1

Γgi に対して ΓgΓ 7→
r∑
i=1

Γgi

があるので (全単射 Γ\ΓgΓ ≃ Γ ∩ g−1Γg\Γ より [ΓgΓ : Γ ] < ∞ に注意)，この同型を通して

H(Γ,G)に積を入れることができる．

命題 2.1 H(Γ,G)は可換環である．

証明には以下の補題を使う．

補題 2.2 任意の g ∈ Gに対して両側剰余類 ΓgΓ の代表元として

diag(a1, . . . , ag, d1, . . . , dg) aidi = ν(g), ai|ai+1, ag|dg

の形の元が一意的にとれる (ν(g)の定義は (2.1))．

証明は例えば [An1, Theorem 3.28]を参照のこと．

命題 2.1 の証明 G 上の involution ∨ を g =

(
A B

C D

)
∈ G に対して g∨ =

(
tD −tB
−tC tA

)
=

ν(g)g−1 として定める．特に α が対角行列であれば α∨ = JnαJ
−1
g となるので，補題より任意の

g ∈ Gに対して ΓgΓ = Γg∨Γ が成り立つ．∨が積の順番を入れ替える対合であるので命題の主張
を得る．

このようにして定めた Hecke環は，各素数ごとの Hecke環に分解することができる．すなわち

G(p) = G ∩GL(2n,Z[1/p])と定めると

H(Γ,G) =
⊗
p:素数

Hp, Hp = H(Γ,G(p))

が成り立つ．特に g ∈ G(p) に対しては ν(g)は pべきになることに注意．

この性質より，Hp の構造を調べればよいことが分かるが，それには以下の命題が成り立つ．
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命題 2.3

T (p) = Γ

(
1n 0
0 p1n

)
, Ti(p

2) = Γ


1i

p1n−i
p21i

p1n−i

Γ (0 ≤ i ≤ n)

と定める．このとき
Hp = C[T (p), Ti(p

2) (1 ≤ i ≤ n)]

が成り立つ．

(cf. [An1, Theorem 3.40])

この命題で Hecke環の生成元は分かったが，より明快な環構造を決めるために，次節で Satake

同型と呼ばれる同型射を定義することにする．

3 局所 Hecke環と Satake同型

以下の記号を定義する．

Gp = GSp(n,Qp), Kp = Gp ∩GL(2n,Zp)

Hp =

{
ϕ : Gp → C

∣∣∣∣ ϕは両側Kp-不変 i.e. ϕ(k1gk2) = ϕ(g), ∀k1, k2 ∈ Kp

ϕは局所定数かつコンパクト台を持つ

}
Hp には convolution

ϕ1 ∗ ϕ2(h) =

∫
Gp

ϕ1(g)ϕ2(g−1h)dg

で積が入り，C-代数の構造を持つ．このとき以下の補題が成り立つことが容易に分かる．

補題 3.1
Hp = H(Γ,G(p)) ≃ Hp, Γ gΓ 7→ ch(KpgKp)

なる C-代数としての同型がある．

以下Hp の構造を調べるが，そのために代数群 GSp の部分群を次で定義する．

T = {diag(u1, . . . , ug, v1, . . . , vg) | u1v1 = u2v2 = · · · = ugvg} ⊂ GSp

N =


(
A B
0 νtA−1

)
∈ GSp

∣∣∣∣ A =

1

∗
. . .

∗ ∗ 1




このとき P = TN は GSp の minimal parabolic subgroupになっている．

GSp の極大トーラスである T の Hecke環:

Hp(T ) = {ψ : T (Qp)→ C |両側 T (Zp)-不変，局所定数，コンパクト台 }
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の構造は容易に分かる．すなわち T は GL1 の n+ 1個の直積と同型であることから

Hp(T ) = C[X±
0 , X

±
1 , . . . , X

±
n ]

となることが分かる．ここで

X0 = ch

(
T (Zp)

(
1n 0
0 p1n

)
T (Zp)

)
,

Xi = ch

(
T (Zp)

(
Si 0
0 S−1

i

)
T (Zp)

)
, Si = diag(

i
1, . . . , 1, p, 1, . . . , 1)

とおいた．

T の GSp における正規化群を N(T ) = {g ∈ GSp | g−1Tg ⊂ T} で表す．このとき GSp の

Weyl群W = N(T )/T は共役作用で T に作用する．

補題 3.2 群同型 W ≃ Sn n (Z/2Z)n が成り立つ．ここに Sn は n 次対称群であり，T ∋ t =

diag(u1, . . . , un, v1, . . . , vn)に対して n元集合 {(u1, v1), (u2, v2), . . . , (un, vn)}の置換として作用
する．また (Z/2Z)n ∋ εi(第 i成分のみ 1で他は 0である元)は ui と vi との入れ替えとして作用

する．

W は T に作用するから，自然に T の Hecke環 Hp(T )にも作用している．補題より Hp(T ) =

C[X±
0 , X

±
1 , . . . , X

±
n ]へのW = Sgn (Z/2Z)n の作用は，Sg はX1, . . . , Xn の置換として作用し，

(Z/2Z)n ∋ εi の作用は 
X0 7−→ X0Xi

Xi 7−→ X−1
i

Xj 7−→ Xj (j ̸= i)

で与えられることが分かる．Hp(T )のW -不変部分代数をHp(T )W で表す．

Hp からHp(T )への C-代数の準同型 (Satake変換)を以下で定義する．

S : Hp → Hp(T ), S(f)(g) = δ(t)1/2
∫
N

f(tn) dn

ここで δ(t)はmodulus関数と呼ばれ，n = Lie(N)としたときに

δ(t) = | det(Adn (t)|p

で与えられる．具体的には t = diag(u1, . . . , ug, u0u
−1
1 , . . . , u0u

−1
n )に対して

δ(t) = u
−n(n+1)/2
0 u21u

4
2 · · ·u2nn

である．

定理 3.3 Satake変換は C-代数の同型

Hp ≃ Hp(T )W = C[X±
0 , X

±
1 , . . . , X

±
n ]W

を引き起こす．
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原論文は [Sa]である．一般的に証明するには，p進代数群の構造定理である Bruhat-Tits理論が

必要であり，すべてを理解するのはなかなか難しい．個人的には [Ca]の証明が読みやすいと思う．

これによって Hp の構造が分かったが，実際に同型射を直接書き下すこともできる．まず
M ∈ Gp に対して，両側剰余類KMK は

KMK =
⨿
i

MiK, Mi =

(
Ai Bi
0 pl tA−1

i

)
, Ai =

p
ri1 0

. . .

∗ prin


と分解される．ここで pl = ν(M)は iによらない数である．

命題 3.4 上記のように分解されるM に対して

ch(KMK) 7→ X l
0

∑
i

n∏
j=1

(p−jXj)
rij

で与えられる写像は，Hp から C[X±
0 , X

±
1 , . . . X

±
n ]W への C-代数の同型射を与える．

注 実は定理 3.3と命題 3.4で与えられる写像は X0 を pべき倍しただけのずれが生じており，定

理 3.3を直接書き下すと

S(ch(KMK)) 7→ pln(n+1)/4X l
0

∑
i

n∏
j=1

(p−jXj)
rij

となる (cf. [AS, Lemma 1])．本稿では古典的な書き方で統一するため，以後同型射を命題 3.4で

とることにする．

4 Siege保型形式の L関数

Hn = {Z ∈ Mn(C) | tZ = Z, Im(Z) > 0 (正定値)}を Siegel上半空間とする．GSp(n,R)+ は

Hn に

g⟨Z⟩ = (AZ +B)(CZ +D)−1 ∈ H, g =

(
A B
C D

)
∈ G

で作用する．g ∈ GSp(n,R)+ 及び k ∈ Zと Hn 上の関数 f に対して

f |kg(Z) = ν(g)nk−n(n+1)/2 det(CZ +D)−kf(g⟨Z⟩) (4.1)

と定める．

定義 4.1 Hn 上の正則関数 f が Γ = Sp(n,Z)に関する重さ k の Siegel保型形式であるとは，次

の条件を満たすことである．

5
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(1) 任意の γ ∈ Γ に対して f |kγ = f が成り立つ．

(2) n = 1のとき，f は cuspで正則，すなわち Fourier展開

f(z) =

∞∑
ν=0

a(ν)e2πiνz

を持つ．

n ≥ 2に対しては (2)に対応する条件は自動的に満たされることが知られている (Koecher原理)．

すなわち f は Fourier展開
f(Z) =

∑
S∗
n∋A≥0

C(A)e2πiTr(AZ) (4.2)

を持つ．ここで S∗
n は半整数対称行列，すなわち対角成分が整数かつそれ以外が半整数の対称行列

全体を表し，A ≥ 0は Aが半正定置であることを示す．さらに f が条件

(3) det(Im(Z))k/2|f(Z)|が有界

を満たすとき f は cusp形式であるという．重さ k の保型形式の空間全体をMk(Γ )，cusp形式の

空間全体を Sk(Γ )で表す．

Siegel保型形式の空間への Hecke環の作用は次で与えられる．H(Γ,G) ∋ ΓgΓ を左剰余類に分
解して ΓγΓ =

∪r
i=1 Γγi としたとき

f |k[ΓgΓ ] =

r∑
i=1

f |kγi

と定める．この作用で，H(Γ,G)はMk(Γ )および Sk(Γ )に作用していることが分かる．

注 [Gu1]と同様に，Siegel保型形式はアデール上に持ち上げることができる．すなわち A = AQ
を Qのアデール環としたとき，分解

GSp(n,A) = GSp(n,Q)GSp(n,R)+
∏
p

GSp(n,Zp)

が成り立つ (強近似定理)．この分解に従って g = γg∞k と書くとき，f ∈ Mk(Γ ) に対して

GSp(n,A)上の関数 φf を

φf (g) = det(Ci+D)−kf(g∞⟨i1n⟩), g∞ =

(
A B
C D

)
と定めることで，保型形式を Siegel上半空間上の関数から GSp(n,A)上の関数に持ち上げること

ができる．このとき定数倍のずれを除いて，g ∈ Gp に対して

f |k[ΓgΓ ] = φf ∗ ch(KpgKp)

6
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が成り立つ．ここで ∗は convolutionであり, GSp(n,A)上の適当な関数 φ,ψ に対して

φ ∗ ψ(g) =

∫
GSp

(n,A)φ(gh)ψ(h−1) dh

と定める．

Sk(Γ )上の Petersson内積 ⟨ , ⟩を以下で定義する．まず Z = X + iY ∈ Hn として Hn 上の測
度 d∗Z を

d∗Z = detY −(g+1)dXdY

で定める．ただし dX 及び dY は通常の Lebesgue測度とする．このとき d∗Z は Sp(n,R)の作用

に関する不変測度になっていることが示される．さて，f, g ∈ Sk(Γ )に対して

⟨f, g⟩ =

∫
Γ\Hn

f(Z)g(Z) det(Y )kd∗Z

とおき，Sk(Γ )に内積を入れる．cusp形式の定義より右辺の積分が収束することがわかる．この

とき ΓαΓ ∈ H(G)に対して
⟨f |kΓαΓ, g⟩ = ⟨f, g|kΓαΓ ⟩

が成り立つ．H(G)は可換環であったから，Sk(Γ )は H(G)の作用に関して同時対角化される．

f ∈ Sk(Γ )を Hecke同時固有関数とする．このとき任意のX ∈ H(G)に関して f |X = λ(X)ff

が成り立つから，命題 3.4により各素数 pに対して

λf : Hp = C[X±
0 , X

±
1 , . . . , X

±
n ]W → C

という準同型がある．C[X±
0 , X

±
1 , . . . , X

±
n ]は C[X±

0 , X
±
1 , . . . , X

±
n ]W 上 integralであるから，λf

は C[X±
0 , X

±
1 , . . . , X

±
n ] → C に持ち上がる: すなわち λf は X0, X1, . . . , Xn の行き先で決まり，

この対応により C-代数としての射 Hp → C全体は，集合

(C×)n+1/W

と同一視できることがわかる．

定義 4.2 f を同時固有関数とする．このとき各素数 pに対して上の同一視を通して定まる (n+ 1)

個の複素数の組
{αp,0, αp,1, . . . , αp,n}

を f の Satakeパラメーターと呼ぶ．

Siegel保型形式の L関数は，上記の Satakeパラメーターを用いて定義される．後に実例を挙げ

るが，一変数の場合，Satakeパラメーターは Hecke作用素の固有値のようなものであり，これら

を用いた無限積が L 関数を与えることになる．直観的な説明としてはWeyl 群不変になるように

積を作ればよいということになるが，以下で定義するものは，もちろんきちんとした意味を持って

いる．
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定義 4.3 (1) f を同時固有関数とし，{αp,0, αp,1, . . . , αp,n}を Satakeパラメーターとする．この

とき 2種類の局所 L因子を

Lpst(f, t) = (1− t)−1
n∏
i=1

(
1− αp,it

)−1(
1− αp,i−1t

)−1

および

Lpspin(f, t) = (1− αp,0t)−1
n∏
r=1

∏
1≤i1<···<ir≤n

(1− αp,0αp,i1 · · ·αp,ir t)−1

で定める．

(2) 同時固有関数 f と s ∈ Cに対して

Lst(f, s) =
∏
p

Lpst(f, p
−s)

Lspin(f, s) =
∏
p

Lpspin(f, p−s)

と定める．右辺は共に Re(s)≫ 0で絶対収束し，この範囲で sに関する正則関数を定める．

Lst(f, s)を standard L関数，Lspin(f, s)を spinor L関数と呼ぶ．

注 spinor L 関数に現れる Euler 因子は次のような特徴付けがある．Lspin(t) で Lspin(f, t) の

αi を Xi に置き換えた C[X±
0 , . . . , X

±
n ]W [t] ≃ Hp[t] の元 (の逆数) を表す．T (pk) を {g ∈ Gp ∩

M2n(Zp) | ν(g) ∈ pk}の特性関数に対応するHp の元とする．このときHp 係数の形式的べき級数

Hn(t) =

∞∑
k=0

T (pk)tk

は，ある次数が 2n − 2の多項式 Pn(t)を用いて

Hn(t) = Pn(t)Lspin(p−n(n+1)/2t)

と表わされる．すなわち上のような母関数の分母部分が spinor L因子である．

注 L関数は代数群 Spn の双対群 (定義は [Yo]参照, そこでは connected L-groupと書かれてい

る)の表現と関係がある．GSpn の双対群は GSpin(2n + 1,C) =
(
C1 × Spin(2n + 1,C)

)
/Z, (Z

は，Spin(2n+ 1,C)の中心の位数 2の元を aと書いたとき (−1, a)で生成される群)であり，スピ

ン群 Spinn は分裂しない完全列

1→ {±1} → Spinn → SOn → 1

で定義される代数群である．
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standard L関数は Spinn+1 から SOn+1 への写像を経由して得られる SOn+1 の standard表現

に対応しており，spinor L 関数は，spin 表現と呼ばれる SOn+1 を経由しない表現に対応してい

る．表現の次数はそれぞれ 2n + 1および 2n であり，これは局所 L因子の次数と一致しているこ

とに注意．

L関数の解析接続・関数等式については以下ことが知られている．

定理 4.1 (Böcheler [Bö]) f ∈Mk(Γn)を同時固有関数とし，εを nが奇数のとき 1，偶数のと

き 0とおく．このとき

Λ(f, s) = (2π)−nsπ−s/2Γ

(
s+ ε

2

) n∏
j=1

Γ(s+ k − j)Lst(f, s)

は全 s-平面に有理型に解析接続し，関数等式

Λ(f, s) = Λ(f,−s)

を満たす．

予想 4.2 f ∈ Mk(Γn) を同時固有関数としたとき，Lspin(f, s) は全 s-平面に有理型に解析接続

され

s←→ nk − n(n+ 1)

2
+ 1− s

の形の関数等式を持つであろう．

この予想は n = 2のときに Andrianov ([An1])によって肯定的に解決されている．

定理 4.3 (Andrianov)

Ψ(f, s) = Γ(s)Γ(s− k + 2)(2π)−2sLspin(f, s)

とおく．このとき Ψ(f, s)は高々有限個の極を除いて全平面に正則に解析接続され，関数等式

Ψ(f, 2k − 2− s) = (−1)kΨ(f, s)

を満たす．

n = 3のとき Asgari-Schmidtによって Lspin の解析接続のみが示されている ([AS])．

5 実例

以下，いくつかの簡単な場合についての L関数の具体形を調べることにするが，その前に重要

な関係式を一つ示しておく．n は一般とし，M = p12n = diag(p, . . . , p) ∈ G をとる．このとき
Satake同型 (3.4)により，

ch(ΓMΓ ) = p−n(n+1)/2X2
0X1 · · ·Xn
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が成り立つ．一方 (4.1)からM は f ∈ Mk(Γ )に fk|M = pnk−n(n+1)f で作用する．よって同時

固有関数 f の Satakeパラメーター {α0, . . . , αn}には，関係式

α2
0α1 · · ·αn = pnk−n(n+1)/2 (5.1)

が成り立つ．

5.1 一変数保型形式の場合

n = 1すなわち Γ = SL(2,Z)のときを考える．通常の Tp 作用素は Γ

(
1 0

0 p

)
Γ の作用であり，

Γ

(
1 0
0 p

)
Γ = Γ

(
p 0
0 1

)
Γ =

(
1 0
0 p

)
Γ ⨿

⨿
0≤b≤p−1

(
p b
0 1

)
Γ

と分解されるから，命題 3.4の写像で X0 + X0X1 ∈ C[X±
0 , X

±
1 ]W に移ることが分かる．よって

f ∈Mk(Γ )を正規化された同時固有関数，T (p)f = λpf とし，Satake prameterを {α0, α1}とす
ると，(5.1)と合わせて

α0 + α0α1 = λp, α2
0α1 = pk−1

を得る．

Lspin(f, s) =
∏
p

(1− α0p
−s)−1(1− α0α1p

−s)−1

=
∏
p

(1− λpp−s + pk−1−2s)

であるから，spinor L関数は通常の保型 L関数 L(f, s)に一致する．なおこのときは Spin3 = SL2

であり，双対群 GSpin(3,C) = GL(2,C)，その spinor表現は GL(2,C)の standard表現に他なら

ない．

一方 standard L関数を考えると

Lst(f, s) =
∏
p

(1− p−s)−1(1− α1p
−s)−1(1− α−1

1 p−s)−1

であるが，1− λpt+ pk−1t2 = (1− α0t)(1− α0α1t)から，

α2
0 = pk−1α−1

1 , α0 · (α0α1) = pk−1, (α0α1)2 = pk−1α1

となるので，

Lst(f, s− k + 1) =
∏
p

(1− α2
0p

−s)−1(1− α2
0α1p

−s)−1(1− α2
0α

2
1p

−s)−1

= L(f, s, Sym2) = ζ(2s− 2k + 2)

∞∑
n=1

a(n2)

ns
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が成り立つ (最後の等式については例えば [Is]などに解説がある)．すなわち standard L関数は 2

次対称積 L関数である．accidental同型から

Spin(3,C) = SL(2,C)
2:1−−→ SO(3,C) ↪→ GL(3,C)

という写像があるが ([Na2]参照: そこでは SL(2,R)
2:1−−→ SO(2, 1)となっているが C係数にして

も全く同じように証明できる) ，これは SL2 の 2次の対称積表現と一致している．これが対称積 L

関数が standard L関数と対応している理由である．

5.2 Eisenstein級数

保型形式として Siegel Eisenstein級数

Enk (Z) =
∑

(A B
C D )∈Γn

∞\Γn

det(CZ +D)−k

を考える．ここに k は k ≥ n+ 2を満たす偶数であり，

Γn∞ =

{(
A B
0 D

)
∈ Γn

}
とする．n = 1の場合には

2ζ(k)E1
k(z) =

∑
(c,d)∈Z2r(0,0)

(cz + d)−k

である．右辺の級数は広義一様絶対収束し，Enk (Z) ∈ Mk(Γn)である．また Enk (Z)は Hecke作

用素の同時固有関数になっている (後述の Zharkovskayaの関係式より従う)．

命題 5.1 Siegel Eisensetein級数 Enk の Satakeパラメーターは

α0 = 1, αi = pk−i (1 ≤ i ≤ n)

ととることができる．

実際 n = 1のときには E1
k の Tp 作用素の固有値が 1 + pk−1 であることより容易に従う．一般

の n に対してこれを証すには，Zharkovskaya の関係式と呼ばれるものを使う．そのためにまず

Siegel保型形式の次数を下げる Φ作用素を次で定義する．

定義 5.1 f ∈Mk(Γn)に対して Φ(f) ∈Mk(Γn−1)を

Φ(f)(z) = lim
λ→∞

f

((
z 0
0 iλ

))
, z ∈ Hn−1

で定義する．
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f の Fourier展開の形 (4.2)に注意すると，右辺の極限は収束し Φ(f)は

Φ(f)(z) =
∑

S∗
n−1∋a≥0

C

((
a 0
0 0

))
e2πiaz

と Fourier展開されることが分かる．特に

Φ(Enk ) = En−1
k

である (cf [Gu2, §3.3]).

定理 5.2 (Zharkovskayaの関係式) C-代数の射 ψ : Hp(Γ
n)→ Hp(Γ

n−1)を

(X0, X1, . . . , Xn−1, Xn) 7−→ (pk−nX0, X1, . . . , Xn−1, p
n−k)

で定める．このとき f ∈Mk(Γn)と T ∈ Hp(Γ
n)に対して

Φ(f |kT ) = Φ(f)|kψ(T )

が成り立つ．

証明は例えば [An2, Theorem 4.19]．

例えば n = 2のとき，Zharkovskayaの関係式より Satakeパラメーターを

α0 = pk−2, α1 = pk−1, α2 = p2−k

としてよいことが分かるが，補題 3.2の記号でW ∋ ε2 を作用させることで，

α0 = 1, α1 = pk−1, α2 = pk−2

とできることが分かる．

命題 5.1より特に

Lst(E
n
k , s) = ζ(s)

n∏
i=1

ζ(s− k + i)ζ(s+ k − i)

が成り立つ．
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Weil表現とHowe duality

松本久義
東京大学 大学院数理科学研究科

この論説は、私の 2011年度整数論サマースクールでのWeil表現および Howe

dualityについての入門講義の内容を紹介したものである。私の力量のせいもあり
Weil表現については話を局所体の場合についてのみ、Howe dualityは実数体の場
合に話を限った。また証明などもほとんどつけることはできなかったが、少しで
もこのテーマを学びたいという人の助けになれば幸いである。
整数論サマースクールに携わった全ての方、なかでも研究代表者として尽力さ
れ、私に講演の機会を与えていただいた軍司圭一氏に感謝の意を表します。

1 Weil表現

1.1 局所体上のFourier変換

以下 F は有限体または非離散的な局所コンパクト体とする. Tで絶対値が 1であ
るような複素数のなす乗法群を表す。また F を加法群と見た時の非自明なunitary

character χF : F → Tを一つ固定しておく。
もちろん χF は一般には cannicalには定まらないのでとにかく一つ選ぶことと
なる。

例 1.1.1 一例として幾つかの具体的な F に対して χF は以下のように選ぶことが
できる。

1. χR(t) = e2πit (t ∈ R).

2. F が p-進体Qpである場合、χQpを χQp(Zp) = 1 および k ∈ Z と、p と互い
に素である整数 v に対して χQp(vp

k) = e2πivp
k
と定めることができる。

3. F がQpの有限次代数拡大であるならば、χF = χQp ◦ TrF/Qp と定めること
ができる。

定義 1.1.2 dx がF 上のHaar測度であるとはF のBorel集合に対して定義された
正則な可算加法的測度であって、加法についての平行移動に関して不変であるこ
とととする。(Haar測度は正の実数倍を除いて一意に存在する。）
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例えば F = R であるときは dxは Euclid測度をとることができる。

定義 1.1.3 まずコンパクト台を持った連続関数の空間

C0(F ) = {f : F → C | f は連続かつ f の台はコンパクト }

および２乗可積分関数の空間

L2(F ) =
{
f : F → C | f は可測かつ

∫
F
|f(x)|2dx <∞

}
を考える。ここで ほとんど到る所等しい可測関数は同じものとみなすと L2(F )

は
∫
F
|f(x)|2dxをノルムの 2乗としてHilbert空間になる。ここで Fourier変換 を

f ∈ C0(F ) に対して以下のように定める。

F(f)(a) =
∫
F

χF (ax)
−1f(x)dx.

これはHilbert空間の間の連続線形写像 F : L2(F )→ L2(F )に一意に拡張される。

Haar 測度 dx の正規化を適当にとると F2 = F ◦ F : L2(F ) → L2(F ) は
F2(f)(x) = f(−x) が f ∈ L2(F )に対して成り立つようにできる。（Planchrel

の定理）このような dxを自己双対なHaar測度という。例えば F = Rのときは通
常のEuclid測度が自己双対である。F がQpの有限次代数拡大の時、χF を例 1.1.1

のように定めた場合、F の整数環の測度が (Nd)−1/2 になるようなHaar測度が自
己双対になる。但しNdは F の absolute differential のノルムである。
以下考える F 上の測度は全て自己双対なHaar測度であるとする。

定義 1.1.4 （多変数の Fourier変換）
V を有限次元F -ベクトル空間としその次元をnとする。V ∗をV の双対空間とす
る。⟨ , ⟩で V × V ∗ → F なる canonical pairingを表す。以下 V の基底 v1, ..., vn
を一つ固定する。まず V 上のHaar測度による積分を∫

V

f(v)dv =

∫
F

· · ·
∫
F

f

(
n∑
k=1

xkvk

)
dx1 · · · dxn

で定める。この積分を使って 2乗可積分関数の空間 L2(V )を 1変数の時と同様に
定める。また Fourier変換 F : L2(V )→ L2(V ∗)を

Ff(ξ) =
∫
V

χF (⟨v, ξ⟩)−1f(v)dv

で定める。与えられた基底 v1, ..., vnに対する V ∗の双対基底を v1, ..., vnと同一視
することにより V と V ∗を同一視する。これによってF : L2(V )→ L2(V )とみな
す。このように定めるとF2f(v) = f(−v)が全ての f ∈ L2(V )に対して成り立つ。
この Fourier変換の定義は基底の取り方に依存していることに注意しておく。
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1.2 Heisenberg群とStone-von Neuman表現

以下 Xを偶数次元 F -ベクトル空間であるとし dim(X) = 2nとする。

定義 1.2.1 X 上の非退化双線形形式 ⟨ , ⟩がシンプレクティク形式であるとは
⟨x, x⟩ = 0 (x ∈ X)を満たすこととする。

以下組 (X, ⟨ , ⟩)を固定して考える。

定義 1.2.2 1. Xの部分空間 V に対して

V ⊥ = {x ∈ X | ⟨x, v⟩ = 0 (v ∈ V )}

とおく。Xの部分空間 V が V = V ⊥を満たすときLagrangeanという。L(X)

でXの Lagranean全体のなす集合を表す。

2. X上のシンプレクティック群 Sp(X)を

Sp(X) = {g ∈ GL(X) | ⟨gx, gy⟩ = ⟨x, y⟩ (x, y ∈ X)}.

で定める。

3. Xの基底v1, ..., vn, w1, ..., wnがシンプレクティック基底であるとは ⟨vi, vj⟩ = 0

(1 6 i, j 6 n), ⟨wi, wj⟩ = 0 (1 6 i, j 6 n), ⟨vi, wj⟩ = δi,j (1 6 i, j 6 n)

を満たすこととする.（ここで δi,jはKroneckerのデルタである。）

補題 1.2.3 1. V ∈ L(X)に対し常に dimV = nとなる.

2. Sp(X)はL(X)に推移的に作用する。

3. V, V ′ ∈ L(X)が transversalであるとする。このときシンプレクティック形式
の V × V ′への制限を考えると perfect pairingになりこれで V ′と V の双対空
間 V ∗を自然に同一視できるので以下そうする。また v1, ..., vnを V の任意の
基底としw1, ..., wnを V ′の双対基底とすると、v1, ..., vn, w1, ..., wnはXのシ
ンプレクティック基底となる。

定義 1.2.4 （Heisenberg群の第一の定義）V, V ′ ∈ L(X)が transversalであるとす
る。するとX = V ⊕ V ∗となる。この時、Heisenberg群H(V, V ′)を以下のように
定義する。 まず集合としては

H(V, V ′) = V ⊕ V ∗ ⊕ F

であり、乗法は

(v, w, a)(v′, w′, b) = (v+v′, w+w′, ⟨v, w′⟩+a+b) (v, v′ ∈ V,w,w′ ∈ V ′, a, b ∈ F )

のように定めるとH(V, V ′) は局所コンパクト群になる。
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定義 1.2.5 (Stone-von Neuman表現）V, V ′ ∈ L(X)が transversalであり v1, ..., vn
をV の基底とする。これを用いてV のHaar測度dvや2乗可積分関数の空間L2(V )

を上記のように定める。U(L2(V ))でL2(V )上のユニタリ作用素全体のなす群を表
す。T : H(V, V ′)→ U(L2(V ))を

T ((v, w, a)φ(x) = χF (⟨x,w⟩+ a)φ(x+ v) (v ∈ V,w ∈ V ′, a ∈ F, x ∈ V )

で定める。これは H(V, V ′)のL2(V )におけるユニタリ表現を与え、これを Stone-

von Neuman表現という。

定理 1.2.6 (Stone-von Neumanの定理）

1. Stone-von Neuman表現 (T, L2(V ))は既約ユニタリ表現である。ここで既約
表現とは自分自身と {0}以外に閉部分表現を持たない零表現以外の表現のこ
とをいう。

2. 任意のH(V, V ′)の既約ユニタリ表現 (π,H)で

π((0, 0, a))h = χF (a)h (a ∈ F, h ∈ H)

を満たすものを考える。すると、ある Hilbert 空間の同型（isometry) J :

L2(V ) → H が存在して J ◦ T ((v, w, a)) = π((v, w, a)) ◦ J (v ∈ V,w ∈
V ′, a ∈ F )を満たす。このような J は絶対値が 1であるような複素数倍を除
いて一意である。

F の標数が２でない場合はシンプレクティック群 Sp(X)はHeisenberg群の自己
同型群の部分群になりこれが、Weil表現の構成において重要になる。ただし上記
のような Heisenberg群の定義のもとでは Sp(X)の Heisenberg群の自己同型群へ
の埋め込みの記述は複雑になるので以下のようなHeisenberg群の定義がよく用い
られる。

定義 1.2.7 （Heisenberg群の第二の定義）
F の標数は２でないとする。H(X) = X ⊕ F 上に以下のように乗法を定める。

(x, a)(x′, b) = (x+ x′,
1

2
⟨x, x′⟩+ a+ b) (x, x′ ∈ X, a, b ∈ F ).

すると群の単射準同型 I : Sp(X)→ Aut(H(X))を

I(g)((x, a)) = (g−1x, a) (g ∈ Sp(X), x ∈ X, a ∈ F )

で定めることができる。

このように定義すると、V, V ′ ∈ L(X)が transversalであるときΦ : H(V, V ′)→
H(X) をΦ(v, w, a) = (v+w,−1

2
⟨v, w⟩+ a)で定めると位相群の同型を与える。こ

の同型を介してH(X)の Stone-von Neuman表現 T̃ : H(X) → U(L2(V ))を考え
ることができる。この同型ΦにおいてΦ((0, 0, a)) = (0, a) (a ∈ F )が成り立つ。
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1.3 Weil表現

(F, χF , dx) および (X, ⟨, , ⟩)は上記の通りとする。またF の標数は２でないと
する。また transversalな V, V ′ ∈ L(X)および V の基底 v1, ..., vnも固定し、これ
を用いて V のHaar測度 dvを考え、それによって 2乗可積分関数の空間L2(V )を
定める。
g ∈ Sp(X)に対して gの作用で Stone-von Neuman表現 (T̃ , L2(V ))を捩った表
現 T̃ g = T̃ ◦ I(g)を考える。

定義 1.3.1 (メタプレクティック群）
メタプレクティック群Mp(X)を以下のように定義する。

Mp(X) = {(g, J) ∈ Sp(X)×U(L2(V )) | J−1◦T̃ ((x, a))◦J = T̃ g((x, a)) x ∈ X, a ∈ F}.

すると Mp(X)は Sp(X)× U(L2(V ))の部分群になる。
単射群準同型 ι : T→ Mp(X)を

ι(a) = (idX , aidL2(V )) (a ∈ T)

で定める。また p1 : Mp(X)→ Sp(X) を Sp(X)×U(L2(V ))→ Sp(X) なる第一成
分への射影のMp(X)への制限とする。

命題 1.3.2

1→ T ι−→ Mp(X)
p1−→ Sp(X)→ 1

は完全系列になる。

証明 Ker(p1) = Im(ι)となることは既約ユニタリ表現に対する Schurの補題であ
る。p1の全射性は、T̃ g((o, a)) = χF (a)idL2(V )が成り立つので、Stone-von Neuman

の定理より従う。 �

定義 1.3.3 (Weil表現）
W : Mp(X) → U(L2(V ))を第 2成分への射影 Sp(X) × U(L2(V )) → U(L2(V ))

のMp(X)への制限として定める。ユニタリ表現 (W,L2(V ))がWeil表現である。

命題 1.3.2の完全系列は分裂せず、Weil表現は Sp(X)の表現に落とすことはで
きない。以下の定理はWeil表現は Sp(X)の double coverの表現にはなっているこ
とを意味している。

定理 1.3.4 ([Weil])

Mp(X)の閉部分群 S̃p(X)であって Im(ι)∩S̃p(X) = {ι(1), ι(−1)}かつ p1(S̃p(X)) =

Sp(X)となるものが存在する。
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上で固定した V の基底 v1, ..., vnに対応する V ′の双対基底w1, ..., wn を取りシン
プレクティック基底 v1, ..., vn, w1, .., wnによって Sp(X)の元を行列表示する。 さ
らに v1, ..., vn の部分と w1, .., wnの部分を分けて考えることにより Sp(X)の元を

block-wiseに表示して

(
α β

γ δ

)
などと書く。ここで例えば α(resp. γ)は F 係数

n× n行列とも EndF (V ) (resp. HomF (V, V
′))の元とも見做す。ここで

σ =

(
0 −In
In 0

)
,

L =

{(
α 0

0 tα−1

)∣∣∣∣∣α ∈ GL(V )

}
,

N =

{(
In 0

γ In

)∣∣∣∣∣ γは F 係数 n× n対称行列

}
.

すると σ ∈ Sp(X)かつ LおよびN は Sp(X)の部分群である。
Sp(X)がL,Nおよび σで生成されることに注意すればWeil表現を具体的な記述
は、L,N の元あるいは σの S̃p(X)への持ち上げを記述すればよいことがわかる。
そのために以下の概念を導入する。

定義 1.3.5 (Weil constant cf. [Ikeda]) a ∈ F×に対して γχF
(a) ∈ Tが存在して任

意の F 上の Schwartz族関数 φに対して∫
F

φ(x)χF

(
ax2

2

)
dx = γχF

(a)|a|−
1
2

F

∫
F

Fφ(x)χF
(
−x

2

2a

)
dx

を満たす。 この γχF
(a)をWeil constantという。

1. g =

(
α 0

0 tα−1

)
∈ Lに対して W̄ (g) ∈ U(L2(V ))を以下で定める。

W̄ (g)φ(v) =
γχF

(1)

γχF
(detα−1)

| det a|−
1
2

F φ(α−1v) (φ ∈ L2(V ))

2. g =

(
In 0

γ In

)
∈ N に対して W̄ (g) ∈ U(L2(V ))を以下で定める。

W̄ (g)φ(v) = χF

(
−1

2
⟨v, γv⟩

)
φ(v) (φ ∈ L2(V ))

3. W̄ (σ) ∈ U(L2(V ))を以下で定める。

W̄ (σ)φ = γF (1)
−nFφ (φ ∈ L2(V ))

定理 1.3.6 g ∈ L ∪N ∪ {σ}に対して (g, W̄ (g)) ∈ S̃p(X)となる。

6

81



2 Howe duality

このセクションを通じて F = Rとする。またXは 2n次元の実ベクトル空間で
ありシンプレクティック形式 ⟨ , ⟩が与えられているとする。

2.1 Howe dualityとは

Gを群Hをその部分群とするとき

ZG(H) = {g ∈ G | hg = gh(h ∈ H)}

とおく。

定義 2.1.1 H1, H2 を Sp(X)の reductive部分群とする。組 (H1, H2)が reductive

dual pairであるとは ZSp(X)
(H1) = H2 かつ ZSp(X)

(H2) = H1 をみたすことと
する。

例 2.1.2 非負整数 p,q,mを考え n = 2(p+ q)mとおき n次元実ベクトル空間X =

Rp+q ⊗ R2m を考える。( , )p,q を Rp+q 上の符号 (p, q)の非退化対称双線形形式、
⟨ , ⟩mをR2m上のシンプレクティック形式とする。すると ⟨ , ⟩ = ( , )p,q ⊗ ⟨ , ⟩m
はX上のシンプレクティック形式となる。

O(p, q) = {g ∈ GL(p+ q,R) | (gv, gw)p,q = (v, w)p,q (v, w ∈ Rp+q)}

と定めるとO(p, q)および Sp(m.R)は自然に Sp(X)の部分群とみなせる。 これに
よって (O(p, q), Sp(m.R))は reductive dual pairになる。

ここで素朴な形で Howe dualityを定式化してみる。(H1, H2)が reductive dual

pairであるとし、H̃1および H̃2をそれぞれH1およびH2の S̃p(X)への引き戻しと
する。Weil表現 (W,L2(V ))は S̃p(X)のユニタリ表現とみなせるがそれを部分群
H̃1H̃2へ制限し既約分解することを考える。例えばH1がコンパクトであるような
場合はこの分解は離散スペクトラムしか出てこないで

L2(V ) =
⊕̂∞

i=0
σi ⊗ τi

のように分解する。ここで σiおよび τiはそれぞれ H̃1および H̃2の既約ユニタリ表
現である。この状況設定においてHowe dualityの主張することはσi (i = 0, 1, 2, ...)

および τi (i = 0, 1, 2, ...) が互いに同型にならないということである。 このこと
によりWeil表現の分解を通じて H̃1の既約ユニタリ表現の同型類の集合の部分集
合と H̃2の既約ユニタリ表現の同型類の集合の部分集合の間の一対一対応が得られ
たことになる。この対応はHowe対応あるいはTheta liftingなどと言われる。も
ちろん H̃1がコンパクトでない場合は上の既約分解は一般的には連続スペクトラ
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ムが出てくるのであるがその場合も Howe dualityはしかるべく定式化はできる。
しかしながら、ユニタリ表現としてのWeil 表現の分解を考えるという定式化は
不徹底であり、適切に定式化することによりより広い既約ユニタリ表現の集合の
間の一対一対応が得られる。そのためには reductive群の表現論の代数化の理論
(Harish-Chandra加群）が必要になる。

2.2 Harish-Chandra加群

ここではGを実 reductive群としその極大コンパクト部分群を一つ固定しKと
おく。g0および k0をそれぞれGおよびKのリー代数とし gおよび kをそれらの複
素化とする。また U(g)で gの普遍包絡代数を表す。 またK∧でKの既約連続表
現の同型類を表す。

定義 2.2.1 1. 複素ベクトル空間 V を表現空間とするKの表現 (π, V )が代数的
K-加群であるとは任意の v ∈ V に対して vを含む有限次元部分K-表現が存
在しその部分表現はK の連続表現になることととする。したがって微分表
現を考えることができ、V は U(k)-加群の構造も持つ。

2. 代数的K-加群 V および δ ∈ K∧に対して V の δ-isotypical component V (δ)

を
V (δ) =

∑
φ∈HomK(δ,V )

Im(φ)

で定める。 すると V =
⊕

δ∈K∧ V (δ)となる。

3. 代数的K-加群V がadmissibleであるとは任意の δ ∈ K∧に対してdimV (δ) <

∞となることとする。

4. V が (g, K)-加群であるとは、以下の条件を満たすこととする。

(a) V は U(g)-加群と代数的K-加群の構造を併せ持つ。

(b) k ∈ K, X ∈ g, v ∈ V に対して k ·X ·k−1 ·v = (Ad(k)X) ·vが成り立つ。

(c) 代数的K-加群の微分表現として得られるU(k)-加群の構造はU(g)-加群
構造の制限として得られる U(k)-加群の構造に一致する。

5. 有限の長さを持つ (g, K)-加群をHarish-Chandra加群という。Harsh-Chandra
加群は常に admissibleである。

Harish-Chandra加群とGの無限次元表現の間には以下のような関係がある。

定義 2.2.2 (π,H)をGの連続Hilbert表現とする。
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1. H のK-finite part HK をH の有限次元K-部分表現全てで生成されるH の
部分空間として定める。 HK は自然に代数的K-加群の構造が入る。

2. HK が admissibleであるとき (π,H)は admissibleであるという。admissible

な連続 Hilbert表現 (π,H)に対しては、任意の v ∈ HK とX ∈ g0に対して
π(exp(tX))vは t = 0において無限回微分可能であり、特に

Xv =
d

dt
π(exp(tX))v|t=0

と定めるとXv ∈ HKが成り立ち HKには admissible (g, K)-加群の構造が自
然に入る。

定理 2.2.3 1. 既約ユニタリ表現は全て admissibleである。

2. admissible な連続 Hilbert 表現 (π,H) が既約であることの必要十分条件は
(g, K)-加群HK が既約であることである。

3. 任意の既約Harish-Chandra加群V に対してあるadmissible Hilbert表現 (π,H)

が存在して (g, K)-加群として V とHK は同型になる。

注意 2.2.4 1. admissibleでない既約連続 Hilbert表現が存在するかどうかは不
明である。admissibleでない既約連続 Banach表現は存在することが知られ
ている。ただしこのような表現の調和解析における意義は不明である。(例
えば Paley-Wienerの定理などの定式化に必要なのは admissibleな表現のみ
である。）

2. 既約 Harish-Chandra加群 V に対して V ∼= HK となる admissible Hilbert表
現 (π,H)は一般には一意であるとは限らない。 しかし調和解析からの観点
によるとそのような表現は同一視すべきものであることが知られている。

2.3 Fock model

transversalな V, V ′ ∈ L(X)および V の基底 v1, ..., vnも固定し、これを用いて V

のHaar測度 dvを考え、それによって 2乗可積分関数の空間L2(V )を定める。VC
を V の複素化とする。ここで 1.3のように V の基底 v1, ..., vnに対応する V ′の双対
基底 w1, ..., wn を取りシンプレクティック基底 v1, ..., vn, w1, .., wnによって Sp(X)

の元を行列表示し σ =

(
0 −In
In 0

)
を考える。この σの作用を imaginary unit

√
−1

の作用と見做してXに複素ベクトル空間の構造が入る。すると v1, ..., vnはXの複
素ベクトル空間としての基底になるのでこれによってX と VCを同一視すること
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ができる。H( , )および ( , )を v1, ..., vnを正規直交基底とする VC上の Hermite

内積および非退化対称双線形形式とする。ここで

K = {g ∈ GL(VC) | H(gv, gw) = H(v, w) (v, w ∈ VC)}

とおくとH( , )の虚部はXのシンプレクティック内積 ⟨ , ⟩に一致するのでKは
Sp(X)の部分群になる。実はKは Sp(X)の極大コンパクト部分群になっている。
K̃をKの S̃p(X)への引き戻しとする。
上で構成されたWeil表現はL2(V )上に実現されていた (Schödinger model)。こ
の構成においてはすでに見たとおり L̃の作用は見やすいが S̃p(X)の極大コンパク
ト部分群である K̃ の作用はわかりにくい。 したがって K̃-finite partがわかりや
すいWeil表現の実現として Fock modelを考える。
(z1, ..., zn)を基底 v1, ..., vnに対応する VCの複素座標とし、dz = dz1 ∧ ... ∧ dzn,

dz̄ = dz̄1 ∧ ... ∧ dz̄nとおくと dz ∧ dz̄は VC上のHaar測度を定める。

定義 2.3.1 (Fock space)

O(VC)で VC上の正則関数全体の作る複素ベクトル空間を表す。 Fock空間 Fを
以下のように定める。

F =

{
f ∈ O(VC)

∣∣∣∣∫
VC

|f(z)|2e−πH(z,z)dz ∧ dz̄ <∞
}

すると Fには
∫
VC
|f(z)|2e−πH(z,z)dz ∧ dz̄をノルムの 2乗とするHilbert空間の構造

が入る。

定理 2.3.2 (Bargman cf. [F])

線形作用素B : L2(V )→ Fを

Bφ(z) =

∫
V

φ(x)eπ(2(x,z)−(x,x)−1/2(z,z)dx

で定めると適当な定数倍を乗じて正規化するとL2(V )と Fの間の isometryが得ら
れる。

この結果によりF をWeil表現の表現空間とみなすことができ、これをWeil表
現の Fock modelという。
P を VC上の多項式関数のなすC-代数とする。つまり P = C[z1, ..., zn]. すると
P は Fの部分空間になる。また非負整数 kに対して k次同次成分 Pk = {f ∈ P |
f(tv) = tkf(v) (t ∈ C, v ∈ VC)}を考える。

定理 2.3.3 Weil表現 (W,F)は admissibleでありその K̃-finite part FK̃ は P に一
致する。またPは K̃-加群として重複度自由であり、

P =
∞⊕
k=0

Pk

がその既約分解を与える。
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Kおよび K̃は共通のリー代数を持つがその複素化 kを考える。同様に gをSp(X)

および S̃p(X)を共通のリー代数の複素化とする。qを gの元であって kの全ての元
とKilling formに関して直交するもの全体のなす部分空間とする。このとき (複素
化された)Cartan分解 g = k⊕ qが成り立つ。 さらに qはK あるいは K̃の随伴作
用により不変であり、二つの互いに同型でない既約成分 q+,q−の直和に既約分解
される。

q = q+ ⊕ q−.

定理 2.3.4 ω : U(g) → EndC(P) をWeil表現の微分から得られる U(g)-加群構造
とする。zi (1 6 i 6 n)を掛算作用素とした時、以下が成り立つ。

1. ω(k)は
{

1
2

(
zi

∂
∂zj

+ ∂
∂zi
zj

)∣∣∣ 1 6 i, j 6 n
}
で生成される。

2. ω(q+)は
{

∂2

∂zi∂zj

∣∣∣ 1 6 i, j 6 n
}
で生成される。

3. ω(q−)は {zizj|1 6 i, j 6 n}で生成される。

系 2.3.5 非負整数kに対してω(q+)Pk = Pk−2, ω(q−)Pk = Pk+2が成り立つ。従っ
て、Peven =

⊕∞
k=0P2k およびPodd =

⊕∞
k=0P2k+1とすると、P = Peven⊕Poddが

Pの既約分解を与える。

2.4 片側がコンパクトな場合 ([H1],[KV])

この節においては、(H,H ′)を Sp(X)における reductive dual pairでHがコンパ
クトであるようなものとする。hおよび h′をそれぞれHおよびH ′のリー代数の複
素化とする。適当に内部自己同型で移してやるとH ⊆ KかつH ′∩KはH ′の極大
コンパクト部分群となるようにできるので以下そのように仮定する。h′± = h∩ q±,
r = h′ ∩ k, R = H ′ ∩Kとおく。
H̃および R̃をそれぞれHとRの S̃p(X)への引き戻しとする。これらは K̃の部分
群であるから Pは代数的 H̃-加群および代数的 R̃-加群となる。したがって isotypical

componentを考えることができる。σ ∈ H̃∧に対してσ-isotypical component P(σ)
は H̃-加群および (h′, R̃)-加群の構造を持つ。この構造を記述する結果の述べるた
めに以下のような準備をする。

定義 2.4.1 1. K̃の閉部分群 Sに対して以下のように置く。

R(S;P) = {σ ∈ S∧ | P(σ) ̸= 0}.

2. 調和多項式の空間H(H)を以下のように定める。

H(H) = {f ∈ P | ω(Y )f = 0 (Y ∈ h′+)}.
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3. σ ∈ R(H̃;P) に対して

deg(σ) = min{k | Pk ∩ P(σ) ̸= 0}

と置く。

H(H)は代数的 H̃ × R̃-加群の構造を持つがそれは以下のように記述される。

命題 2.4.2 σ ∈ R(H̃;P) に対して以下が成り立つ。

1. H(H)(σ) = P(σ) ∩ Pdeg(σ).特にH(H)(σ) ̸= 0となる。

2. P(σ) = U(h′−)H(H)(σ).

3. H(H)(σ)は代数的 H̃ × R̃-加群として既約である。

4. ψ : R(H̃;P)→ R(R̃;P)なる単射写像が存在して代数的 H̃ × R̃-加群として
H(H)(σ) ∼= σ⊗ψ(σ)となる。従ってH(H)の以下のような既約分解を得る。

H(H) ∼=
⊕

σ∈R(H̃;P)

σ ⊗ ψ(σ).

定義 2.4.3 1. τ ∈ R̃∧に対して一般化されたVerma加群M(τ) を

M(τ) = U(h′)⊗U(r+h′+) τ

で定める。ここで τ には h′+は 0で作用すると定めている。すると M(τ)は
Harish-Chandra (h′, R̃)-加群になる。

2. M(τ)の既約商 (h′, R̃)-加群は一意に定まるのでそれを L(τ)とおく。

次が本節の主定理である。

定理 2.4.4 ([H1]) ψ : R(H̃;P) → R(R̃;P)を上記のようにとる。 すると σ ∈
R(H̃;P) に対して

P(σ) ∼= σ ⊗ L(ψ(σ))

が H̃ × (h′, R̃)-加群としてなりたつ。したがって

P ∼=
⊕

σ∈R(H̃;P)

σ ⊗ L(ψ(σ)),
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2.5 一般の場合 ([H2])

この節においては、前節同様 (H,H ′)を Sp(X)における reductive dual pairと
するが、ここではHがコンパクトであることは仮定せず、一般の場合を考える。h

および h′をそれぞれHおよびH ′のリー代数の複素化とする。内部自己同型で移
すことによってR = H ∩KおよびR′ = H ′ ∩KがそれぞれHおよびH ′の極大コ
ンパクト部分群であるようにできるので以下そのように仮定する。主定理をのべ
るため準備をする。

定義 2.5.1 1. R(h, R̃;P) で既約Harish-Chandra(h, R̃)-加群であってPの商加
群と同型になるようなものの同型類の集合を表す。R(h′, R̃′;P)も同様に定
義する。

2. ρ ∈ R(h, R̃;P)に対してNρで P/N ∼= ρとなる P の (h, R̃)-部分加群N 全
ての共通部分とする。

Nρ =
∩

P/N∼=ρ

N .

次の結果は簡単な考察から得られる。

補題 2.5.2 ([H2]) NρはPの h⊕ h′, R̃R̃′)-部分加群でありさらに

P/Nρ ∼= ρ⊗ θ(ρ)

なる (h′, R̃′)-加群 θ(ρ)が存在する。

次が主定理である。

定理 2.5.3 ([H2]) ρ ∈ R(h, R̃;P)に対して (h′, R̃′)-加群 θ(ρ)は quasi-simpleな
Harish-Chandra加群であり、しかも一意に定まる既約商加群 θ̄(ρ)を持つ。よって
θ̄(ρ) ∈ R(h′, R̃′;P)となる。

上記の定理においてHとH ′の役割を入れ替えて考えると次の結果が直ちに従う。

系 2.5.4 (Howe duality)

θ̄ : R(h, R̃;P)→R(h′, R̃′;P)は全単射になる。

[H2]における主定理の証明ではHowe dualityの具体的な構成を完全にしたもの
ではないので、具体的にHowe dualityを具体的に記述することが問題になり多く
の研究がなされている。しかし [H2]において上記定理が証明される過程において
以下のような事実が使われる。このことは、Howe dualityを具体的に記述しよう
とる時にも有用な情報を与える。

命題 2.5.5 ρ ∈ R(h, R̃;P)とし σ ∈ R̃∧ を ρ|R̃に出てくる R̃∧の元のうち degreeが
最小なものとする。（このようなものは一意とは限らないがとにかく１つ選んで固
定しておく。）すると以下の条件を満たすような σ′ ∈ R(R̃′;P)が一意に存在する。
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1. σ′は θ(ρ)の中に現れる。しかも θ(ρ)の中に現れる R̃′∧のなかで degreeは最
小になる。

2. deg(σ) = deg(σ′).

3. Zρ = P/Nρ ∼= ρ⊗ θ(ρ)とおく。 σ⊗ σ′と同型なZρの R̃R̃′-部分表現Hσ,σ′が
存在して

Z(σ) = U(h′)Hσ,σ′ ,Z(σ′) = U(h)Hσ,σ′

が成り立つ。

上記命題で与えられる σと σ′の間の対応は以下のように Joint harmonicsの空
間を既約分解することで得られる。このことを説明するために以下のような準備
をする。
次の結果はCase-by-case analysisを用いてHoweによって見出された。

補題 2.5.6 M = ZSp(X)(R)およびM ′ = ZSp(X)(R
′)とおくと (R,M), (R′,M ′)は

ともに reductive dual pairになる。

RとR′はともにコンパクトであるから、(R,M), (R′,M ′)に対しては前節で扱っ
た結果が適用できる。たとえば調和多項式の空間H(R̃)およびH(R̃′)を考えるこ
とができる。これらの共通部分H(R̃) ∩ H(R̃′)は joint harmonicsの空間と言われ
る。そこで次のように定義する。

定義 2.5.7

R̄(R̃;P) = {σ ∈ R(R̃;P) | H(R̃)(σ) ∩H(R̃′) ̸= 0},

R̄(R̃′;P) = {τ ∈ R(R̃′;P) | H(R̃) ∩H(R̃′)(τ) ̸= 0},

joint harmonicsの空間の既約分解については以下の結果が成り立つ。

定理 2.5.8 ([H2])

以下の条件を満たす全単射 ξ : R̄(R̃;P)→ R̄(R̃′;P)が存在する。

1. σ ∈ R̄(R̃;P)に対して deg(σ) = deg(ξ(σ))が成り立つ。

2. σ ∈ R̄(R̃;P)に対して

H(R̃)(σ) ∩H(R̃′) = H(R̃) ∩H(R̃′)(ξ(σ))

となる。

3. σ ∈ R̄(R̃;P)に対して R̃ × R̃′-加群としてH(R̃)(σ) ∩ H(R̃′) ∼= σ ⊗ ξ(σ)と
なる。
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4. joint harmonicsの空間の R̃× R̃′-加群としての既約分解は以下で与えられる。

H(R̃) ∩H(R̃′) =
⊕

σ∈R̄(R̃;P)

H(R̃)(σ) ∩H(R̃′).

5. ρ ∈ R(h, R̃;P)とし σ ∈ R̃∧ を ρ|R̃に出てくる R̃∧の元のうち degreeが最小
なものとする。すると定理 2.5.5における σ′は ξ(σ)に一致する。

したがって joint harmonicsの空間を調べることによりHowe対応についての知
見が得られることがわかる。、

3 文献
まず全般的に
[S] 第 4回整数論サマースクール報告集 「Weil表現入門」１９９６
にはWeil表現やHowe dualityについての論説が多数収録されており参考になる
であろう。Fourie変換については
[T] Tate J. T. Fouriern analysis in number fields and Hecke’s zeta-functions in
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0　はじめに

σ =

[
a b

c d

]
∈ Sp(n,R) は (z, w) ∈ Hn × Cn に対して

σ(z, w) = (σ(z), wJ(σ, z)−1)

により作用する．但し

σ(z) = (az + b)(cz + d)−1, J(σ, z) = cz + d

である．そこで偶数 0 < k ∈ Z をとり，Hn × Cn 上の正則関数 F は次のよ

うな変換公式を満たすとする；
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1) 任意の x, y ∈ Znに対してF (z, w+xz+y) = e(−(〈x, xz〉+2〈x,w〉))F (z, w),
但し e(t) = exp 2π

√−1t 及び 〈x, y〉 = x ty とする，

2) 任意の σ ∈ Sp(n,Z) に対して F |[σ]k = F，但し

(F |[σ]k)(z, w) = F (σ(z), wJ(σ, z)−1) det J(σ, z)−ke(−〈w tc, wJ(σ, z)−1〉)

(σ =

[
a b

c d

]
) とおく．

このとき F は次のような Fourier 展開をもつ；

F (z, w) =
∑

N∈Sym∗
n(Z),r∈Zn

a(N, r)e(tr(Nz) + 〈r, w〉).

ここで

Sym∗
n(Z) = {N ∈ Symn(Q) | tr(NS) ∈ Z for ∀S ∈ Symn(Z)}.

F が上の変換公式 1), 2) を満たし，更に

3) a(N, r) �= 0 となるのは N − 4−1 trr ≥ 0 の場合に限る

とき，F を重さ k, index 1 の Jacobi 形式と呼び，その全体を Jk,1 と書く．

F ∈ Jk,1 が上の条件 3) より強く

3)′ a(N, r) �= 0 となるのはN − 4−1r tr > 0 の場合に限る

を満たすとき，F を Jacobi 尖点形式と呼び，その全体を Jcusp
k,1 と書く．F ∈

Jk,1 に対して，変換公式 1) は F が w ∈ Cn の関数としてはテータ関数であ

ることを意味するから，テータ関数の基底の一次結合となる．即ち Riemann

のテータ級数

ϑm′,m′′(z, w) =
∑
p∈Zn

e

(
1

2
〈p+m′/2, (p+m′/2)z〉+ 〈p+m′/2, w +m′′/2〉

)

(z ∈ Hn, w ∈ Cn) を用いて θμ(z, w) = ϑμ,0(2z, 2w) と定義すると

F (z, w) =
∑

μ∈Zn/2Zn

Fμ(z)θμ(z, w)

と書ける．そこで

σ(F )(z) =
∑

μ∈Zn/2Zn

Fμ(4z) (z ∈ Hn)

とおく．一方，

θ(z) = ϑ0,0(2z, 0) =
∑
p∈Zn

e(〈p, pz〉) (z ∈ Hn)
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とおいて，Hn 上の関数 h と σ ∈ Sp(n,R) に対して

(h|[σ]k−1/2)(z) = h(σ(z))
θ(σ(z))

θ(z)
det J(σ, z)−k

とおく．ここで

Γ0(4) =

{[
a b

c d

]
∈ Sp(n,Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 (mod 4)

}

とくと，任意の σ =

[
a b

c d

]
∈ Γ0(4) に対して

(
θ(σ(z))

θ(z)

)2

= sign(det c) det J(σ, z)

となる．そこで Hn 上の正則関数 h が

1) 任意の σ ∈ Γ0(4) に対して h|[γ]k−1/2 = h,

2) h は Fourier 展開 h(z) =
∑

0≤T∈Sym∗
n(Z)

c(T )e(tr(Tz) をもつ

を満たすとき，h を Γ0(4) に関する重さ k− 1/2 の Siegel モジュラー形式と

呼び，その全体を Mk−1/2(Γ0(4)) と書く．条件 2) より強く

2)′ c(T ) �= 0 となるのは T > 0 の場合に限る

を満たすとき，h を尖点形式と呼び，その全体を Sk−1/2(Γ0(4)) と書く．さ

て h ∈Mk−1/2(Γ0(4)) であって

c(T ) �= 0 となるのは ∃μ ∈ Zn s.t. T ≡ − tμμ (mod 4Sym∗
n(Z))

のときに限る

なるもの全体を M+
k−1/2(Γ0(4)) と書き，

S+
k−1/2(Γ0(4)) = Sk−1/2(Γ0(4)) ∩M+

k−1/2(Γ0(4))

とおく．このときEichler-Zagier [3] (n = 1のとき)と Ibukiyama [10] (n ≥ 1

のとき) により次の定理が示された；

定理 0.0.1 F �→ σ(F ) は Jk,1 から M+
k−1/2(Γ0(4)) の上への複素線形同型写

像で，Jcusp
k,1 を S+

k−1/2(Γ0(4)) に対応させる．この対応は Hecke 作用素と可

換である．

この講義の一つの目的は，このような対応のメカニズムを理解することで

ある．
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第 I部

一般論

1 保型形式

1.1 保型形式の最も原始的な設定は次のように与えられるだろう；群 Γ

が集合 D に左から作用しているとする．又，有限次元複素ベクトル空間 V

と写像 J : Γ×D → GLC(V ) があって

J(γγ′, z) = J(γ, γ′z) ◦ J(γ′, z) (γ, γ′ ∈ Γ, z ∈ D) (1)

を満たすとしよう（このような J を保型因子と呼ぶ）．このとき任意の γ ∈ Γ

に対して F (γz) = J(γ, z)F (z) (z ∈ D) なる関数 F : D → V を Γ に関する

D 上の保型形式と呼ぶ．これだけではたいした議論は展開できないが，関係
式(1) から Γ は D × V に左から γ(z, v) = (γz, J(γ, z)v) により作用するこ

とがわかる．そこでX = Γ\D, V = Γ\(D × V ) とおけば，自然な全射

π : V → X ((z, v) (mod Γ) �→ ż = z (mod Γ))

が考えられる．特に任意の z ∈ D の固定部分群 Γz = {γ ∈ Γ | γz = z} に
対して J(γ, z) = 1V (γ ∈ Γz) であるならば，v �→ (z, v) (mod Γ) は全単射

V →̃π−1(ż) を与えるから，π : V → X は X 上のベクトル束を与える．この

とき F : D → V が Γ に関する D 上の保型形式であることと ż �→ (z, F (z))

(mod Γ) がベクトル束 π : V → X の大域的切断であることは同値である．こ

のように保型形式を幾何学的な側面からとらえることができて，それが当初

の保型形式の捉え方だったように思える [1]．

1.2 ここでは保型形式を群論的な側面から捉えてみよう．群 G が D に左
から推移的に作用していて，Γ は G の部分群であるとする．又，保型因子 J

は G まで延長されているとする，即ち写像 J : G×D → GLC(V ) があって

J(gg′, z) = J(g, g′z) ◦ J(g′, z) (g, g′ ∈ G, z ∈ D) (2)

を満たすとする．原点 o ∈ Dの固定部分群をK = {g ∈ G | go = o}とすると，
K の V 上の表現 δ が δ(k) = J(k, o) により定義される．そこで Γ に関する

保型形式 F : D → V に対して，関数 fF : G→ V を fF (g) = J(g, o)−1F (go)

(g ∈ G) により定義すると

1) 任意の γ ∈ Γ に対して fF (γg) = fF (g),

2) 任意の k ∈ K に対して fF (gk) = δ(k)−1fF (g)

が成り立つ．このとき，もとの保型形式は F (z) = J(g, o)fF (g) (z = go ∈
D, g ∈ G) により復元されるから，D 上の保型形式を群 G 上の関数として
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捉えることができる．更に，V の共役空間を V ∗ として，v ∈ V, α ∈ V ∗

に対して 〈v, α〉 = α(v) ∈ C とおく．K の表現 (δ, V ) の反傾表現 (δ̌, V ∗)
は 〈v, δ̌(k)α〉 = 〈δ(k−1)v, α〉 により定義される．そこで α ∈ V ∗ に対して

fF,α(g) = 〈fF (g), α〉 (g ∈ G) とおくと，任意の k ∈ K に対して

fF,α(gk) = 〈fF (g), δ̌(k)α〉 = fF,δ̌(k)α(g) (g ∈ G)

となる．これをもう少し表現論的な言い方をすると次のようになる；G 上の

左 Γ-不変な複素数値関数のなす複素ベクトル空間 L(Γ\G) 上の G の右正則

表現 ρr を考えると，複素線形写像

T : V ∗ → L(Γ\G) (α �→ fF,α)

は任意の k ∈ K に対して T ◦ δ̌(k) = ρr(k)◦T が成り立つ．従って特に (δ, V )

が K の既約表現ならば，fF,α は K の右正則表現 L(Γ\G) の δ̌-成分に属

する．

ここまでの議論は原始的過ぎてあまり面白いこともないので，次節では少

し解析的な趣向を凝らしてみよう．

2 ユニタリ表現と保型形式

2.1 まず G は局所コンパクト・ユニモジュラー群として，K ⊂ G はコ

ンパクト部分群とする．G の中心 Z(G) の閉部分群 A をとり，G の閉部分

群 Γ は A を開部分群として含むとする．従って Γ/A は離散群であり Γ は

ユニモジュラーである．G,K,A 上の Haar 測度 dG(x), dK(k), dA(a) をとり，∫
K

dK(k) = 1 と正規化しておく．G/A 上の Haar 測度 dG/A(ẋ) を∫
G

ϕ(x)dG(x) =

∫
G/A

dG/A(ẋ)

∫
A

dA(a)ϕ(xa) (ϕ ∈ Cc(G))

が成り立つように定める1．更に Γ 上の Haar 測度 dΓ(γ) を∫
Γ

ϕ(γ)dΓ(γ) =
∑

γ̇∈Γ/A

∫
A

ϕ(γa)dA(a) (ϕ ∈ Cc(Γ))

が成り立つように定め，Γ\G 上の右 G-不変測度 dΓ\G(ẋ) を∫
G

ϕ(x)dG(x) =

∫
Γ\G

dΓ\G(ẋ)
∫
Γ

dΓ(γ)ϕ(γx) (ϕ ∈ Cc(G))

が成り立つように定めると∫
G/A

ϕ(ẋ)dG/A(ẋ) =

∫
Γ\G

∑
γ̇∈Γ/A

ϕ(γ̇ẋ)dΓ\G(ẋ) (ϕ ∈ Cc(G/A))

が成り立つ．
1Cc(G) は G 上の複素数値連続関数でコンパクトな台を持つもの全体である．
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2.2 以下，A のユニタリ指標 χ を一つ固定しておく．又，K の既約ユニ

タリ表現 (δ, Vδ) を固定して，eδ(k) = dim δ · tr δ(k) (k ∈ K) とおく．

まず G 上の複素数値可側関数 f であって

1) 任意の a ∈ A に対して f(ax) = χ(a)−1f(x),

2)

∫
G/A

|f(x)|dG/A(ẋ) <∞

なるものの成す複素ベクトル空間（を
∫
G/A

|f(x)|dG/A(ẋ) = 0 なる f のな

す部分空間で割った商空間）L1(G/A,χ) は |f | =
∫
G/A

|f(x)|dG/A(ẋ) をノル

ムとする複素 Banach 空間であり，更に畳込み積

(f ∗ g)(x) =
∫
G/A

f(xy)g(y−1)dG/A(ẏ)

を積とし，f �→ f∗ (f∗(x) = f(x−1)) を対合とする対合的 Banach 環である．

L1(G/A, χ) の元 f であって G 上連続かつ G/A 上の関数 |f |(ẋ) = |f(x)| が
コンパクト台なるもの全体 Cc(G/A, χ)は L1(G/A,χ)の稠密な部分代数とな

る．特に L1(G) は対合的 Banach 環であり Cc(G) は L1(G) の稠密な部分代

数である．又，f ∈ Cc(G) に対して fχ(x) =

∫
A

f(ax)χ(a)dA(a) (x ∈ G) は

Cc(G/A, χ) の元を与え |fχ| ≤ |f | かつ f �→ fχ は全射 Cc(G) → Cc(G/A,χ)

を与えるから，連続に延長することにより全射L1(G) → L1(G/A,χ) (f �→ fχ)

が定義される．

さてGのユニタリ表現 (σ,E)に対して，σ|A = χとすると，f ∈ L1(G/A, χ)

と任意の u, v ∈ E に対して

(σ(f)u, v) =

∫
G/A

f(x)(σ(x)u, v)dG/A(ẋ)

なる E 上の有界作用素 σ(f)が定まる．このとき f �→ σ(f)は対合的 Banach

環 L1(G/A, χ) の表現となる．

次に eδ ∗ f = f ∗ eδ = f なる f ∈ L1(G/A, χ) の全体 L1(G/A,χ; δ) は

L1(G/A, χ) の部分代数となる．ここで

(eδ ∗ f)(x) =
∫
K

eδ(k)f(k
−1x)dK(k),

(f ∗ eδ)(x) =
∫
K

f(xk−1)eδ(k)dK(k) (x ∈ G)

である．更に任意の k ∈ K に対して f(kxk−1) = f(x)なる f ∈ L1(G/A,χ; δ)

の全体 L1(G/A, χ; δ)o は L1(G/A, χ; δ) の部分代数となる．

Cc(G/A, χ; δ) = L1(G/A, χ; δ) ∩ Cc(G/A,χ),

Cc(G/A, χ; δ)
o = L1(G/A, χ; δ)o ∩ Cc(G/A,χ)
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はそれぞれ L1(G/A, χ; δ), L1(G/A, χ; δ)oの稠密な部分代数である．Cc(G/A, χ; δ)
o

をK-タイプ δ の Hecke 作用素の環と呼ぶ．f ∈ Cc(G)で eδ∗f = f ∗eδ = f

なるもの全体を C(G; δ)とし，任意の k ∈ K に対して f(kxk−1) = f(x)なる

f ∈ Cc(G, δ)の全体を C(G; δ)o とおくと，f �→ fχ は夫々Cc(G, δ), Cc(G, δ)
o

から Cc(G/A, χ; δ), Cc(G/A,χ; δ)
o への全射 C-代数準同型写像である．ここ

で次の命題が基本的である；

命題 2.2.1 L1(G/A,χ; δ) の中心は L1(G/A, χ; δ)o に含まれる．更に，次は

同値である；

1) π|A = χ なる G の任意の既約ユニタリ表現 π に対して，π|K における
δ の重複度は 1 以下，

2) L1(G/A, χ; δ)o は L1(G/A,χ; δ) の中心に一致する，

3) L1(G/A, χ; δ)o は可換．

以下の議論では用いないが，命題 2.2.1は次のように一般化される [8, pp.12–

15], [2, 3.6.2]；まず可換とも 1 をもつとも限らない C-代数 L について，任

意の r 個の元 ai ∈ L (1 ≤ i ≤ r) に対して

[a1, a2, · · · , ar] =
∑
σ∈Sr

sign(σ)aσ(1)aσ(2) · · · aσ(r) = 0

となるとき，L は r-可換 であるという．次が成り立つ；

1) L が r-可換ならば，任意の s > r に対して L は s-可換である，

2) dimC L = n <∞ ならば L は n+ 1-可換である，

3) 複素係数 n 次正方行列のなす C-代数 Mn(C) が r-可換となる最小の r

を r(n) とすると，r(n) ≥ n である，

4) r(n+ 1)− r(n) > 1 である．

これを用いて次の命題が示される；

命題 2.2.2 1 < n ∈ Z に対して次は同値である；

1) π|A = χ なる G の任意の既約ユニタリ表現 π にたいして，π|K におけ
る δ の重複度は n 以下，

2) L1(G/A, χ; δ) は n-可換．

2.3 G のユニタリ表現 π であって，それを K に制限したときに既約成

分として δ を有限重複度 (�= 0) で含むとき，π をクラス-δ のユニタリ表現

と呼び，その重複度を δ に関する π の高さ と呼ぶ．

(π,Hπ) を δ に関する高さ r の G のユニタリ表現で π|A = χ なるものと

して，Hπ(δ) を δ-成分とする．即ち Hπ 上の有界作用素 π(eδ) を

(π(eδ)u, v) =

∫
K

eδ(k)(π(k)u, v)dK(k) (u, v ∈ Hπ)
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により定義すれば，u �→ π(eδ)u が直交射影Hπ → Hπ(δ) を与える．このと

き有界連続関数

Φπ,δ : G→ EndC(Hπ(δ)), ψπ,δ : G→ C

を

Φπ,δ(x) = π(eδ)◦π(x)|Hπ(δ), ψπ,δ(x) = (dim δ)−1tr Φπ,δ(x) (x ∈ G)

により定義する．Φπ,δ を (π,Hπ) に付随する K-タイプ δ の球関数と呼び，

ψπ,δ を π に付随する K-タイプ δ の球跡関数と呼ぶ．定義から

Φπ,δ(kxk
′) = π(k) ◦ Φπ,δ(x) ◦ π(k′) (k, k′ ∈ K)

である．又，任意の k ∈ K に対してψπ,δ(kxk
−1) = ψπ delta(x)かつ eδ∗ψπ,δ =

ψπ,δ ∗ eδ = ψπ,δ である．f ∈ L1(G/a, χ; δ)o に対して π(f)Hπ(δ) ⊂ Hπ(δ)

で

π(f)|Hπ(δ) =

∫
G/A

f(x)Φπ,δ(x)dG/A(ẋ) ∈ EndK(Hπ(δ))

である．δ に関する π の高さが r だからHπ(δ) = V r
δ なる同一視を一つ決める

とEndK(Hπ(δ)) =Mr(C)と同一視される．この同一視によってπ(f)|Hπ(δ) ∈
EndK(Hπ(δ)) =Mr(C) とみたものを Φ̂π,δ(f) と書くことにすると

Ψ̂π,δ : L1(G/A, χ; δ)o →Mr(C)

は C-代数の準同型写像となる．又，f ∈ L1(G/A, χ; δ)o に対して

ψ̂π,δ(f) =

∫
G/A

f(x)ψπ,δ(x)dG/A(ẋ)

とおくと，ψ̂π,δ(f) = tr Ψ̂π,δ(f) である．定義から ψπ,δ は G 上の正定値関数

（即ち，任意の有限部分集合 {gi}i=1,··· ,n ⊂ Gに対して (ψπ,δ(gig
−1
j ))i,j=1,··· ,n

は半正定値 Hermite 行列）である．更に次が成り立つ；

命題 2.3.1 (π,Hπ) が既約ならば

Φ̂π,δ : Cc(G/A, χ; δ)
o →Mr(C)

は全射である．

これらの逆が次のように成り立つ；

定理 2.3.2 G 上の正定値連続関数 ψ に対して

1) 任意の a ∈ A に対して ψ(ax = χ(a)ψ(x),

2) 任意の k ∈ K に対して ψ(kxk−1) = ψ(x),

3) eδ ∗ ψ = ψ ∗ eδ = ψ,
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4) C-代数の全射準同型写像 Φ : L1(G/A,χ; δ)o →Mr(C) があって

Φ(f∗) = Φ(f)∗,
∫
G/A

f(x)ψ(x)dG/A(ẋ) = trΦ(f)

が任意の f ∈ L1(G/A,χ; δ)o に対して成り立つ

ならば，δ に関する高さが r かつ ψ = ψπ,δ なるG の既約ユニタリ表現 π が

存在する．

G の既約ユニタリ表現は，それに付随する球跡関数によって決定される．

即ち，

定理 2.3.3 Gの既約ユニタリ表現 π, π′ は共にクラス-δ かつ π|A = π′|A = χ

であるとする．このとき π, π′ がユニタリ同値である必要十分条件は ψ̂π,δ =

ψ̂π′,δ なることである．

2.4 (π,Hπ)を Gの既約ユニタリ表現で，δ に関する高さが 1で π|A = χ

なるものとする．このとき π に付随して G 上の保型形式を定義しよう．

まず (ρ, Vρ) を Γ の有限次元ユニタリ表現として，誘導表現 πr,ρ = IndGΓ ρ

の表現空間を L2(Γ\G, ρ) とする．即ち

1) 任意の γ ∈ Γ に対して f(γx) = ρ(γ)f(x),

2)

∫
Γ\G

|f(x)|2dΓ\G(ẋ) <∞

なる可側関数 f : G→ Vρ のなす複素ベクトル空間（を
∫
Γ\G

|f(x)|2dΓ\G(ẋ) =
0 なる f のなす部分空間で割ったもの）で，内積

(f, g) =

∫
Γ\G

(f(x), g(x))ρdΓ\G(ẋ)

(有限次元複素 Hilbert 空間 Vρ の内積を ( , )ρ とする）に関して複素 Hilbert

空間である．x ∈ G の f ∈ L2(Γ\G, ρ) への作用を (πr,ρ(x)f)(y) = f(yx) に

より定義する．

L2(Γ\G, ρ) の元 f は G 上局所二乗可積分である，即ち，任意のコンパク

ト部分集合 M ⊂ G に対して
∫
M

|f(x)|2dG(x) <∞ である．

π に付随する G 上の保型形式を定義するのに，誘導表現 IndGΓ ρ̌（ρ̌ は ρ の

反傾表現）の π̌-成分を考えるが，それが非自明であるためには ρ|A = χ が必

要である．

以上の準備の下，IndGΓ ρ̌ の π̌-成分を K に制限したときの δ̌-成分（こ

こで反傾表現を考えなくてはいけない理由は 1.2 にあるとおりである）を

L2(Γ\G, ρ̌; π̌, δ̌)とおく．この空間をある程度具体的に把握するために，Godemenet

の球関数の理論を用いる．次の定理が基本的である；
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定理 2.4.1 σ|A = χ なる G のユニタリ表現 (σ,E) に対して，E の π-成分

E(π) 上の K のユニタリ表現 (σ|K , E(π)) の δ-成分を E(π, δ) とおくと

E(π, δ) = {u ∈ E | σ(f)u = ψ̂π,δ(f)u for ∀f ∈ Cc(G/A, χ; δ)
o}

である．

この定理を IndGΓ ρ̌ と π̌ に適用することを念頭に，π に付随した G 上の保

型形式の空間を次のように定義する；

定義 2.4.2 連続関数 f : G→ HomC(Vρ, Vδ) であって条件

1) 任意の γ ∈ Γ に対して f(γx) = f(x) ◦ ρ(γ)−1,

2)

∫
Γ\G

|f(x)|2dΓ\G(ẋ) <∞,

3) 任意の k ∈ K に対して f(xk) = δ(k)−1 ◦ f(x),
4) 任意の ϕ ∈ Cc(G/A,χ; δ)

o に対して∫
G/A

f(xy−1)ϕ(y)dG/A(ẏ) = ψ̂π,δ(ϕ) · f(x)

を満たすもの全体のなす複素ベクトル空間を Aδ(Γ\G, ρ, π) と書く．

上の定義で A,B ∈ HomC(Vρ, Vδ) の内積を (A,B) = tr(A ◦ B∗) により定
義する．但し，B∗ ∈ HomC(Vδ, Vρ) を (B∗v, u)ρ = (v,Bu)δ (v ∈ Vδ, u ∈ Vρ)

により定義する．保型形式の空間 Aδ(Γ\G, ρ, π) 上の内積を

(f, g) =

∫
G/A

(f(x), g(x))dΓ\G(ẋ)

により定義すると，次の基本定理が得られる；

定理 2.4.3 f ⊗ α ∈ Aδ(Γ\G, ρ, δ)⊗CV
∗
δ に対して θf⊗α : G→ V ∗

ρ を

〈θf⊗α(x), u〉 = (dim δ)1/2〈α, f(x)u〉 (x ∈ G, u ∈ Vρ)

により定義すると，f ⊗ α �→ θf⊗α は複素 Hilbert 空間のユニタリ同型

Aδ(Γ\G, ρ, π)⊗CV
∗
δ →̃L2(Γ\G, ρ̌; π̌, δ̌)

に延長される．

特に dimχ = 1の場合には，Vρ = CとしてA ∈ HomC(Vρ, Vδ)とA(1) ∈ Vδ

を同一視すれば，Aδ(Γ\G.ρ.π) は

1) 任意の γ ∈ Γ に対して f(γx) = ρ(γ)−1f(x),

2)

∫
Γ\G

|f(x)|2δdΓ\G(ẋ) <∞,
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3) 任意の k ∈ K に対して f(xk) = δ(k)−1f(x),

4) 任意の ϕ ∈ Cc(G/A,χ; δ)
o に対して∫

G/A

f(xy−1)ϕ(y)dG/A(ẏ) = ψ̂π,δ(ϕ) · f(x)

なる連続関数 f : G→ Vδ のなす複素ベクトル空間に内積

(f, g) =

∫
Γ\G

(f(x), g(x))δdΓ\G(ẋ)

を与えた複素 Hilbert 空間である．

2.5 最後に代数群のアデール化上の保型形式を扱うための一般論を与え

ておく．P は可算添え字集合で，p ∈ P に対して Gp は局所コンパクト・ユ

ニモジュラー群，Kp ⊂ Gp はコンパクト部分群とする．更に有限部分集合

P∞ ⊂ P があって，p ∈ Pf = P\P∞ に対しては Kp は Gp の開部分群である

とする．有限個の p ∈ P を除いて xp ∈ Kp である (xp)p∈P ∈
∏
p∈P

Gp の全体

を G とすれば，それは直積群
∏
p∈P

Gp の部分群である．コンパクト空間の直

積空間はコンパクトだから（Tikhonov の定理），有限部分集合 P∞ ⊂ S ⊂ P

に対して GS =
∏
p∈S

Gp ×
∏

p∈P\S
Kp は直積位相に関して局所コンパクトであ

る．更に有限部分集合 P∞ ⊂ S ⊂ S′ ⊂ P に対して GS は GS′ の開部分空間

となり，G =
⋃

P∞⊂S⊂P

GS である．そこで V ⊂ G が開集合であることを，全

ての有限部分集合 P∞ ⊂ S ⊂ P に対して V ∩ GS が GS の開部分集合なる

ことと定義すれば，この位相に関してG は局所コンパクト群となる．こうし

て出来た局所コンパクト群 G を {Kp}p∈P に関する {Gp}p∈� の制限直積と呼

ぶ．直積群 K =
∏
p∈P

Kp は G のコンパクト部分群である．各 p ∈ P に対し

て Ap ⊂ Z(Gp) は閉部分群として，{Ap ∩Kp}p∈P に関する {Ap}p∈P の制限

直積を A とおけば，A は自然に Z(G) の閉部分群となる．

Gp 上の Haar測度 μp をとり，p ∈ Pf に対しては μp(Kp) = 1と仮定する．

又，Kp (p ∈ P) 上の Haar 測度 νp は νp(Kp) = 1 と正規化しておく．有限

部分集合 P∞ ⊂ S ⊂ P に対して，νS(K
S) = 1 なるKS =

∏
p 	∈S

Kp 上の Haar

測度 νS をとり，GS 上のHaar 測度 μS =
∏
p∈S

μp× νS を得る．suppϕ ⊂ GS

なる ϕ ∈ Cc(G) の全体を Cc,S(G) とおくと Cc(G) =
⋃

P∞⊂S⊂P

Cc,S(G) だか

ら，G 上の Haar 測度 μ が∫
G

ϕ(x)dμ(x) =

∫
GS

ϕ(x)dμS(x) (ϕ ∈ Cc,S(G))
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により定義される．μ を Haar 測度の族 {μp}p∈P の {Kp}p∈P に関する制限

直積 と呼ぶことにする．

G/A は (xp)p∈P (mod A) �→ (xp (mod Ap))p∈P により {Gp/Ap}p∈P の

{KpAp/Ap}p∈P に関する制限直積
∏
p∈P

′
Gp/Ap と位相群として同型だから，こ

の二つを同一視する．各 p ∈ P に対して Ap 上の Haar 測度 ηp を定めて，

p �∈ P∞ に対しては ηp(Ap∩Kp) = 1とする．A上の Haar測度 η は {ηp}p∈P

の {Ap ∩Kp}p∈P に関する制限直積としよう．更に Gp/Ap, G/A 上の Haar

測度 μp, μ をそれぞれ∫
Gp

ψ(x)dμp(x) =

∫
Gp/Ap

(∫
Ap

ψ(xa)dηp(a)

)
dμp(ẋ) (ψ ∈ Cc(Gp),∫

G

ϕ(x)dμ(x) =

∫
G/A

(∫
A

ϕ(xa)dη(a)

)
dμ(ẋ) (ϕ ∈ Cc(G))

となるように定めると，μ は {μp}p∈P の {KpAp/Ap}p∈P に関する制限直積

となる．

コンパクト群 Kp (p ∈ P) の既約ユニタリ表現のユニタリ同値類の全体を

K̂p と書いて，直積集合
∏
p∈P

K̂p の元 (δp)p∈P であって，有限個の p ∈ P を

除いて δp = 1Kp
となるもの全体を

∏
p∈P

′
K̂p とする．(δp)p∈P ∈

∏
p∈P

′
K̂p に対

して，有限部部集合 S ⊂ P があって p �∈ S ならば δp = 1Kp
となるよう

に出来る．このときコンパクト群
∏
p 	∈S

Kp の自明な 1 次元表現を 1S として

⊗p∈Pδp = (⊗p∈Sδp)⊗1S とおくと，これは K の既約ユニタリ表現を与えて，

(δp)p∈P �→ ⊗p∈Pδp は
∏
p∈P

′
K̂p から K̂ への単射である．更に

命題 2.5.1 有限個を除いて Kp が完全非連結（即ち，単位元を含む連結成分

が単位元のみからなる）とき，(δp)p∈P �→ ⊗p∈Pδp は
∏
p∈P

′
K̂p から K̂ への全

単射である．

同様に Aのユニタリ指標を調べておく．p ∈ P\P∞ に対しては Ap∩Kp は

Ap のコンパクト開部分群となるから，Ap の Pontryagin 双対群 Âp の中で

Lp = (Ap ∩Kp)
⊥ = {α ∈ Âp | 〈Ap ∩Kp, α〉 = 1}

はコンパクト開部分群である．そこで {Âp}p∈P の {Lp}p∈P に関する制限

直積を
∏
p∈P

′
Âp とおく．すると (αp)p∈P ∈

∏
p∈P

′
Âp に対して ⊗p∈Pαp ∈ Â が

(ap)p∈P �→
∏
p∈P

αp(ap) により定義される．このとき
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命題 2.5.2 1) (αp)p∈P �→ ⊗p∈Pαp は
∏
p∈P

′
Âp から Â への単射連続群準同型

写像である，

2) 有限個の p ∈ P を除いて Ap が完全非連結ならば，上の写像は全射で

ある．

(δp)p∈P ∈
∏
p∈P

′
K̂p をとり δ = ⊗p∈Pδp ∈ K̂ とおく．又，(χp)p∈P ∈

∏
p∈P

′
Âp

をとり χ = ⊗p∈Pχp ∈ Â とおく．簡単のために Cp = Cc(Gp/Ap, χp, δp),

Hp = Cc(Gp/Ap, χp, δp)
o とおく．p ∈ Pf に対して，Kp は Gp のコンパク

ト開部分群だから，Gp における Kp の特性関数を εp ∈ Cc(Gp) とおき

εχ,p(x) =

∫
Ap

εp(xa)χp(a)dηp(a) (x ∈ Gp)

とおくと，εχ,p ∈ Cp である．P∞ と δp �= 1Kp
又は χp �∈ Lp となる p ∈ Pf

の全体を S1 とすると（S1 は有限集合である）p �∈ S1 に対して εχ,p(1) = 1

かつ任意の ϕ ∈ Cp に対して εχ,p ∗ ϕ = ϕ ∗ εχ,p = ϕ となり

|εχ,p(x)| =
⎧⎨⎩1 : ẋ ∈ KpAp/Ap,

0 : ẋ �∈ KpAp/Ap

となる．有限部分集合 S1 ⊂ S ⊂ P に対して，⊗p∈Sϕp ∈ ⊗p∈SCp を G 上の

関数

(⊗p∈Sϕp) (x) =
∏
p∈S

ϕp(xp)×
∏
p 	∈S

εχ,p(xp) (x = (xp)p∈P ∈ G)

と同一視して ⊗p∈SCp を L1(G/A,χ, δ) の C-部分代数とみなして

⊗p∈P
′Cp =

⋃
S

⊗p∈SCp ⊂ L1(G/A,χ, δ)

とおく（S は S1 ⊂ S なる Pの有限部分集合を走る）．同様に L1(G/A,χ, δ)o

の C-部分代数 ⊗p∈P
′Hp =

⋃
S

⊗p∈SHp を定義すると次の命題が成り立つ；

命題 2.5.3 L1-ノルムに関して，⊗p∈P
′Cp は L1(G/A,χ, δ) の稠密な部分空

間であり，⊗p∈P
′Hp は及び L1(G/A,χ, δ)o の稠密な部分空間である．

次にユニタリ表現の制限直積を考えよう．まず，複素 Hilbert 空間の無

限族 {Hp}p∈P 及び，有限個の p ∈ P を除いて（具体的には有限部分集合

S0 ⊂ P を除いて）|uop| = 1 なる uop ∈ Hp が与えられたとする．一般に

有限部分集合 S ⊂ P に対して，代数的なテンソル積 ⊗p∈SHp 上の内積が

(⊗p∈Sup,⊗p∈Svp) =
∏
p∈S

(up, vp) により定義されるが，更に有限部分集合
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S0 ⊂ S ⊂ T ⊂ P に対して u �→ u ⊗ (⊗p∈T\Suop) は ⊗p∈SHp から ⊗p∈THp

へのユニタリ線形写像となるから，これにより ⊗p∈SHp を ⊗p∈THp の部分

空間と同一視して

⊗p∈P
′Hp =

⋃
S0⊂S⊂P

⊗p∈SHp

とおく．言い換えれば，⊗p∈P
′Hpは代数的テンソル積⊗p∈PHpの元

∑
⊗p∈Pup

であって，有限個の p ∈ P を除けば up = uop となるもの全体であるから，そ

こには内積が (⊗p∈Pup,⊗p∈Pvp) =
∏
p∈P

(up, vp) により定義される．この内積

に関する ⊗p∈P
′Hp の完備化 ⊗̂′

p∈PHp を {Hp}p∈P の {uop}p∈P\S0
に関する制

限テンソル積 と呼ぶ．次に直積群
∏
p∈P

Aut(Hp) の元 (Tp)p∈P であって，有

限個の p ∈ P を除いて Tpu
o
p = uop なるもの全体を

∏
p∈P

′
Aut(Hp) とおく．

(Tp)p∈P ∈
∏
p∈P

′
Aut(Hp) をとると，有限部分集合 S0 ⊂ S ⊂ P に対して

⊗p∈STp ∈ Aut(⊗p∈SHp) となり，更に有限部分集合 S0 ⊂ S ⊂ T ⊂ P に対し

て⊗p∈SHp 上では⊗p∈TTp = ⊗p∈STp となるから，⊗p∈P
′Tp ∈ Aut(⊗p∈P

′Hp)

が (⊗p∈P
′Tp) ⊗p∈P up = ⊗p∈PTpup により定義され，これを連続的に延長

して ⊗p∈P
′Tp ∈ Aut(⊗̂′

p∈PHp) を得る．このとき (Tp)p∈P �→ ⊗p∈P
′Tp は∏

p∈P

′
Aut(Hp) から Aut(⊗̂′

p∈PHp) への単射群準同型写像となる．

さてここで，各 p ∈ P に対して Gp のユニタリ表現 (πp, Hp) があって，有

限個の p ∈ P を除いて（具体的には有限部分集合 S0 ⊂ P を除いて）πp|Kp
は

Kp の自明な 1 次元表現 1Kp
を重複度 1 で含むとする．このとき p ∈ P \S0

に対して |uop| = 1 なる Kp-不変ベクトル uop ∈ Hp をとって，{Hp}p∈P の

{uop}p∈P\S0
に関する制限テンソル積をH とする．x = (xp)p∈P ∈ Gをとると，

有限個の p ∈ Pを除くと xp ∈ Kp となり，従って (πp(xp))p∈P ∈
∏
p∈P

′
Aut(Hp)

であるから，π(x) = ⊗p∈P
′πp(xp) ∈ Aut(H) が定義される．このとき (π,H)

は G のユニタリ表現となる．Kp-不変ベクトル uop ∈ Hp は絶対値 1 の複

素定数倍を除いて一意的だから，(π,H) はユニタリ同値を除いて一意的に定

まる．そこでこれを {πp}p∈P の {Kp}p∈P に関する制限テンソル積 と呼び，

⊗p∈P
′πp と書く．次の定理が基本的である；

定理 2.5.4 πp が全て既約であり，有限個の p ∈ P を除いて Kp が完全非連

結ならば，制限テンソル積 ⊗p∈P
′πp は G の既約ユニタリ表現となる．

各 p ∈ P に対して πp|Ap
= χp ならば π|A = χ となるが，逆に次の定理が

成り立つ；

定理 2.5.5 Gp (p ∈ P) は全てタイプ I であり，有限個の p ∈ P を除いて

Cc(Gp/Ap, χp,1Kp) は可換であるとする．このとき，π|A = χ なる G の既約
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ユニタリ表現 (π,H) が δ = ⊗p∈Pδp ∈ K̂ ((δp)p∈P ∈
∏
p∈P

′
K̂p) なる K-タイプ

を含むならば，各 Gp の既約ユニタリ表現 πp を適当に取って π = ⊗p∈P
′πp

とできる．

以上の準備の下に，制限直積上の保型形式の空間を見てみよう．G の既約

ユニタリ表現 π は Gp の既約ユニタリ表現 πp の Kp に関する制限テンソル

積で

δ = ⊗p∈Pδp ∈ K̂, (δp)p∈P ∈
∏
p∈P

′
K̂p

なる K-タイプを重複度 1 で含むとする．このとき πp|Ap = χp ∈ Âp とする

と，(χp)p∈P ∈
∏
p∈P

′
Âp で，π|A = χ = ⊗p∈Pχp となる．ここで πp の Kp-タ

イプ δp の球跡関数を簡単に ψp と書くことにする．すると x = (xp)p∈P ∈ G

にたいして，有限個の p ∈ P を除いて xp ∈ Kp かつ δp = 1Kp
だから，

ψp(xp) = 1 となり ψπ,δ(x) =
∏
p∈P

ψp(xp) (x = (xp)p∈P ∈ G) である．そこで

Gの閉部分群 Γは Aを開部分群として含むとして，Γの有限次元ユニタリ表

現 (ρ, Vρ) は ρ|A = χ を満たすとする．このとき，命題 2.5.3 に注意すると，

G 上の保型形式の空間 Aδ(Γ\G, ρ, π) は，連続関数 f : G → HomC(Vρ, Vδ)

で，条件

1) 任意の γ ∈ Γ に対して f(γx) = f(x) ◦ ρ(γ)−1,

2)

∫
Γ\G

|f(x)|2dΓ\G(ẋ) <∞,

3) 任意の k ∈ K に対して f(xk) = δ(k−1) ◦ f(x),
4) 任意の ϕ ∈ Cc(Gp/Ap, χp, δp)

o (p ∈ P) に対して∫
Gp/Ap

f(xy−1)ϕ(y)dμp(ẏ) = ψ̂p(ϕ)f(x)

を満たすもの全体のなす複素ベクトル空間に内積

(f, g) =

∫
Γ\G

(f(x), g(x))dΓ\G(ẋ)

を与えた複素 Hilbert 空間である．このように G 上の保型形式は各「局所

的な Hecke 作用素」の環 Cc(Gp/Ap, χp, δp)
o (p ∈ P) の作用によって定まり，

その作用の固有値は Gp の既約ユニタリ表現 πp を定めるのである．

3 Siegel モジュラー形式

3.1 まず有界対象領域の基本的な一般論をまとめておく．詳細は [16,

Chap.2] を参照．
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G は中心が有限なる連結実 Lie 群で，その Lie 環 g は半単純であるとす

る．即ち，g の Killging 形式 Bg(X,Y ) = tr(ad(X) ◦ ad(Y )) は g 上の非退

化実二次形式である．指数写像を exp : g → G とする．

g の Cartan 対合 θ（即ち，Lie 環 g の位数 2 の自己同型写像であって，g

上の二次形式 Bg(X, θX) (X ∈ g) が負定値となるもの）を一つとり，付随す

る Cartan 分解を g = p⊕ k とする（即ち p, k はそれぞれ θ の固有値 −1, 1

の固有空間）．k に対応する G の連結閉部分群 K は G の極大コンパクト部

分群であり，G のコンパクト部分群は K の G-共役部分群に含まれる．実解

析的多様体の同型

K × p →̃G ((k,X) �→ k · expX)

が成り立ち，θ ∈ Aut(g) は θ(k · expX) = k · exp(−X) (k ∈ K,X ∈ p) によ

り G の自己同型写像に延長される [7, p.480, Cor 1]．

(ad(H0)|p)2 = −1なる H0 ∈ Z(k)が存在すると仮定する（このとき (G,K)

をHermite 対と呼ぶ）．gC = g⊗R C として

p± = {X ∈ gC | ad(H0)X = ±√−1X}
とおくと，p± は gC の Lie 部分環であり pC = p+ ⊕ p− となる．

k = {X ∈ g | ad(H0)X = 0}
である．そこで Lie(GC) = gC なる連結複素 Lie 群 GC をとり，gC の Lie

部分環 kC, p
± に対応するGC の連結閉部分群をそれぞれ KC, P

± とすると，

P± は可換群で
exp : p± → P±

は全射連続群準同型写像である（p± は加法群）．[kC, p±] ⊂ p± だから，P+KC,

KCP
− は GC の部分群である．更に

命題 3.1.1 P+KCP
− は GC の開部分集合で，P

+ ×KC × P− から GC へ

の写像 (p, k, q) �→ pkq は全単射である．

よって KCP
− は GC の閉部分群である．ここで連続群準同型写像 i : G→

GC があって，次を満たすと仮定する；

1) i の微分写像 d(i) : g → gC は自然な包含写像である，

2) i(G) ⊂ P+KCP
− かつ i−1(KCP

−) = K.

このとき自然な単射の列

G/K
i−→ i(G)KCP

−/KCP
− ⊂ P+KCP

−/KCP
− → P+ log−−→ p+

(log = exp−1) により G/K を複素ベクトル空間 p+ の部分集合と同一視し

たものを D としよう．即ち，ġ ∈ D = G/K に対して

i(g) = exp z · k · q (z ∈ p+, k ∈ KC, q ∈ P−)
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としたとき ġ = z と同一視する．特に 1̇ ∈ D = G/K は 0 ∈ p+ と同一視さ

れる．このとき

dimD = dimR p = dimR p+

だから D は p+ の連結開部分集合となる．さて g ∈ G と z ∈ D ⊂ p+ に対

して，exp z ∈ i(G)KCP
− だから i(g) exp z ∈ i(G)KCP

− ，よって

i(g) exp z = exp g(z) · J(g, z) · q (g(z) ∈ D, J(g, z) ∈ KC, q ∈ P−)

と一意的に書ける．このとき

1) (g, z) �→ g(z) により G は D に推移的に作用しK は 0 ∈ D の固定部分
群である，

2) 写像 J : G×D → KC は実解析的で，z ∈ D に関しては正則である．更
に任意の g, h ∈ G, z ∈ D に対して

J(gh, z) = J(g, h(z))J(h, z),

3) 任意の k ∈ K に対して J(k, 0) = i(k) であり，z ∈ D ⊂ p+ に対して

k(z) = Ad(i(k))z である．

J を自然な保型因子と呼ぶ．KC の有限次元連続複素表現 (δ, Vδ) があれば，

Jδ(g, z) = δ(J(g, z)) とおくことにより，1.2 節の意味の保型因子

Jδ : G×D → GLC(V )

が得られる．ここで更に次のことを仮定してみよう；

GC の位相群としての自己同型写像 g �→ g があって，任意の

X ∈ gC に対して expX = exp(X) である（X �→ X は gC にお

ける g 上の複素共役である）.

このとき z, z′ ∈ D に対して，exp z ∈ i(G)KCP
− だから exp z ∈ i(G)KCP

+，

よって i(G) ⊂ P+KCP
− より exp z−1 · exp z′ ∈ P+KCP

− となる．そこで

exp z−1 · exp z′ = p ·K(z′, z)−1q (p ∈ P+,K(z′, z) ∈ KC, q ∈ P−)

と書ける．このとき

1) g ∈ G に対してK(g(z′), g(z)) = J(g, z′)K(z′, z)J(g, z)
−1

,

2) K(z′, z) = K(z, z′)−1,

3) 任意の z ∈ D に対して K(0, z) = 1

が成り立つ．さて pC 上の正定値 Hermite 内積が 〈X,Y 〉 = Bg(X,Y ) により

定義され，k ∈ KC に対して

〈Ad(k)X,Y 〉 = 〈X,Ad(k)−1Y 〉 (X,Y ∈ pC)
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が成り立つ．この内積に関する正規直交基底により p+ 上の Lebesgue 測度

|dz ∧ dz| が定まる．KC の p+ 上の随伴表現を Adp+ と書くことにして

KAd(z
′, z) = Adp+(K(z′, z)), JAd(g, z) = Adp+(J(g, z))

とおくと，g ∈ G に対して d(g(z)) ∧ dg(z) = | det JAd(g, z)|2dz ∧ dz だから

dD(z) = detKAd(z, z)
−1 · |dz ∧ dz| (z ∈ D)

は D 上の G-不変測度を与える．

ここで (δ, Vδ) は KC の連続な既約表現で，付随する K の連続既約表

現 δ(k) = Jδ(k, 0) (k ∈ K) がユニタリ表現になるように Vδ 上の正定値

Hermite 内積 ( , )δ がとられているとする．即ち，任意の k ∈ KC に対し

て (δ(k)u, v)δ = (u, δ(k)−1v)δ (u, v ∈ Vδ) が成り立つと仮定する．このと

き誘導表現 πδ = IndGKδ の表現空間を Eδ としよう．即ち，Eδ は可側関数

ϕ : G→ Vδ で

1) 任意の k ∈ K に対して ϕ(xk) = δ(k)−1ϕ(x),

2)

∫
G/K

ϕ(x)|2δdG/K(ẋ) <∞

なるもののなす複素ベクトル空間（を
∫
G/K

|ϕ(x)|2δdG/K(ẋ) = 0 なる ϕ のな

す部分空間で割った商空間）であって，内積

(ϕ, ψ) =

∫
G/K

(ϕ(x), ψ(x))δdG/K(ẋ)

に関して複素 Hilbert空間となり，Gの作用は (πδ(g)ϕ)(x) = ϕ(g−1x)により

定義される．Gの正則離散系列表現を構成するには，表現空間 Eδ を D上の関
数の空間として構成することが重要である．その為にKδ(z

′, z) = δ(K(z′, z))
(z, z′ ∈ D) とおいて，可側関数 ϕ : D → Vδ で∫

D
(Kδ(z, z)

−1ϕ(z), ϕ(z))δdD(z) <∞

なるもののなす複素ベクトル空間（を積分が 0 なる ϕ のなす部分空間で割っ

た商空間）を L2(D, δ) とおくと，これは

(ϕ,ψ)δ =

∫
D
(Kδ(z, z)

−1ϕ(z), ψ(z))δdD(z)

を内積とする複素 Hilbert 空間となる．ここで ϕ ∈ L2(D, δ) に対して関数
ϕ̂ : G→ Vδ を

ϕ̂(g) = Jδ(g, 0)
−1ϕ(g(0)) (g ∈ G)

により定義すると，ϕ �→ ϕ̂は複素 Hilbert空間のユニタリ同型L2(D, δ) →̃Eδ

を与える．そこで誘導表現 πδ = IndGKδ の作用を，上の同型を通して L2(D, δ)
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に移植すれば，G の L2(D, δ) 上のユニタリ表現 πδ が

(πδ(g)ϕ)(z) = Jδ(g
−1, z)−1ϕ(g−1(z)) (g ∈ G,ϕ ∈ L2(D, δ))

により定義される．ここで D 上正則なる ϕ ∈ L2(D, δ) のなす部分空間を Hδ

とすると

1) Hδ は L2(D, δ) の G-不変な閉部分空間である，

2) E ⊂ Hδ が G-不変な閉部分空間ならば E = {0} 又は E = Hδ である．

よって Hδ �= {0}ならば (πδ, Hδ) は G の既約ユニタリ表現となるから，これ

を最小のK-タイプ δの正則離散系列表現と呼ぶ．というのは，第一に (πδ, Hδ)

は二乗可積分表現（つまり離散系列表現）である，即ち，任意の ϕ,ψ ∈ Hδ

に対して ∫
G

|(πδ(x)ϕ, ψ)|2dG(x) <∞

である．第二に Vδ に値をとる D上の多項式関数全体Hδ,polyはHδ の部分空間

（精確にはK-有限ベクトルの全体）となるが，p+ 上の複素数値多項式関数全体

をC[p+]とすれば，Vδ に値をもつ D 上の多項式関数全体は Vδ⊗CC[p
+]と同

一視される．よって KC の C[p+] 上の表現 ρ を (ρ(k)f)(X) = f(Ad(k)−1X)

により定義して，n 次多項式のなす部分空間 C[p+]n への制限を ρn とすれ

ば，K-加群としての直和分解

Hδ,poly =

∞⊕
n=0

δ ⊗ ρn

をもつ．ここで δ ⊗ ρ0 = δ であり，n > 0 ならば δ ⊗ ρn の既約成分に δ と

同型な表現は現れない．従って δ は πδ|K に重複度 1 で含まれ，πδ のその

他の K-タイプは δ より “大きい”．Hδ の δ-成分 Hδ(δ) を Vδ と同一視すれ

ば，πδ の K-タイプ δ の球関数は

Φπδ,δ(g) = Jδ(g
−1, 0)−1 (g ∈ G)

である．Hδ �= {0} となる必要十分条件は次のように与えられる．まず H0 ∈
Z(k) の存在から，k の Cartan 部分環 t は g の Cartan 部分環でもあること

がいえる．そこで，tC に関する gC のルート系を Φ とおくと

Φ ⊂ √−1t∗ = {α ∈ HomCtC,C) | α(k) ⊂
√−1R}

である．実ベクトル空間
√−1t∗ の内積 ( , ) は Φ の Weyl 群に対して不変で

あるとする．

Φc = {α ∈ Φ | α(H0) = 0} = {α ∈ Φ | gC,α ⊂ kC},
Φ±

n = {α ∈ Φ | α(H0) = ±√−1} = {α ∈ Φ | gC,α ⊂ p±}
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とおくと (gC,α は α ∈ Φ のルート空間)，Φc は kC の（半単純部分の）ルー

ト系だから，Φc の正のルート系 Φ+
c を定めて Φ+ = Φ+

c ∪ Φ+
n が Φ の正の

ルート系をなすようにしておく．KC の有限次元既約表現 δ の（微分表現の）

Φ+
c に関する最高の重みを λ として ρ =

1

2

∑
α∈Φ+

α とおくと

Hδ �= {0} ⇔ (λ+ ρ, α) < 0 for ∀α ∈ Φ+
n

である．

3.2 上の一般論を実斜交群に適用してみよう．後の応用を考えて，実斜

交空間 (V,D)（即ち，有限次元実ベクトル空間 V 上の非退化交代形式 D ）

をとり，付随する斜交群を

G = Sp(V ) = {σ ∈ GLR(V ) | D(xσ, yσ) = D(x, y) for ∀x, y ∈ V }

とおく．ここで GLR は V に右から作用していることに注意する．実 Lie 群

Sp(V ) の Lie 環は

g = sp(V ) = {X ∈ glR(V ) | D(xX, y) +D(x, yX) = 0 for ∀x, y ∈ V }

であり，その Killing 形式は

Bg(X,Y ) = (dimR V + 2)tr(XY ) (X,Y ∈ g)

となり，非退化だから g は半単純である．

IV = {I ∈ Sp(V ) | I2 = −1V , D(xI, x) > 0 for 0 �= ∀x ∈ V }

は空集合ではなくて，(σ, I) �→ σIσ−1 により Sp(V ) は IV に推移的に作用
する．I ∈ IV に対して，V 上の複素構造を

√−1x = xI (x ∈ V ) により定

めた複素ベクトル空間を VI と書くと

〈x, y〉I = D(xI, y) +
√−1D(x, y) (x, y ∈ V )

は VI 上の正定値 Hermite 形式を与える．付随するコンパクト・ユニタリ群

U(VI , 〈 , 〉I) は Sp(V ) における I ∈ IV の固定部分群である．
以下，I0 ∈ IV を一つ固定しておく．θX = I0XI

−1
0 (X ∈ g) は g の

Cartan 対合を与え，付随する Cartan 分解を g = k⊕ p とすると，k に対応

するG の連結閉部分群が K = U(VI0 , 〈 , 〉I0) である．H0 = −1

2
I0 ∈ Z(k) で

(ad(H0)|p)2 = −1 となるから， (G,K) は Hermite 対である．VC = V⊗RC

とおいて，D を複素双線形に延長して複素斜交空間 (VC, D) を考える．GC =

Sp(VC) とおいて i : G → GC を複素線形延長による自然な包含写像とする

と，上で述べた一般論が適用できることを，少し具体的な計算を含めて見て

みよう．

W± = {x ∈ VC | xI0 = ±√−1x}
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とおくと，VC = W− ⊕W+ かつ D(W−,W−) = D(W+,W+) = 0 である

から

〈 , 〉 :W− ×W+ � (x, y) �→ D(x, y) ∈ C

は非退化な pairing を与える．よって b ∈ HomC(W
−,W+) に対して tb ∈

HomC(W
−,W+) が

〈x, y tb〉 = 〈xb, y〉 for ∀x, y ∈W−

により定義され，d ∈ EndC(W
+) に対して td ∈ EndC(W

−) が

〈x td, y〉 = 〈x, yd〉 for ∀x ∈W−, y ∈W+

により定義される．c ∈ HomC(W
+,W−) に対する tc ∈ HomC(W

+,W−) 及
び a ∈ EndC(W

−) に対する ta ∈ EndC(W
−) も同様に定義する．直和分解

VC =W− ⊕W+ に応じて σ ∈ EndC(VC) を

σ =

(
a b

c d

)
,

a ∈ EndC(W
−), b ∈ HomC(W

−,W+)

c ∈ HomC(W
+,W−), d ∈ EndC(W

+)

と表す．即ち (x, y)σ = (xa + yc, ab + yd) (x ∈ W−, y ∈ W+) とおく．

VC における V 上の複素共役を x �→ x とおく．部分空間 W ⊂ VC と f ∈
HomC(W,VC)に対して f ∈ HomC(W,VC)を f(x) = f(x) (x ∈W )により定

義する．特に f =

(
a b

c d

)
∈ EndC(VC) に対して f =

(
d c

b a

)
∈ EndC(VC)

である．よって

Sp(V ) = {σ ∈ Sp(VC) | σ = σ} =

{(
d c

c d

)
∈ Sp(VC)

}

である．

p+ =

{(
0 b

0 0

) ∣∣∣∣ b ∈ SymC(W
−,W+)

}
,

p− =

{(
0 0

c 0

) ∣∣∣∣ c ∈ SymC(W
+,W−)

}
,

kC =

{(
− td 0

0 d

) ∣∣∣∣ b ∈ EndC(W
+)

}
,

但し

SymC(W
−,W+) = {b ∈ HomC(W

−,W+) | tb = b},
SymC(W

+,W−) = {c ∈ HomC(W
+,W−) | tc = c}
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である．よって

P+ =

{(
1 b

0 1

) ∣∣∣∣ b ∈ SymC(W
−,W+)

}
,

P− =

{(
1 0

c 1

) ∣∣∣∣ c ∈ SymC(W
+,W−)

}

となり，kC に対応する GC の連結閉部分群は

KC =

{(
td−1 0

0 d

) ∣∣∣∣ d ∈ GLC(W
+)

}

である．x �→ 1

2
(x− xI0 ⊗

√−1) は複素ベクトル空間の同型 VI0 →̃W+ を与

え，これにより VI0 上の Hermite 形式 〈 , 〉I0 を W+ じょうで見ると

〈x, y〉I0 = 2
√−1D(x, y) = −2

√−1〈y, x〉 (x, y ∈W+)

となるから

K = KC ∩ Sp(V ) =

{(
d 0

0 d

) ∣∣∣∣ d ∈ U(W+, 〈 , 〉I0)
}

となる．

P+KCP
− =

{(
a b

c d

)
∈ Sp(VC)

∣∣∣∣ d ∈ GLC(W
+)

}

となり，これはGC = Sp(VC)の開部分集合でG = Sp(V )を含みG∩KCP
− =

K である．そこで 3.1 節の一般論を適用して IV = G/K を p+ の開部分集合

と同一視したものをDV とおく．

(
0 b

0 0

)
∈ p+ と b ∈ SymC(W

−,W+) を同

一視して，DV ⊂ SymC(W
−,W+) としよう．直接計算して σ =

(
a b

c d

)
∈

Sp(V ) と z ∈ DV ⊂ SymC(W
−,W+) に対して

σ(z) = (az + b)(cz + d)−1 ∈ DV , J(σ, z) =

(
t(cz + d)−1 0

0 cz + d

)
∈ KC

となることがわかる．ここから

DV = {z ∈ SymC(W
−,W+) | 1W+ − z · z ∈ Her+(W+)}

であることがわかる．ここで

Her(W+) = {T ∈ EndC(W
+) | 〈xT, y〉I0 = 〈x, yT 〉I0 for ∀x, y ∈W+},

Her+(W ) = {T ∈ Her(W+) | 〈xT, x〉I0 > 0 for 0 �= ∀x ∈W+}
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とおいた．更に

K(z′, z) =

(
1− z′z 0

0 (1− zz′)−1

)
(z, z′ ∈ DV ⊂ SymC(W

−,W+)

となる．さて斜交空間 (V,D) の偏極 2V = W ′ ⊕ W を一つ定めておく．

σ ∈ EndC(VC) を直和分解 VC =W ′
C ⊕WC に応じて

σ =

[
a b

c d

]
(a ∈ EndC(W

′
C), b ∈ HomC(W

′
C,WC) etc.)

と書くことにする．又，非退化な pairing

〈 , 〉 :W ′ ×W � (x, y) �→ D(x, y) ∈ R

を用いて，例えば b ∈ HomR(W
′,W )に対して tb ∈ HomR(W

′,W )を 〈x tb, y〉 =
〈x, yb〉 (∀x, y ∈ W ′) により定義し，d ∈ EndR(W ) に対して td ∈ EndR(W

′)
を 〈x td, y〉 = 〈x, yd〉 (∀x ∈ W ′, y ∈ W ) により定義する．さてW−ρ = W ′

C

かつ W+ρ = WC なる ρ ∈ Sp(VC) が存在するから，それを一つ固定してお

く．p̂± = Ad(ρ−1)p± とおくと

p̂+ =

{[
0 b

0 0

] ∣∣∣∣ b ∈ SymC(W
′
C,WC)

}
,

p̂− =

{[
0 0

c 0

] ∣∣∣∣ c ∈ SymC(WC,W
′
C)

}

となる．そこで

P̂+ = ρ−1P+ρ, P̂− = ρ−1P−ρ, K̂C = ρ−1KCρ

とおくと，X �→ expX は p̂+ = Ad(ρ)p+ から P̂+ への全単射で

K̂C =

{[
td−1 0

0 d

] ∣∣∣∣ d ∈ GLC(WC)

}
,

P̂+ =

{[
1 b

0 1

] ∣∣∣∣ b ∈ SymR(W
′
C,WC)

}
,

P̂+K̂CP̂
− =

{[
a b

c d

]
∈ Sp(VC)

∣∣∣∣ d ∈ GLC(WC)

}

2任煮の x, y ∈ W に対して D(x, y) = 0 なる部分空間 W ⊂ V で次元が最大のものを V の

Lagrange部分空間と呼ぶ．W ⊂ V が Lagrange部分空間ならば dimR W =
1

2
dimR V であり，

V の Lagrange 部分空間全体に Sp(V ) は推移的に作用する．Lagrange 部分空間 W,W ′ ⊂ V
に対して V = W ′⊕W となるとき，これを斜交空間 (V,D) の偏極と呼ぶ．このとき Lagrange
部分空間の対 (W,W ′) に σ ∈ Sp(V ) は (W,W ′) · σ = (Wσ,W ′σ) により推移的に作用する．
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となる．ここで ρSp(V ) ⊂ P+KCP
− が言えるから Sp(V )ρ ⊂ P̂+K̂CP̂

− と
なる．そこで z ∈ DV ⊂ p+ に対して exp z ∈ Sp(V )KCP

− だから，

exp z · ρ ∈ Sp(V )K̂CP̂
− ⊂ P̂+K̂CP̂

−

となる．よって exp z · ρ = exp ẑ · k · q (ẑ ∈ p̂+, k ∈ K̂C, q ∈ P̂−) とおいて

HV = {ẑ ∈ p̂+ | z ∈ DV } ⊂ SymC(W
′
C,WC)}

とおく．但し b ∈ SymC(W
′
C,WC) と

[
0 b

0 0

]
∈ p̂+ を同一視している．z �→ ẑ

を ρに関するCayley 変換と呼ぶ．σ ∈ Sp(V ) と z ∈ HV に対して，exp z ∈
Sp(V )K̂CP̂

− だから

σ exp z = expσ(z) · J(σ, z) · q (σ(z) ∈ HV , J(σ, z) ∈ K̂C, q ∈ P̂−)

と書けて，(σ, z) �→ σ(z) により Sp(V ) は HV に作用する．具体的に計算す

れば σ =

[
a b

c d

]
∈ Sp(V ) に対して

σ(z) = (az + b)(cz + d)−1, J(σ, z) =

[
t(cz + d)−1 0

0 cz + d

]

となり

HV = {z ∈ SymC(W
′
C,WC | Im z ∈ Sym+

R (W
′,W )}

であり，更に Sp(V ) の HV への作用は推移的であることがわかる．但し

Sym+
R (W

′,W ) = {T ∈ SymR(W
′,W ) | 〈x, xT 〉 > 0 for 0 �= ∀x ∈W ′}

とする．z ∈ HV に対して WC 上の正定値 Hermite 形式が

〈v, w〉z = D(v(Im z)−1, w) (v, w ∈WC)

により定義され，付随するユニタリ群と z ∈ HV の固定部分群が同型となる；

{σ ∈ Sp(V ) | σ(z) = z} →̃U(WC, 〈 , 〉z) (σ �→ J(σ, z)|WC
).

特に K = {σ ∈ Sp(V ) | σ(0̂) = 0̂} である．

3.3 古典的な Siegel モジュラー形式について簡単に復習しておく．詳細

は [6] を参照．

Q 上の斜交空間 (VQ, D) とその偏極 VQ = W ′
Q ⊕ WQ があって，V =

VQ⊗QR,W
′ = W ′

Q⊗QR,W = WQ⊗QR であるとする．部分群 Γ ⊂ Sp(VQ)

は数論的部分群とする．即ち，VQ の Z-格子 Λ ⊂ VQ があって Γ は

Sp(Λ) = {σ ∈ Sp(VQ) | Λσ = Λ}
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と通約的3であるとする．dimR V > 2 ならば，十分大きな 0 < N ∈ Z に対

して

Sp(Λ, N) = {γ ∈ Sp(Λ) | xγ ≡ x (mod N · Λ) for ∀x ∈ Λ}

は Γ に含まれるから，dimR(V ) = 2 の場合にもこれを仮定しよう．(ρ, Vρ)

を Γ に有限次元ユニタリ表現として Ker ρ は Γ の指数有限の部分群である

と仮定する．

[
td−1 0

0 d

]
∈ K̂C と d ∈ GLC(WC) を同一視して，(δ, Vδ) を

K̂C = GLC(WC) の有限次元既約表現で Young 図形

m1 個の正方形

m2 個の正方形
...

mn 個の正方形

に対応しているとして，mn > 0 と仮定する．Jδ(σ, z) = δ(J(σ, z)) (σ ∈
Sp(V ), z ∈ HV ) とおいて，k �→ Jδ(k, 0̂) が K の既約ユニタリ表現となるよ

うに Vδ 上の Hermite 内積を定める4．表現空間 Vρ, Vδ における Hermite 内

積をそれぞれ ( , )ρ, ( , )δ とすると，任意の T ∈ HomC(Vρ, Vδ) に対して

(Tu, v)δ = (u, T ∗v)ρ for ∀u,∈ Vρ, v ∈ Vδ

なる T ∗ ∈ HomC(Vδ, Vρ)が唯一定まるから，複素ベクトル空間HomC(Vρ, Vδ)

における Hermite 内積を (S, T )ρ,δ = tr(S ◦ T ∗) により定義する．さて正則
関数

F : HV → HomC(Vρ, Vδ)

であって

1) 任意の γ ∈ Γ に対して F (γz) = Jδ(γ, z) ◦ F (z) ◦ ρ(γ)−1,

2) 任意の σ ∈ Sp(VQ) と任意の y0 ∈ SymR(W
′,W ) に対して |Fσ(z)| は

{z ∈ HV | Im z ≥ y0} で有界

の二条件が成り立つとき，F を Γに関して表現 ρをもった重さ δ の（或いは簡

単に (δ, ρ)-型の）Siegel モジュラー形式と呼ぶ．ここで Jδ(σ, z) = δ(J(σ, z))

3群 G の部分群 A,B に対して，群指数が (A : A ∩ B) < ∞ かつ (B : A ∩ B) < ∞ であ
るとき，A と B は通約的であるという．

4k =

[
a b
c d

]
∈ K に対して Im 0̂ = Im k(0̂) = t(c0̂ + d)

−1
Im 0̂ · (c0̂ + d)−1 より

δ(c0̂ + d)∗ = δ((c0̂ + d)−1) = δ((Im 0̂)−1 t(c0̂ + d) · Im 0̂)

となるから，Vδ の Hermite 内積は

δ(d)∗ = δ((Im 0̂)−1 td · Im 0̂) ∀d ∈ GLC(WC)

となるようにとればよい．
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(σ ∈ Sp(V ), z ∈ HV ) とおき

Fσ(z) = Jδ(σ, z)
−1 ◦ F (σz) (z ∈ HV )

とおく．よく知られているように，上の条件 2) は dimR V > 2 のときには条

件 1) から自動的に成り立つ（Koecher の定理）．(δ, ρ)-型の Siegel モジュ

ラー形式 F に付随する Sp(V ) 上の関数

fF (σ) = Jδ(σ, 0̂)
−1 ◦ F (σ(0̂)) (σ ∈ Sp(V ))

が Sp(V ) 上の有界関数であるとき，F を Γ に関する (δ, ρ)-型の Siegel 尖

点形式と呼ぶ．z = σ(0̂) ∈ HV (σ ∈ Sp(V )) に対して

|fF (σ)|2 = (δ((Im 0̂)−1Im z) ◦ F (z), F (z))ρ,δ

となる．F が尖点形式ならば，このとき任意の実数 p > 0 に対して∫
Γ\Sp(V )

|f(σ)|pdSp(V )(σ) <∞

である．次の定理は Satake [14] による；

定理 3.3.1 実数 p > 0 に対して pmn ≥ 2n とする．このとき Γ に関する

(δ, ρ)-型の Siegel モジュラー形式 F に対して∫
Γ\Sp(V )

|fF (σ)|pdSp(V )(σ) <∞

ならば F は尖点形式である．

Γ に関する (δ, ρ)-型の尖点形式の全体を Sδ(Γ, ρ) と書く．

さて 2.4 節の一般論を実斜交群に適用して，Siegel 尖点形式を表現論的に

とらえてみよう．同型 KC →̃ K̂C (k �→ ρkρ−1) により K̂C = GLC(WC) の有

限次元既約表現 (δ, Vδ) を KC の有限次元既約表現とみなしておく．従って(
td−1 0

0 d

)
∈ KC と d ∈ GLC(W

+) を同一視すれば，δ は GLC(W
+) の有

限次元既約表現で Young 図形

m1 個の正方形

m2 個の正方形
...

mn 個の正方形

に対応するものである．このとき最小の K-タイプ δ の正則離散系列表現が

定義される（即ち Hδ �= {0} となる）必要十分条件は mn > n なることで

ある．このとき Satake の定理（定理 3.3.1）に注意すると，次の定理が示さ

れる；
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定理 3.3.2 mn > nのとき，最小の K-タイプ δ の正則離散系列表現 (πδ, Hδ)

に対して，F �→ fF は複素ベクトル空間の同型Sδ(Γ, ρ) →̃Aδ(Γ\Sp(V ), ρ, πδ)

を与える．

第 II部

重さ半整数の Siegel モジュラー形式

4 Weil 表現

4.1 以下

Qp =

⎧⎨⎩実数体 R : p = ∞,

p-進数体 Qp : p <∞
, Zp =

⎧⎨⎩有理整数環 Z : p = ∞,

p-進整数環 Zp : p <∞

とする．局所コンパクト加法群 Qp 上の Haar 測度 dt は⎧⎨⎩vol(Qp/Zp) = 1 : p = ∞,

vol(Zp) = 1 : p <∞

と正規化しておく．加法群 Qp の自明でないユニタリ指標 χ を一つ固定して

おく．

(V,D) を Qp 上の斜交空間とする．局所コンパクト加法群 V 上のHaar 測

度 dV (x) は (x, y) �→ χ(D(x, y)) に関して自己双対的であるとする．即ち V

上の Fourier 変換と逆変換が

ϕ̂(y) =

∫
V

ϕ(x)χ(−D(x, y))dV (x), ϕ(x) =

∫
V

ϕ̂(y)χ(D(x, y))dV (y)

を満たすとする．H(V ) = V ×Qp は群演算

(x, s) · (y, t) = (x+ y, s+ t+ 2−1D(x, y))

により局所コンパクト群となる．これを斜交空間 (V,D) に付随するHeisen-

berg 群 と呼ぶ．H(V ) の中心 Z(H(V )) = {(0, t) | t ∈ Qp} は同一視
(0, t) = t により加法群 Qp と同一視しておく．dH(V )(x, t) = dV (x)dt は

H(V ) の Haar 測度となり，H(V ) はユニモジュラーである．

斜交空間 (V,D) の Lagrange 部分空間 W ⊂ V をとり，H(V ) の閉部分群

W ×Qp のユニタリ指標 χW (y, t) = χ(t) (t ∈ Qp) から誘導された H(V ) の

ユニタリ表現 (πχ
W , Hχ

W ) = Ind
H(V )
W×Qp

χW を考えよう．その表現空間 Hχ
W は

1) 任意の g ∈W ×Qp に対して ϕ(gh) = χW (g)ϕ(h),

2)

∫
(W×Qp)\H(V )

|ϕ(h)|2dḣ <∞
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なる可測関数 ϕ : H(V ) → C 全体を内積

(ϕ,ψ) =

∫
W×Qp\H(V )

ϕ(h)ψ(h)dḣ

により複素 Hilbert 空間としたものであり，H(V ) の作用は (πχ
W (h)ϕ)(g) =

ϕ(gh) により定義される．ここで W の Haar 測度 dW (x) を一つ定めて，

(W ×Qp\H(V ) 上の右 H(V )-不変測度 dġ を∫
H(V )

ϕ(h)dH(V )(h) =

∫
(W×Qp)\H(V )

dġ

∫
W×Qp

dW (x)dtϕ((x, t)h)

(ϕ ∈ Cc(H(V )))となるように定める．大切なことは次の二つの定理である；

定理 4.1.1 (πχ
W , Hχ

W ) は Heisenberg 群 H(V ) の既約ユニタリ表現である．

定理 4.1.2 π が H(V ) のユニタリ表現であって，任意の t ∈ Qp = Z(H(V ))

に対して π(t) = χ(t) ならば，複素 Hilbert 空間 E 上の H(V ) の自明なユ

ニタリ表現 1E があって，π はユニタリ表現のテンソル積 1E ⊗ πχ
W とユニ

タリ同値である．

定理 4.1.2 から直ちに次の系が得られる；

系 4.1.3 π が H(V ) に既約ユニタリ表現で，任意の t ∈ Qp = Z(H(V )) に

対して π(t) = χ(t) ならば，π は πχ
W とユニタリ同値である．

V の二つの Lagrange 部分空間 W,W ′ ⊂ V に対して，系 4.1.3 から，

(πχ
W , Hχ

W ) と (πχ
W ′ , H

χ
W ′) は H(V ) のユニタリ表現としてユニタリ同値だか

ら，その間のユニタリ同値写像を具体的に構成してみよう．まず，W ∩W ′

上の Haar 測度 dW∩W ′ を一つとると，W/(W ∩W ′) と W ′/(W ∩W ′) 上の
Haar 測度

dW/(E∩W ′) = dW /dW∩W ′ , dW ′/(W∩W ′) = dW ′/dW∩W ′

が定まる5．更に W ′/(W ∩W ′) の双対空間 (W ′/(W ∩W ′))∗ 上の Haar 測

度 d(W ′/(W∩W ′))∗ として dW ′/(W∩W ′) の双対測度をとる．そこでQp-線形同

型写像

gW,W ′ :W/(W ∩W ′) →̃ (W ′/(W ∩W ′))∗

を 〈ẇ′, gW,W ′(ẇ)〉 = D(w,w′) により定義して，0 < |gW,W ′ | ∈ R を

d(W ′/(W∩W ′)(gW,W ′(ẇ)) = |gW,W ′ | · dW/(W∩W ′)(w)
5一般に局所コンパクト・ユニモジュラー群 G の閉部分群 H に対して，G,H 上の Haar 測

度 dG(g), dH(h) をとると，G/H 上の左 G-不変測度 dG/H(ġ) を∫
G
ϕ(g)d(g) =

∫
G/H

dG/H(ġ)

∫
H

dH(h)ϕ(gh) (ϕ ∈ Cc(G))

が成り立つように定めることかできる．このとき dG/H = dG/dh と書くことにする．
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により定義すると，|gW,W ′ |1/2dW ′/(W∩W ′) はW ∩W ′ 上の Haar測度 dW∩W ′

の選択に依存しなくなる．このときユニタリ写像 Tχ
W ′,W : Hχ

W → Hχ
W ′ が

(Tχ
W ′,Wϕ)(h) =

∫
W ′/(W∩W ′)

ϕ((w′, 0)h) · |gW,W ′ |1/2dW ′/(W∩W ′)(ẇ
′)

(ϕ ∈ Hχ
W,c)により定義される．ここで Hχ

W,c は連続関数 ϕ : H(V ) → C で

1) 任意の g ∈W ×Qp に対して ϕ(gh) = χW (g)ϕ(h),

2) ḣ �→ |ϕ(h)| はW ×Qp\H(V ) 上のコンパクト台関数

なるもの全体からなる Hχ
W の稠密な部分空間である．このとき

1) Tχ
W ′,W ◦ Tχ

W,W ′ = Tχ
W,W = id,

2) 任意の h ∈ H(V ) に対して Tχ
W ′,W ◦ πχ

W (h) = πχ
W ′ ◦ Tχ

W ′,W

が成り立つ6．

4.2 有限次元 Qp-ベクトル空間 X の双対空間を X∗ として，x ∈ X,α ∈
X∗ に対して 〈x, α〉 = α(x) とおくと，VX = X ×X∗ はDX((x, α), (y, β)) =

〈x, β〉 − 〈y, α〉 に関して斜交空間となる．ここで自然に X,X∗ ⊂ VX を部

分空間とみなせば，これらは斜交空間 (VX , DX) の Lagrange 部分空間であ

る．直和分解 V = X × X∗ に関する σ ∈ EndQp(VX) のブロック分表示を

σ =

(
a b

c d

)
とする．Qを X 上の二次形式とする．即ち，関数 Q : X → Qp

は

1) λ ∈ Qp, x ∈ X に対して Q(λx) = λ2Q(x),

2) (x, y) �→ Q(x, y) = Q(x+y)−Q(x)−Q(y) (x, y ∈ X)はQp-双線形形式

を満たすとする．そこで Q̃ ∈ SymQp(X,X
∗) を

〈x, yQ̃〉 = Q(x+ y)−Q(x)−Q(y) (x, y ∈W )

により定めて σ =

(
1 Q̃

0 1

)
∈ Sp(VX) とおくと，WQ = Xσ ⊂ VX は La-

grange部分空間となる．このときTχ
X,WQ

◦Tχ
WQ,X∗ とTχ

X,X∗ は共に (πχ
X∗ , H

χ
X∗)

から (πχ
X , H

χ
X) へのユニタリ同値写像となるから

Tχ
X,WQ

◦ Tχ
WQ,X∗ = γχ(Q) · Tχ

X,X∗

なる γχ(Q) ∈ C1 が定まる．これを二次形式 Q のWeil 定数 と呼ぶ．X 上

の二次形式 Q に対して

rad(Q) = {x ∈ X | 〈x, yQ̃〉 = 0 for ∀y ∈ X}
6Tχ

W,W ′ の性質と次の 4.2 節については [12] を参照のこと．
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とおくと，X/rad(Q) 上の正則な二次形式Qreg(ẋ) = Q(x) が定まる．このと

き γχ(Q) = γχ(Q
reg) である．又，Q �→ γχ(Q) は Qp 上の Witt 群 WQp

か

ら乗法群 C1 への群準同型写像である．

さて Qp 上の斜交空間 (V,D) をとる．三つの Lagrange 部分空間Wi ⊂ V

(i = 1, 2, 3) に対して W1 ×W2 ×W3 上の二次形式 QW1,W2,W3
が

QW1,W2,W3(w1, w2, w3) = D(w1, w2)+D(w2, w3)+D(w3, w1) (wi ∈Wi)

により定義される．このとき

rad(QW1,W2,W3) = {(w1, w2, w3) | w1−w2 ∈W3, w2−w3 ∈W1, w3−w1 ∈W2}

であり，(1, 2, 3) の並べ替え (i1, i2, i3) に対して

QWi1 ,Wi2 ,Wi3
= sign

(
1 2 3

i1 i2 i3

)
·QW1,W2,W3

が成り立つ．更に次の定理が基本的である；

定理 4.2.1 Lagrange 部分空間 Wi ⊂ V (i = 1, 2, 3) に対して

Tχ
W1,W2

◦ Tχ
W2,W3

◦ Tχ
W3,W1

= γχ(QW1,W2,W3
) · id.

4.3 Qp 上の斜交空間 (V,D)の偏極 V =W ′⊕W をとり，x ∈W ′, y ∈W

に対して 〈x, y〉 = D(x, y) とおく．局所コンパクト加法群 W ′,W 上の Haar

測度 dW ′(x), dW (y) は (x, y) �→ χ(〈x, y〉) に関して自己双対的であるとする．
即ちW ′ 上の Fourier 変換と逆変換が

ϕ̂(y) =

∫
W ′

ϕ(x)χ(−〈x, y〉)dW ′(x), ϕ(x) =

∫
W

ϕ̂(y)χ(〈x, y〉)dW (y)

を満たすとする．このとき dV (x, y) = dW ′(x)dW (y) である．ϕ ∈ L2(W ′) に
対して

ϕ̃(g) = χ
(
ν · (t+ 2−1〈x, y〉)) · ϕ(x) (g = ((x, y), t) ∈ H(V ))

とおくと，ϕ �→ ϕ̃ は L2(W ′) からHχ
W へのユニタリ同型写像となる．そこ

で誘導表現 Ind
H(V )
W×Qp

χW を L2(W ′) 上に実現したものを Πχ と書くと，その

作用は (h = ((x, y), t) ∈ H(V ) と ϕ ∈ L2(W ′) に対して

(Πχ(h)ϕ)(w
′) = χ

(
t+ 〈w′, y〉+ 2−1〈x, y〉) · ϕ(w′ + x) (w′ ∈W ′)

となる．H(V ) のユニタリ表現 (Πχ, L
2(W ′)) を Schrödinger 表現と呼ぶ．

同様に H(V ) の閉部分群 W ′ ×Qp のユニタリ指標 χW ′(x, t) = χ(t)−1 から

誘導された H(V ) の誘導表現 Ind
H(V )
W ′×Qp

χW ′ を L2(W ) 上に実現したものを

Π̌χ とおくと，その作用は h = ((x, y), t) ∈ H(V ) と ϕ ∈ L2(W ) に対して

(Π̌χ(h)ϕ)(w) = χ
(−t− 〈x,w〉+ 2−1〈x, y〉) · ϕ(w − y)
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となる．Π̌χ は Πχ の反傾表現である．実際，複素双線形形式

〈 , 〉χ : L2(W ′)× L2(W ) → C

を ϕ ∈ L2(W ′) ∩ L1(W ′), ψ ∈ L2(W ) ∩ L1(W ) に対して

〈ϕ,ψ〉χ =

∫
W ′

dW ′(w′)
∫
W

dW (w)ϕ(w′)ψ(w)χ(〈w′, w〉)

により定めると，任意の h ∈ H(V ), ϕ ∈ L2(W ′), ψ ∈ L2(W ) に対して

〈Πχ(h)ϕ,ψ〉χ = 〈ϕ, Π̌χ(h
−1)ψ〉χ

が成り立つ．反傾表現 (Π̌χ, L
2(W )) も Schrödinger 表現と呼ぼう．

さて σ ∈ Sp(V ) は h = (x, t) ∈ H(V ) に hσ = (xσ, t) により右から作用し

ていて，h �→ hσ は H(V ) の自己同型写像である．そこで σ ∈ Sp(V ) に対

してΠσ
χ(h) = Πχ(h

σ) (h ∈ H(V )) とおくと，(Πσ
χ, L

2(W ′)) は H(V ) の既約

ユニタリ表現で，任意の t ∈ Qp = Z(H(V )) に対して Πσ
χ(t) = χ(t) となる．

よって系 4.1.3 より Πσ
χ は Πχ とユニタリ同値となり，任意の h ∈ H(V ) に

対して

T−1 ◦Πχ(h) ◦ T = Πχ(h
σ)

となる T ∈ Aut(L2(W ′)) が存在する．ここで Aut(L2(W ′)) の位相とし
て，任意の ϕ ∈ L2(W ′) に対して T �→ Tϕ が連続となる最弱の位相を与

えると，Aut(L2(W ′)) は Hausdorff 位相群となる．そこで直積群 Sp(V ) ×
Aut(L2(W ′)) の閉部分群

Mp(V ) = {(σ, T ) | T−1 ◦Πχ(h) ◦ T = Πχ(h
σ) for ∀h ∈ H(V )}

を考えると

� :Mp(V ) → Sp(V ) ((σ, T ) �→ σ)

は Mp(V ) から Sp(V ) への全射連続群準同型写像であり，その核は定数

倍写像という意味で C1 である．Mp(V ) の元を幾つか作ってみよう．ま

ず a ∈ GLQp(W
′) に対して d(a) =

[
a 0

0 ta−1

]
∈ Sp(V ) であり，d0(a) ∈

Aut(L2(W ′) を

(d0(a)ϕ)(w
′) = | det a|1/2ϕ(w′a) (ϕ ∈ L2(W ′), w′ ∈W ′)

により定義すると d(a) = (d(a),d0(a)) ∈Mp(V ) であり

d : GLQp(W
′) →Mp(V )

は連続群準同型写像である．又，b ∈ SymQp(W
′,W )に対して t(b) =

[
1 b

0 1

]
∈

Sp(V ) で，t0(b) ∈ Aut(L2(W ′)) を

(t0(b)ϕ)(w
′) = χ(2−1〈w′, w′b〉) · ϕ(w′) (ϕ ∈ L2(W ′), w′ ∈W ′)
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により定義すると t(b) = (t(b), t0(b)) ∈Mp(V ) であり

t : SymQp(W
′,W ) →Mp(V )

は連続群準同型写像である．又，R-線形同型写像 c :W →̃W ′ に対してd′(c) =[
0 − tc−1

c 0

]
∈ Sp(V ) で，d′

0(c) ∈ Aut(L2(W ′)) を

(d′
0ϕ)(w

′) = |c|−1/2ϕ̂(w′ tc−1) (ϕ ∈ L2(W ′)), w′ ∈W |prime)

により定義すると，d′(c) = (d′(c),d′
0(c)) ∈Mp(V )である．ここで dW ′(wc) =

|c|dW (w) により 0 < |c| ∈ Rを定義する．c �→ d′(c)は連続写像である．更に

Ω(V ) =

{[
a b

c d

]
∈ Sp(V )

∣∣∣∣ c :W →̃W ′ :線形同型

}

とおいて，σ =

[
a b

c d

]
∈ Ω(V ) ならば σ = t(ac−1)d′(c)t(c−1d) であること

に注意して，

r0(σ) = t0(ac
−1) ◦ d′

0(c) ◦ t0(c−1d) ∈ Aut(L2(W ′))

とおけば r(σ) = (σ, r0(σ)) ∈Mp(V ) であり

r : Ω(V ) →Mp(V )

は連続写像である．よって (σ, λ) �→ (σ, λr(σ)) はΩ(V )×C1 から Mp(V ) の

開集合 �−1(Ω(V )) への位相同型写像となるから，Mp(V ) は局所コンパクト

群である（[19, p.186] 参照）．更に連続群準同型写像 Φ :Mp(V ) → C1 で

1) 任意の λ ∈ C1 に対して Φ(1, λ) = λ2,

2) σ =

[
a b

c d

]
∈ Ω(V ) に対して Φ(r(σ)) = (|c|,−1)2γχ(Q1)

dimV

なるものが存在する．ここで Q1(x) = x2 は Qp 上の二次形式であり，(a, b)2

はHilbert 記号である7．S̃p(V ) = KerΦ は Mp(V ) の閉部分群（従って局

所コンパクト群）で

� : S̃p(V ) → Sp(V ) ((σ, T ) �→ σ)
7a, b ∈ Q×

p に対して

H =

{[
s+ t

√
a u+ v

√
a

b(u− v
√
a) s− t

√
a

] ∣∣∣∣ s, t, u, v ∈ Qp

}
は M2(Qp(

√
a)) の Qp-部分代数となり，M2(Qp) と同型であるか又は Qp 上の斜体となる．

(a, b)2 =

{
1 : H →̃M2(Qp) のとき,

−1 : H が Qp 上の斜体のとき

を Hilbert 記号と呼ぶ．
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連続全射群準同型写像で，その核は {(1,±1)} である．

ωχ : S̃p(V ) → Aut(L2(W ′)) ((σ, T ) �→ T )

は S̃p(V ) のユニタリ表現を与えるから，これをWeil 表現と呼ぶ．後に用い

るために次のことを注意しておく；a ∈ GLQp(W
′) に対して，cW →̃W ′ を

一つとれば，d′(c)d(a) = d′(ca) だから，Φ(d(a)) = (det a,−1)2 である．こ

こで ηχ(a) = γχ(Q1)γχ(− det a ·Q1) とおくと ηχ(a)
2 = (det a,−1)2 となる

から

d̃(a) = (d(a), ηχ(a)
−1d(a)) ∈ S̃p(V ) (3)

とおく．

4.4 Zp-格子 L ⊂ W をとり8，L′ = {x ∈ W ′ | χ(〈x, L〉) = 1} とおいて
Λ = L′ ⊕ L とおく．H(Λ) = Λ×Qp は H(V ) の閉部分群で

χΛ : H(Λ) → C1 (((x, y), t) �→ χ

(
t+

1

2
〈x, y〉

)
)

は H(Λ) の連続なユニタリ指標となる．そこで誘導表現 πχΛ = Ind
H(V )
H(Λ)χΛ

を考える．その表現空間は

1) 任意の λ ∈ H(Λ) に対して θ(λg) = χΛ(λ)θ(g),

2)

∫
H(Λ)\H(V )

|θ(g)|2d(ġ) <∞

なる H(V ) 上の可測関数 θ の全体であり，h ∈ H(V ) の θ ∈ Ind
H(V )
H(Λ)χΛ

への作用は (πχΛ(h)θ)(g) = θ(gh) により定義される．ここで Schwartz 関

数9ϕ ∈ S(W ′) に対して

Θϕ(h) =

∫
L′
ϕ(x+l)χ

(
t+

1

2
〈x, y〉+ 〈l, y〉

)
dL′(l) (h = ((x, y), t) ∈ H(V ))

によりH(V )上の関数 Θϕ を定義すれば，Θϕ ∈ Ind
H(V )
H(Λ)χΛ であり |Θϕ| = |ϕ|

である．更に次の定理が成り立つ；

定理 4.4.1 ϕ �→ Θϕ は H(V ) のユニタリ表現のユニタリ同値写像

(Πχ, L
2(W ′)) →̃ Ind

H(V )
H(Λ)χΛ

に延長される．

8即ち，W の Zp-部分加群であって W の Qp 　上の基底を含むもの．
9p = ∞ のときには各階微分の多項式倍が常に有界なる関数，p < ∞ のときには台がコン

パクトなる連続関数．
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Ind
H(V )
H(Λ)χΛ を Schrödinger 表現の格子モデル と呼ぶ．さて Λσ = Λ なる

σ ∈ Sp(V ) の全体を Sp(Λ) と書き，Sp(Λ) の部分群

Sp0,χ(Λ) = {γ ∈ Sp(Λ) | χΛ(λ
γ) = χΛ(λ) for ∀λ ∈ H(Λ)}

を考えよう．γ ∈ Sp0,χ(Λ) に対して，複素 Hilbert 空間 Ind
H(V )
H(Λ)χΛ の自己

同型写像 rχ(γ) が

(rχ(γ)θ)(h) = θ(hγ) (θ ∈ Ind
H(V )
H(Λ)χΛ, h ∈ H(V ))

により定義される．そこで定理 4.4.1 のユニタリ同値写像 ϕ �→ Θϕ により

rχ(γ) が誘導する L2(W ′) 上の自己同型写像を同じく rχ と書こう．すると

γ �→ (γ, rχ(γ)) は Sp0,χ(Λ) から Mp(V ) への群準同型写像であることがわ

かる．そこで S̃p0,χ(Λ) = �−1
χ Sp0,χ(Λ) とおくと，群準同型写像

ρχ = ρΛ,χ : S̃p0,χ(Λ) → C1

が定まって，任意の γ̃ ∈ S̃p0,χ(Λ) に対して

ωχ(γ̃) = ρχ(γ̃) · rχ(γ) (γ = �χ(γ̃))

が成り立つようにできる．ここで a ∈ V をとって H(Λ) のユニタリ指標

χΛ,a(λ) = χΛ(λ) · χ(D(a, l)) (λ = (l, t) ∈ H(Λ))

を定義する．又，a = (a′, a′′) ∈ V = W ′ ×W としてW ′ 上の Schwartz 関

数 ϕ ∈ S(W ′) に対して

ϑϕ[a](g̃) = Θωχ,J (g̃)ϕ(a, 0)

= χ

(
1

2
〈a′, a′′〉

)
·
∫
L′
(ωχ,J(g̃)ϕ)(a

′ + l)χ(〈l, a′′〉)dL′(l)

(g̃ ∈ S̃p(V )J) とおくと，テータ級数の変換公式が次のように述べられる；

定理 4.4.2 任意の γ̃ ∈ S̃p0,χ(Λ) と λ ∈ H(Λ) に対して

ϑϕ[a]((γ̃, λ)g̃) = ρΛ(γ̃)χΛ,aγ(λ)ϑϕ[aγ](g̃).

[証明] ωχ(γ̃) と Πχ(λ) を Ind
H(V )
H(Λ)χΛ 上で実現したものを同じ記号で表せば，

ψ = ωχ,J(g̃)ϕ として

ϑϕ[a]((γ̃, λ)g̃) = (ωχ(γ̃) ◦Πχ(λ)Θψ)(a, 0)

= ρΛ(γ̃)(Πχ(λ)Θψ)(aγ, 0)

= ρΛ(γ̃)Θψ((aγ, 0)λ).
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ここで λ = (l, t) とおくと，(x, s) ∈ H(V ) に対して

(l, t)−1(x, s)(l, t) = (−l,−t)(x+ l, s+ t+ 2−1D(x, l))

= (x, s+ 2−1D(x, l)− 2−1D(l, x+ l))

= (0, D(x, l))(x, s)

より

Θψ((aγ, 0)λ) = Θψ(λ(0, D(aγ, l))(aγ, 0)

= χΛ(λ(0, D(aγ, l)))Θψ(aγ, 0)

となり，求める等式を得る．

特に g̃ = σ̃ ∈ S̃p(V ), a = 0 の場合に

系 4.4.3 W ′ 上の Schwartz 関数 ϕ ∈ S(W ′) に対して

ϑϕ(σ̃) =

∫
L′
(ωχ(σ̃)ϕ)(l)dL′(l) (σ̃ ∈ S̃p(V ))

とおくと，任意の γ̃ ∈ S̃p0,χ(Λ) に対して

ϑϕ(γ̃σ̃) = ρΛ(γ̃) · ϑϕ(σ̃).

4.5 GLQp(V ) の閉部分群

GSp(V ) = {σ ∈ GLQp(V ) | D(xσ, yσ) = ν(σ) ·D(x, y) for ∀x, y ∈ V }

は，σ ∈ GSp(V ) と h = (x, t) ∈ H(V ) に対して hσ = (xσ, ν(σ)t) により

H(V ) に右から作用し，h �→ hσ は H(V ) の位相的自己同型写像である．特

に半直積 Sp(V )J = Sp(V ) � H(V ) を Jacobi 群と呼ぶ．更に S̃p(V ) は

� : S̃p(V ) → Sp(V ) を通して H(V ) に作用するから，半直積 S̃p(V )J =

S̃p(V )�H(V ) 及び

�J : S̃p(V )J → Sp(V )J ((σ̃, h) �→ (�(σ̃), h))

を考えると，S̃p(V ) の Weil 表現 (ωχ, L
2(W ′)) を用いて S̃p(V )J の既約ユ

ニタリ表現 (ωχ,J , L
2(W ′)) が

ωχ,J(σ̃, h) = ωχ(σ̃) ◦Πχ(h)

により定義される．

ここで S̃p(V )のユニタリ表現 πがあれば，自然な射影 S̃p(V )J → S̃p(V )を

通して S̃p(V )J のユニタリ表現 πJ が生ずるから，ユニタリ表現のテンソル積

ρ = πJ ⊗ ωχ,J は S̃p(V )J のユニタリ表現で，任意の t ∈ Qp = Z(H(V )) =
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Z(S̃p(V )J) に対して ρ(t) = χ(t) となる．逆に，任意の t ∈ Qp に対して

ρ(t) = χ(t) なる S̃p(V )J のユニタリ表現 (ρ,H) があると，それを H(V ) に

制限すると，定理 4.1.2より，複素 Hilbert空間 E があって H = E⊗̂L2(W ′)
かつ ρ|H(V ) = 1E ⊗Πχ である．このとき E = LH(V )(L

2(W ′), H) で，オペ

レータ・ノルム |T | = sup
0	=ϕ∈L2(W ′)

|Tϕ|/|ϕ| により複素 Hilbert 空間になる．

そこで E 上の S̃p(V ) のユニタリ表現 π を

π(σ̃)T = ρ(σ̃, 1) ◦ T ◦ ωχ(σ̃)
−1

により定義すると，ρ = πJ ⊗ ωχ,J となる．正確には次の定理が成り立つ；

定理 4.5.1 π �→ πJ ⊗ωχ,J は S̃p(V ) のユニタリ表現 π のユニタリ同値類と

ρ|
Z(˜Sp(V )J

= χ なる S̃p(V )J のユニタリ表現 ρ のユニタリ同値類の間の全単

射を与える．特に πJ ⊗ωχ,J が既約となる必要十分条件は π が既約なること

である．

5 重さ 1/2 の保型因子

5.1 (V,D) を実斜交空間として，7.1 節の記号を用いる．e(t) = e∞(t) =

exp(2π
√−1t) とおいて，g = (σ, h) ∈ Sp(V )J (σ ∈ Sp(V ), h = (x, t) ∈

H(V )) と Z = (z, w) ∈ HV,J に対して

η(g;Z) =e

(
t+

1

2
D(x, x

[
z

1W

]
J(σ, z)−1σ)

+D(x,wJ(σ, z)−1σ) +
1

2
D(w,wJ(σ, z)−1σ)

)
とおき，Z ′ = (z′, w′) ∈ HV,J に対して

κ(Z ′;Z) = e

(
1

2
〈(w′ − w)(z′ − z)−1, w′ − w〉

)
とおくと

κ(g(Z ′), g(Z)) = η(g;Z ′)κ(Z ′;Z)η(g;Z)

となる．特に z ∈ HV と w′, w ∈ WC に対して κz(w
′, w) = κ(z, w′; z, w) と

おく．

Heisenberg群H(V )の中心 Z(H(V )) = Rのユニタリ指標χ(t) = e−2π
√−1t

から H(V ) に誘導された誘導表現 πχ = Ind
H(V )
Z(H(V ))χ を考える．その表現空

間は

1) 任意の t ∈ R に対して ϕ(g(0, t)) = χ(t)−1ϕ(g) = e(t)ϕ(g),

2)

∫
H(V )/Z(H(V ))

|ϕ(g)|2d(ġ) <∞
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なる H(V ) 上の複素数値可測関数 ϕ の全体であり，h ∈ H(V ) の作用は

(πχ(h)ϕ)(g) = ϕ(h−1g) で定義される．一方 HV,J における (z, 0) ∈ HV,J の

H(V )-軌道は Ωz = {z} ×WC となり，これを (z, w) = w なる同一視により

Ωz = WC とみなす．(z, 0) ∈ Ωz の H(V ) における固定部分群は Z(|H(V ))

だから，誘導表現 Ind
H(V )
Z(H(V ))χ を Ωz =WC 上の関数の空間上に実現するこ

とができる．それを具体的に書いてみよう．まず

dz(w) = (det Im z)−1dWC
(w)

は Ωz = WC 上の H(V )-不変測度であり，g ∈ Sp(V )J に対して g(z, w) =

(z′, w′) ∈ HV,J とすると

dz′(w′) = dz(w)

となる．ϕ ∈ Ind
H(V )
Z(H(V ))χ に対して Ωz =WC 上の関数 ϕ̃ が

ϕ̃(w) = η(h; z, 0)−1ϕ(h) (w = h(0) ∈ Ωz =WC, h ∈ H(V ))

により定義されて |ϕ(h)|2 = |ϕ̃(w)|2κz(w,w) となる．一方，h ∈ H(V ) に対

して ψ = πχ(h)ϕ とおくと

ψ̃(w) = η(h−1; z, w)ϕ̃(h−1(w)) (w ∈ Ωz =WC)

となる．そこで z ∈ HV に対して，Ωz = WC 上の複素数値可測関数 ϕ で

あって ∫
WC

|ϕ(w)|2κz(w,w)dz(w) <∞

なるもの全体のなす複素 Hilbert 空間を Lz とすると，H(V ) の Lz 上のユ

ニタリ表現 πz が

(πz(h)ϕ)(w) = η(h−1; z, w)ϕ(h−1(w)) (h ∈ H(V ), ϕ ∈ Lz)

により定義される．更に Ωz = WC 上正則なる ϕ ∈ Lz の全体 Hz は Lz の

閉部分空間となり，(πz,Lz) の部分表現 (πz,Hz) が定まるが，実は (πz,Hz)

は H(V ) の Schrödinger 表現 (Π̌e, L
2(W )) とユニタリ同値である．そのユ

ニタリ同値写像を具体的に与えるために，幾つか準備をしておこう．まず

ReT = (T + T )/2 が正定値となる T ∈ SymC(W
′
C,WC) の全体 SC 上の正則

関数 det−1/2 を

det−1/2T =

∫
W ′

e−π〈w,wT 〉dW ′(w) (T ∈ SC)

により定義すると，(det−1/2T )2 = detT−1（dW ′(w) =

n∏
i=1

dxi (w =

n∑
i=1

xiui)

なるW ′ の R-基底 {ui}1=1,··· ,n に対して detT = det(〈ui, ujT 〉)i,j=1,··· ,n に
より定める）であり，正定値なる T ∈ SymR(W

′,W ) に対して det−1/2T =
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(detT )1/2 となる．整数 n に対して detn/2T = (det−1/2T )−n とおく．同様

に ReS = (S + S)/2 が正定値なる S ∈ SymC(WC,W
′
C) の全体 S ′

C 上の正則

関数 det−1/2 が

det−1/2S =

∫
W

e−π〈wS,w〉dW (w) (S ∈ S ′
C)

により定義される．T �→ T−1は SCからS ′
Cへの双正則な全単射でdet−1/2(T−1) =

det1/2T である．そこで z ∈ HV に対して

γ(z) = det−1/2(z/
√−1) · det(2Im z)1/4,

qz(w) = e

(
−1

2
〈wz−1, w〉

)
(w ∈WC)

とおいて，ψ ∈ L2(W ) に対して

Qz(ψ)(w) = γ(z)

∫
W

qz(w − v)ψ(v)dW (v) (w ∈WC)

とおくと，ψ �→ Qz(ψ) は H(V ) のユニタリ表現 (Π̌e, L
2(W )) から (πz,Hz)

へのユニタリ同値写像を与える．(πz,Hz) を Schrödinger 表現 (Π̌e, L
2(W ))

の Fock モデル と呼ぶ．反傾表現 (Πe, L
2(W ′) の Fock モデルをみるため

に，まず Fourier 変換 F : L2(W ′) →̃L2(W ) を

(Fϕ)(w) =
∫
W ′

ϕ(v)e(−〈v, w〉)dW ′(v) (ϕ ∈ L2(W ′) ∩ L1(W ′))

により定義する．又 z ∈ HV に対して z∨ = −z ∈ HV とおき，ε =

[
−1 0

0 1

]
∈

GSp(V ) とおいて，H(V ) のHz∨ 上のユニタリ表現を π̌z(h) = πz∨(hε) (h ∈
H(V )) により定義する．このとき

L2(W ′) F−→ L2(W )
Qz∨−−−→ Hz∨

は (Πe, L
2(W ′))から (π̌z,Hz∨)へのユニタリ同値写像となる．ここで κz∨(w,w) =

κz(w,w) だから，複素 Hiulbert 空間としては Hz∨ は Hz と同じものである．

5.2 Heisenberg 群 H(V ) のユニタリ表現 (πz,Hz) の作用は，ϕ ∈ Hz と

h ∈ H(V ) 及び w ∈ Ωz =WC に対して w′ = h(w) ∈ Ωz =WC とおくと

(πz(h)ϕ)(w
′) = η(h; z, w)−1ϕ(w)

と書ける．そこで g = (σ, h) ∈ Sp(V )J と w ∈ Ωz =WC に対して g(z, w) =

(σ(z), w′) ∈ Ωσ(z) =WC として

(T z(g)ϕ)(w′) = η(g; z, w)−1ϕ(w) (ϕ ∈ Hz)
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とおくと，T z(g) は Hz から Hσ(z) へのユニタリ写像で，更に g′ ∈ Sp(V )J

をとれば

T z(g′g) = Tσ(z)(g′) ◦ T z(g)

となる．そこでユニタリ自己同型 Tz(g) ∈ Aut(L2(W )) を可換図式

L2(W )
Qz−−−−→ Hz

Tz(g)

⏐⏐� ⏐⏐�T z(g)

L2(W ) −−−−→
Qσ(z)

Hσ(z)

により定義する．z, z′ ∈ HV に対して Hz から Hz′ へのユニタリ同型を

Uz′,z = Qz′ ◦Q−1
z と定義すると，ϕ ∈ Hz に対して

(Uz′,zϕ)(w
′) = γ(z′, z)

∫
WC

κ(z′, w′; z, w)−1ϕ(w)κz(w,w)dz(w)

となることが示される．ここで

γ(z′, z) = γ(z′)γ(z)det−1/2

{
(z′/

√−1)−1 + (z/
√−1)

−1
}

= det−1/2

(
z′ − z

2
√−1

)
det(Im z′)1/4 det(Im z)1/4

である．ユニタリ自己同型 Tz(g) ∈ Aut(L2(W )) をユニタリ同型写像 Qz :

L2(W ),→̃Hz によりHz のユニタリ自己同型とみれば

Tz(g) = Uz,σ(z) ◦ T z(g) ∈ Aut(Hz) (g = (σ, h) ∈ Sp(V )J)

となる．さて，ユニタリ同型写像 Ťz(g) ∈ Aut(L2(W ′)) を可換図式

L2(W ′) F−−−−→ L2(W )
Qz∨−−−−→ Hz∨

Ťz(g)

⏐⏐� ⏐⏐�T z∨ (ε−1gε)

L2(W ′) −−−−→
F

L2(W ) −−−−→
Qσ(z)∨

Hσ(z)∨

により定義する．すると g = (σ, h), g′ = (τ, h′) ∈ Sp(V )J に対して

Ťz(g) ◦ Ťz(g′) = βz(σ, τ)Ťz(gg
′)

が成り立つ．ここで σ ∈ Sp(V ) と z, z′ ∈ HV に対して

ε(σ; z′, z) = det−1/2

(
σ(z′)− σ(z)

2
√−1

)
· det1/2

(
z′ − z

2
√−1

)
× | det J(σ, z′)|−1/2| det J(σ, z)|−1/2
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とおき，σ, τ ∈ Sp(V ) と z ∈ HV に対して

βz(σ, τ) = ε(σ; z, τ(z)) ∈ C1

とおく．g, g′, g′′ ∈ Sp(V )J に対して結合法則

(Ťz(g) ◦ Ťz(g′)) ◦ Ťz(g′′) = Ťz(g) ◦ (Ťz(g′) ◦ Ťz(g′′))

が成り立つから，σ, τ, δ ∈ Sp(V ) に対して

βz(τ, δ)βz(στ, δ)
−1βz(σ, τδ)βz(σ, τ)

−1 = 1

となる．即ち βz は C1 に値をとる Sp(V ) 上の実解析的な 2-cocycle となる

（Sp(V ) は C1 に自明に作用している）．そこで付随する群拡大を Mp(V ; z)

としよう．即ち，Mp(V ; z) = C1 × Sp(V ) で，群演算を

(ε, σ) · (η, τ) = (εηβz(σ, τ), στ)

により定義すると，Mp(V ; z) は連結な実 Lie 群である．更に σ ∈ Sp(V ) に

対して

αz(σ) = det J(σ, z)/| det J(σ, z)|
とおくと10，σ, τ ∈ Sp(V ) に対して

βz(σ, τ)
2 = αz(τ)αz(στ)

−1αz(σ)

となるから，(ε, σ) �→ ε2αz(σ) は Mp(V ; z) から C1 への連続群準同型写像

となる．その核を S̃p(V ; z) としよう．即ち

S̃p(V ; z) = {(ε, σ) ∈ C1 × Sp(V ) | ε2 = αz(σ)
−1}

は Mp(V ; z) の閉部分群となり，従って実 Lie 部分群となるが，更に連結で

あることもわかる．よって

�z : S̃p(V ; z) → Sp(V ) ((ε, σ) �→ σ)

により S̃p(V ; z) は Sp(V ) の連結な二重被覆群となる．ここで (ε, σ) �→
(σ, εŤz(σ)) はMp(V ; z) から Mp(V ) への位相群としての同型写像であり，

(ε, σ) ∈Mp(V ; z) に対して

Φ(σ, εŤz(σ)) = ε2αz(σ)

10

[
td−1 0
0 d

]
∈ K̂C と d ∈ GLC(WC)を同一視しているから（26頁），σ =

[
a b
c d

]
∈ Sp(V )

に対して

J(σ, z) =

[
t(cz + d)−1 0

0 cz + d

]
= cz + d ∈ K̂C = GLC(WC)

である．
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であることが示される．よって (ε.σ) �→ (σ, εŤz(σ)) は S̃p(V ; z) から S̃p(V )

への位相群の同型写像となる．よって Weil 表現は

ωχ : S̃p(V ; z) → Aut(L2(W ′)) ((ε, σ) �→ εŤz(σ))

となる（但し χ(t) = e(t) である）．その反傾表現 (ω̌χ, L
2(W )) は ω̌χ(σ̃) =

ε−1Tz(σ) (σ̃ = (ε, σ) ∈ S̃p(V ; z)) である．

5.3 z0 = 0̂ ∈ HV に対して S̃p(V ) = S̃p(V ; z0) とおき

� :S̃p(V ) → Sp(V ) ((ε, σ) �→ σ),

ω :S̃p(V ) → Aut(L2(W ′)) ((ε, σ) �→ ε · Ťz0(σ))

とおく．S̃p(V ) は ϕ を通して HV に作用している．特に

K̃ = �−1(K) = {(ε, k) ∈ C1 ×K | ε2 = det J(k, z0)
−1}

は z0 ∈ HV の固定部分群で，直積群 C1 × K の閉部分群である．ここで

σ̃ = (ε, σ) ∈ S̃p(V ) に対して

J1/2(σ̃, z) = ε−1 · ε(σ; z, z0)| det J(σ, z)|1/2

とおくと，J1/2(σ̃, z)
2 = det J(σ, z) となるから，J1/2(σ̃, z) は σ̃ ∈ S̃p(V ) に

関して実解析的，z ∈ HV に関して正則である．又，σ̃, τ̃ ∈ S̃p(V ) に対して

J1/2(σ̃τ̃ , z) = J1/2(σ̃, τ(z))J1/2(τ̃ , z)

となる．特に

det1/2 : K̃ → C1 (k̃ = (ε, k) �→ J(k̃, z0) = ε−1)

はコンパクト群 K̃ の 1次元ユニタリ表現である．ここでWeil表現 (ω,L2(W ′))
を K̃ に制限したときの既約分解を考えよう．その為にユニタリ同型

L2(W ′) F−→ L2(W )
Qz∨0−−−→ Hz∨

0

によりWeil 表現を Hz∨
0
上で実現したとしよう．すると WC 上の多項式関数

P ∈ C[WC] に対して ϕ(w) = P (w)κz∨
0
(w, 0)−1 (w ∈WC) とおくと ϕ ∈ Hz∨

0

で，σ̃ = (ε, σ) ∈ S̃p(V ) に対して

(ω(σ̃)ϕ)(w) = ε · P (wJ(σ, z0))κσ(z0)∨(w, 0)−1 (w ∈WC)

となる．従って Weil 表現 ω を K̃ のい制限したときの既約分解は

ω|
˜K =

∞⊕
n=0

det−1/2 ⊗ Symn
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となる．ここで Symn はコンパクト・ユニタリ群K = U(WC, 〈 , 〉z0) の n 次

対称テンソル表現であり，GLC(WC) の表現とみれば Young 図形は

1 2 3 · · · n

である．そこで “最小の” K̃-タイプ det−1/2 に対応する L2(W ′) のベクトル
をとろう．即ち ϕ = F−1 ◦Q−1

z∨
0
κz∨

0
(∗, 0)−1 ∈ L2(W ′) とおくと

ϕ(u) = det(2Im z0)
1/4e

(
1

2
〈u, uz0〉

)
(u ∈W ′)

である．ここで g̃ = (σ̃, h) ∈ S̃p(V )J (σ̃ = (ε, σ) ∈ S̃p(V ), h ∈ H(V )) に対

して g = (σ, h) ∈ Sp(V )J とおいて g(z0, 0) = (z, w) ∈ HV,J とおくと

(ωχ,J(g̃)ϕ)(u) = ε(Ťz0(g)ϕ)(u)

= ε · η(g; z0, 0) det(2Im z)1/4e

(
1

2
〈u, uz〉+ 〈u,w〉

)
(u ∈W ′)

となる．よって ωχ,J(g̃) を Ind
H(V )
H(Λ)χΛ 上で実現したとしてΘϕ ∈ Ind

H(V )
H(Λ)χΛ

への作用を考えれば

(ωχ,J(g̃)Θϕ)(h
′) = ε · η(g; z0, 0) det(2Im z)1/4e

(
t− 1

2
〈a′, a′′〉

)
· ϑ[a](z, w)

となる．ここで h′ = (a, t) ∈ H(V ) (a = (a′, a′′) ∈W ′ ×W ) とし

ϑ[a](z, w) =
∑
l∈L′

e

(
1

2
〈l + a′, (l + a′)z〉+ 〈l + a′, w + a′′〉

)
(4)

は Riemenn のテータ級数である．よって定理 4.4.2 よりテータ級数の変換公

式を得る；χΛ(h) = e

(
t+

1

2
〈x, y〉

)
(h = ((x, y), t) ∈ H(Λ)) に対して

Sp0(Λ) = {γ ∈ Sp(Λ) | χΛ(h
γ) = χΛ(h) for ∀h ∈ H(Λ)}

とおくと

定理 5.3.1 任意の γ ∈ Sp0(Λ) に対して，�(γ̃) = γ なる γ̃ ∈ S̃p0(Λ) をと

れば

ϑ∗[a](γ(z), wJ(γ, z)−1) = ρΛ(γ̃)J1/2(γ̃, z)η(γ; z, w)
−1ϑ∗[aγ](z, w)

である．ここで ϑ∗[a](z, w) = e

(
−1

2
〈a′, a′′〉

)
· ϑ[a](z, w) とおく．

(x, y) ∈ Λ に対して h = ((x, y), 0) ∈ H(Λ) とおくと

ϑ[0](z, w + xz + y) = χΛ(h)η(h; z, w)
−1ϑ[0](z, w)
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となることに注意しよう．定理 5.3.1 で特に

ϑ(z) = ϑ[0](z, 0) =
∑
l∈L′

e

(
1

2
〈l, lz〉

)
(z ∈ HV )

とおけば，任意の γ̃ ∈ S̃p0(Λ) に対して

ϑ(γ(z))/ϑ(z) = ρΛ(γ̃)J1/2(γ̃, z)

である．よって特に任意の γ̃ ∈ S̃p0(Λ) に対して ρΛ(γ̃)
8 = 1 である（[11] の

Chap.V, §2 参照）．

5.4 数論的部分群 Γ ⊂ Sp(VQ) をとり（dimR(V ) = 2 のときには十分大

きな 0 < N ∈ Z に対して Sp(Λ, N) ⊂ Γ であると仮定する），S̃p(V ) の離散

的部分群 Γ̃ = �−1(Γ) のユニタリ指標 α として，Kerα は Γ̃ の指数有限の

部分群であると仮定する．

[
td−1 0

0 d

]
∈ K̂C と d ∈ GLC(WC) を同一視して，

(δ, Vδ) を K̂C = GLC(WC) の有限次元既約表現で Young 図形

m1 個の正方形

m2 個の正方形
...

mn 個の正方形

に対応しているとして，mn > 0 と仮定する．このとき K̃ の既約ユニタリ表

現 δ ⊗ det−1/2 が

k̃ = (ε, k) �→ J1/2(k̃, z0)
−1Jδ(k, z0) = ε · Jδ(k, z0)

により定義される．これらのデータに対して 3.3 節と同様にして，“重さ半整

数”の Siegel モジュラー形式を論ずることができるだろう．即ち，正則関数

F : HV → Vδ

であって

1) 任意の γ̃ ∈ Γ̃ に対して F (γ(z)) = α(γ̃)−1J1/2(γ̃, z)
−1Jδ(γ, z)F (z),

2) 任意の σ ∈ Sp(VQ) と任意の y0 ∈ SymR(W
′,W ) に対して

| det J(σ, z)|1/2|Jδ(σ, z)−1F (σ(z))|

は {z ∈ HV | Im z ≥ y0} で有界

であるとき，F を Γ に関する重さ δ⊗ det−1/2，指標 α の Siegel モジュラー

形式と呼ぶ．更に，付随する S̃p(V ) 上の関数

fF (σ̃) = J1/2(σ̃, z0)Jδ(σ, z0)
−1F (σ(z0)) (σ̃ ∈ S̃p(V ), �(σ̃) = σ)
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が S̃p(V ) 上の有界関数となるとき，F を尖点形式と呼ぶ．ここで

|fF (σ̃)| = | det J(σ, z0)|1/2|Jδ(σ, z0)F (σ(z0))|
は �(σ̃) = σ ∈ Sp(V ) の関数となって，任意の p > 0 に対して∫

Γ\Sp(V )

|fF (σ̃)|pdSp(V )(σ) <∞

となる．逆に Satake の定理 3.3.1 と同様に

定理 5.4.1 実数 p > 0 に対して p(mn − 1/2) ≥ 2n とする．このとき Γ に

関する重さ δ ⊗ det−1/2，指標 α の Siegel モジュラー形式 F に対して∫
Γ\Sp(V )

|fF (σ̃)|pdSp(V )(σ) <∞

ならば F は尖点形式である．

Γ に関する重さ δ⊗ det−1/2，指標 α の尖点形式の全体を Sδ⊗det−1/2(Γ, α)

と書く．3.3 節で述べた Siegel 尖点形式の場合と同様に，定理 5.4.1 の p = 2

の場合を用いて，S̃p(V ) 上の正則離散系列表現と重さ δ ⊗ det−1/2 の Siegel

尖点形式の関係を与えることができる．即ち∫
HV

(δ ⊗ det−1/2(Im z)ϕ(z), ϕ(z))δd|frakHV
(z) <∞

なる正則関数 ϕ : HV → Vδ の全体Hδ⊗det−1/2 は

(ϕ,ψ) =

∫
HV

(δ ⊗ det−1/2(Im z)ϕ(z), ψ(z))δd|frakHV
(z)

を内積とする複素 Hilbert 空間となり，S̃p(V ) のHδ⊗det−1/2 上のユニタリ表

現 πδ⊗det−1/2 が

(πδ⊗det−1/2(σ̃)ϕ)(z) = J1/2(σ̃
−1, z)−1Jδ(σ

−1, z)−1ϕ(σ−1(z))

により定義される．Hδ⊗det−1/2 �= {0} となる必要十分条件は mn > n なるこ

とであり，このとき (πδ⊗det−1/2 , Hδ⊗det−1/2) は S̃p(V ) の既約ユニタリ表現

となり，“最小の”　 K̃-タイプ δ ⊗ det−1/2 を重複度 1 で含む．

定理 5.4.2 mn > n ならば，F �→ fF は複素 Hilbert 空間の同型

Sδ⊗det−1/2(Γ, α) →̃Aδ⊗det−1/2(Γ̃\S̃p(V ), α, πδ⊗det−1/2)

を与える．よって F ∈ Sδ⊗det−1/2(Γ, α) と β ∈ V ∗
δ に対して

θF⊗β(σ̃) = (dim δ)1/2〈β, fF (σ̃)〉 (σ̃ ∈ S̃p(V ))

とおくと，F ⊗ β �→ θF⊗β は複素 Hilbert 空間のユニタリ同型

Sδ⊗det−1/2(Γ, α)⊗CV
∗
δ →̃L2(Γ̃\S̃p(V ), α−1; π̌δ⊗det−1/2 , δ̌ ⊗ det1/2)

に延長される．
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5.5 V を有限次元複素ベクトル空間とし，Z-格子 Λ ⊂ V をとる．実双

線形形式 Q : V × V → C が，任意の x, y ∈ V に対して

Q(
√−1x, y) =

√−1Q(x, y), (Q(x, y)−Q(y, x) ∈ √−1R

を満たすとき，Q を V 上の準 Hermite 形式と呼ぶ．このとき

HQ(x, y) =
1

2
√−1

(Q(
√−1x, y)−Q(x,

√−1y)) (x, y ∈ V )

は V 上の Hermite 形式となり

DQ(x, y) = ImHQ(x, y) =
1√−1

(Q(x, y)−Q(y, x)) (x, y ∈ V )

は V 上の交代形式である．写像

α : Λ → C1 = {z ∈ C | |z| = 1}

が，任意の u, v ∈ Λ に対して

α(u+ v) = α(u)α(v)eπ
√−1DQ(u,v)

を満たすとき，α を準 Hermite 形式 Q に関する（或いは DQ に関する）準

指標 と呼ぶ．準 Hermite 形式 Q に関する準指標が存在する必要十分条件は，

任意の u, v ∈ Λ に対して DQ(u, v) ∈ Z なることである．

V 上の準 Hermite 形式 Q に関する準指標 α に対して

JQ,α(u, x) = α(u) exp
(
πQ(x, u) +

π

2
Q(u, u)

)
(u ∈ Λ, x ∈ V )

とおくと，任意の u, v ∈ Λ に対して

JQ,α(u+ v, x) = JQ,α(u, x+ v)JQ,α(v, x)

となる．そこで V 上の正則関数 θ が，任意の u ∈ Λ に対して

θ(x+ u) = JQ,α(u, x)θ(x)

を満たすとき，θ を Λ に関する型 (Q,α) のテータ関数と呼ぶび，そのよう

なテータ関数の全体を L(Q,α) と書く．
V 上の準 Hermite 形式に関する準指標が存在するとき

ΛQ = {x ∈ V | DQ(u, x) ∈ Z for ∀u ∈ Λ}

は Λ ⊂ ΛQ なる V の部分加群であり，次は同値である；

1) (ΛQ : Λ) <∞,

2) V 上の実交代形式 DQ は非退化,
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3) V 上の Hermite 形式 HQ は非退化．

次の定理が基本的である；

定理 5.5.1 V 上の準 Hermite 形式 Q に関する準指標 α に対して

dimC L(Q,α) =
⎧⎨⎩(ΛQ : Λ)1/2 : HQ が正定値のとき,

0 : HQ が正定値でないとき.

実斜交空間 (V,D) の偏極 V = W ′ ⊕W をとり，x ∈ W ′, y ∈ W に対し

て 〈x, y〉 = D(x, y) とおいて，〈L′, L〉 ⊂ Z なる Z-格子 L′ ⊂ W ′, L ⊂ W を

とる．

L′
D = {x ∈W ′ | 〈x, L〉 ⊂ Z}, LD = {y ∈W | 〈L′, y〉 ⊂ Z}

とおくと，L′ ⊂ L′
D ⊂W ′ 及び L ⊂ LD ⊂W は Z-格子となる．このとき(4)

で定義された Riemann のテータ級数

ϑ[a](z, w) =
∑
l∈L′

e

(
1

2
〈l + λ, (l + λ)z〉+ 〈l + λ,w + μ〉

)
(a = (λ, μ) ∈W ′ ×W , z ∈ HV , w ∈WC) について次が成り立つ；

定理 5.5.2 a = (λ, μ) ∈ W ′ ×W 及び z ∈ HV に対して，ϑ[a](z, ∗) は WC

の Z-格子 Λz = {uz + v | u ∈ L′, v ∈ L} に関する型 (Qz, α) のテータ関数で

ある．ここで

Qz =
2√−1

〈x(Im z)−1, Im y〉 (x, y ∈WC)

は WC 上の準 Hermite 形式であり，α は

α(u) = e−2π
√−1〈u,μ〉, α(v) = e2π

√−1〈λ,v〉 (u ∈ L′, v ∈ L)

により定義される Qz に関する準指標である．

ここで h = ((x, y), 0) ∈ H(V ) (x ∈W ′, y ∈W ) に対して

η(h; z, w) = JQz,1(xz + y, w)−1

であることに注意しよう（1 は 1|L′ , 1|L が共に自明な指標となる Qz に関

する準指標）．従って θ1, θ2 ∈ L(Qz, α) に対して θ1(w)θ2(w)κz(w,w) は Λz-

不変となり，L(Qz, α) 上の Hermite 内積が

(θ1, θ2) =

∫
WC/Λz

θ1(w)θ2(w)κz(w,w)dz(w)

により定義される．このとき定理 5.5.2の記号を用いて，次の定理が成り立つ；
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定理 5.5.3 a = (λ, μ) ∈W ′×W 及び z ∈ HV に対して{ϑ[a+(v, 0)](z, ∗)}v̇∈L′
D/L′

は L(Qz, α) の基底で，v, v
′ ∈ L′

D に対して

(ϑ[a+ (v, 0)](z, ∗), ϑ[a+ (v′, 0)](z, ∗))

=

⎧⎨⎩(L′
D : L′) det(2Im z)−1/2 : v ≡ v′ (mod L′),

0 : v �≡ v′ (mod L′).

6 保型形式のテータ対応の一般的原理

6.1 実斜交空間 (V,D) の偏極 V =W ′ ⊕W をとり，z0 ∈ HV を固定し

て Sp(V ) の二重被覆群 S̃p(V ) = S̃p(V ; z0) の Weil 表現 (ω,L2(W ′)) を考
えよう（ここでは χ(t) = e(t) としておく）．(G,H) を V 上の reductive

dual pair として，極大コンパクト部分群 K ⊂ G,L ⊂ H をとって，被覆写

像� : S̃p(V ) → Sp(V ) により

K̃ = �−1(K) ⊂ G̃ = �−1(G), L̃ = �−1(L) ⊂ H̃ = �−1(H)

とおく．G̃ の元と H̃ の元は S̃p(V ) で可換だから，ω(G̃), ω(H̃) で生成され

る L2(W ′) 上の von Neumann 環

AG = ω(G̃)′′, AH = ω(H̃)′′

は互いに可換である11．更に Howe [9] が示したように

定理 6.1.1 AH = A′
G，従って AG = A′

H である．

自然な群準同型写像 i : G̃×H̃ → S̃p(V ) ((g, h) �→ gh)によりω|
˜G× ˜H = ω◦i

は直積群 G̃ × H̃ の L2(W ′) 上のユニタリ表現となるが，上の定理から直ち
に次の定理を得る；

定理 6.1.2 1) (ω|
˜G× ˜H)disc の既約分解は重複度 1 である，

2) G̃ の既約ユニタリ表現 π に対して π⊗ π′ ↪→ ω|
˜G× ˜H

なる H̃ の既約ユニ

タリ表現は高々 1 個である．

そこで

(ω|
˜G× ˜H)disc =

⊕
λ∈Λ

πλ ⊗ π′
λ

(πλ, π
′
λ はそれぞれ G̃, H̃ の既約ユニタリ表現）とおく．πλ, π

′
λ の表現空間を

Hπλ
, Hπ′

λ
として，Hπλ

⊗̂Hπ′
λ
から L2(W ′) の πλ ⊗ π′

λ-成分 L2(W ′)λ へのユ
11複素 Hilbert 空間 X 上の有界線形作用素全体 L(X) の部分集合 S に対して

S′ = {T ∈ L(X) | T ◦ S = S ◦ T for ∀S ∈ S}
とおき，S′′ = (S′)′ とおく．L(X) の自己共役的な C-部分代数 A が A′′ = A を満たすとき，
A を X 上の von Neumann 代数 と呼ぶ．
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ニタリ同値写像を Uλ とする．特に π ⊗ π′ ↪→ ω G̃× H̃ なる G̃, H̃ の既約ユ

ニタリ表現 π, π′ を選び，K̃, L̃ の既約ユニタリ表現 δ, δ′ はそれぞれ π|
˜K , π

′|
˜L

に重複度 1 で含まれると仮定する．Z-格子 L ⊂W をとり

L′ = {x ∈W ′ | 〈x, L〉 ⊂ Z}

とおき Λ = L′ ⊕ L とおいて

Γ ⊂ Sp0(Λ) ∩G, Γ′ ⊂ Sp0(Λ) ∩H

なる合同部分群 Γ,Γ′ をとる．W ′ 上の Schwartz 関数 ϕ ∈ S(W ′) に付随す
るテータ級数

ϑϕ(σ̃) =
∑
l∈L′

(ω(σ̃)ϕ)(l) (σ̃ ∈ S̃p(V ))

の変換公式（系 4.4.3）

ϑϕ(γ̃σ̃) = ρΛ(γ̃)ϑϕ(σ̃) (γ̃ ∈ S̃p0(Λ))

が成り立つから，ρG = ρΛ|˜Γ, ρH = ρΛ|˜Γ′ とおく．

以上の設定の下に f ∈ L2(Γ̃\G̃, ρ−1
G ; π̌, δ̌) と ϕ ∈ S(W ′) に対して

Ff,ϕ(h) =

∫
˜Γ\ ˜G

f(g)ϑϕ(gh)d ˜G(g) (h ∈ H̃)

とおくと

Ff,ϕ(γ̃h) = ρH(γ̃) · Ff,ϕ(h) for ∀γ̃ ∈ Γ̃′

である．ここで

定理 6.1.3 ϕ = Uλ(u ⊗ v) (u ∈ Hπλ
, v ∈ Hπ′

λ
) とする．このとき Ff,ϕ �= 0

ならば πλ = π（従って π′
λ = π′）かつ u ∈ Hπ(δ) である．更に任意の

ψ ∈ Cc(H̃, δ
′)o に対して∫

˜H

Ff,ϕ(hy)ψ(y)d ˜H(y) = ψ̂π′,δ′(ψ)

となる必要十分条件は v ∈ Hπ′(δ′) なることである．

[証明] まず任意の ψ ∈ Cc(G̃, δ)
o に対して

Ff,ω(ψ)ϕ(h) =

∫
˜Γ\ ˜G

f(g)

(∫
˜G

ψ(x)ϑϕ(ghx)d ˜G(x)

)
d
˜G(g)

=

∫
˜Γ\ ˜G

d
˜G(g)

∫
˜G

d
˜G(x)f(gx

−1)ψ(x)ϑϕ(gh)

= ψ̂π̌,δ̌(ψ
∗) · Ff,ϕ(h) = ψ̂π,δ(ψ) · Ff,ϕ(h).
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ここで u �∈ Hπλ
(δ) ならば

ω(ψ)ϕ = Uλ(πλ(ψ)u⊗ v)

= Uλ(πλ(ψ ∗ eδ)u⊗ v) = 0

だから，任意の ψ ∈ Cc(G̃, δ)
o に対して

ψ̂π,δ(ψ) · Ff,ϕ = Ff,ω(ψ)ϕ = 0,

よって Ff,ϕ = 0 となる．そこで

u ∈ Hπλ
(δ) =

r⊕
Vδ, u =

r∑
i=1

ui =

⎡⎢⎢⎣
u1
...

ur

⎤⎥⎥⎦
(ui ∈ Vδ) とおくと，任意の ψ ∈ Cc(G̃, δ)

o に対して Aψ ∈Mr(C) で

πλ(ψ)

⎡⎢⎢⎣
u1
...

ur

⎤⎥⎥⎦ = Aψ

⎡⎢⎢⎣
u1
...

ur

⎤⎥⎥⎦
なるものがとれて，ψ �→ Aψ は Cc(G̃, δ)

o から Mr(C) への全射 C-代数準同

型写像である．ϕi = Uλ(ui ⊗ v) ∈ S(W ′) とおくと ϕ =

r∑
i=1

ϕi で

⎡⎢⎢⎣
Ff,ϕ1

...

Ff,ϕr

⎤⎥⎥⎦ �= 0

かつ，任意の ψ ∈ Cc(G̃, δ)
o に対して

ψ̂π,δ(ψ)

⎡⎢⎢⎣
Ff,ϕ1

...

Ff,ϕr

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
Ff,ω(ψ)ϕ1

...

Ff,ω(ψ)ϕr

⎤⎥⎥⎦ = Aψ

⎡⎢⎢⎣
Ff,ϕ1

...

Ff,ϕr

⎤⎥⎥⎦
となる．よって r = 1 となり，従って任意の ψ ∈ Cc(Ĝ, δ)

o に対して

ψ̂πλ,δ(ψ) = Aψ = ψ̂π,δ(ψ)

となるから，πλ = π を得る．最後に任意の ψ ∈ Cc(Ĥ, δ
′)o に対して∫

̂H

Ff,ϕ(hy)ψ(y)d ̂H(y) =

∫
˜Γ\ ˜G

d
˜G(g)

∫
˜H

d
˜H(y)f(g)ϑϕ(ghy)

=

∫
˜Γ\ ˜G

f(g)ϑω(ψ)ϕ(gh)d ˜G(g)

=

⎧⎨⎩ψ̂π′,δ′(ψ) · Ff,ϕ(g) : v ∈ Hπ′(δ′),

0 : v �∈ Hπ′(δ′)
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だから∫
˜H

Ff,ϕ(hy)ψ(y)d ˜H(y) = ψ̂π′,δ′(ψ) · Ff,ϕ(h) for ∀ψ ∈ Cc(H̃, δ
′)o

ならば v ∈ Hπ′(δ′) となり，逆も成り立つ．

よって Ff,ϕ が Γ̃′\H̃ 上で二乗可積分ならば Ff,ϕ ∈ L2(Γ̃′\H̃, ρH ;π′, δ′) と
なる．ここで形式的には∫

˜Γ′\ ˜H

|f ′(h)|2d
˜H(ḣ)

=

∫
˜Γ×˜Γ\ ˜G× ˜G

d
˜G× ˜G(ġ, ġ

′)f(g)f(g′)
∫
˜Γ′\ ˜H

ϑψ(gh)ϑψ(g′h)d ˜H(ḣ)

であって

ϑψ(gh)ϑψ(g′h) =
∑

(l,l′)∈L′×L′
(ωχ(gh)ψ)(l)(ωχ(g′h)ψ)(l′)

を Sp(V × V ) の reductive dual pair (H × H,G × G) 上の theta 級数を

H ×H の対角部分群Δ(H) に制限したものとみれば，所謂 seesaw dual pair

(Δ(H),G) ができて，Siegel-Weil の公式が成り立てば∫
˜Γ′\ ˜H

ϑψ(gh)ϑψ(g′h)d ˜H(ḣ) = EG((g, g′), λ) : G の Eisenstein 級数

となる．

H ×H

Δ(H) G×G

G

従って [5]にあるように（或いは広い意味でのRankin-Selbergの方法によって）∫
˜Γ′\ ˜H

|f ′(h)|2d
˜H(ḣ) =

∫
˜Γ×˜Γ\ ˜G× ˜G

f(g)f(g′)EG((g, g′), λ)d ˜G× ˜G(ġ, ġ
′)

は f の L-関数の特殊値との関連が生ずるであろうことが見て取れる．

6.2 Hπ⊗̂Hπ′ から L2(W ′) の π ⊗ π′-成分へのユニタリ同値写像を U と

して，任意の u ∈ Hπ(δ) = Vδ, v ∈ Hπ′(δ′) = Vδ′ に対してU(u⊗v) ∈ S(W ′)
であると仮定する．このとき v ∈ Vδ′ に対して

〈u,Θv(s)〉 = ϑU(u⊗v)(s) ∀u ∈ Vδ, s ∈ S̃p(V )

により Θv : S̃p(V ) → V ∗
δ を定義すると
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1) 任意の k ∈ K̃ に対して Θv(sk) = δ̌(k)−1Θv(s),

2) 任意の k′ ∈ K̃ ′ に対して Θv(sk
′) = Θδ′(k′)v(s)

である．実際，任意の u ∈ Vδ に対して

〈u,Θv(sk)〉 = ϑU(u⊗v)(sk) = ϑU(δ(k)u⊗v)(s)

= 〈δ(k)u,Θv(s)〉 = 〈u, δ̌(k)−1Θv(s)〉,

又

〈u,Θv(sk
′)〉 = ϑU(u⊗v)(sk

′) = ϑU(u⊗δ′(k′)v)(s)

= 〈u,Θδ′(k′)v)(s)〉.

そこで f ∈ Aδ(Γ̃\G̃, ρG, π) に対して

〈v, Ff (h)〉 =
∫
˜Γ\ ˜G

〈f(g),Θv(gh)〉d ˜G(g) ∀v ∈ Vδ′ , h ∈ H̃

により Ff : H̃ → V ∗
δ′ を定義する．Vδ の正規直交基底を {u1, · · · , ud} とし

て fi(g) = (f(g), ui) (g ∈ G̃) とおくと

fi ∈ L2(Γ̃\G̃, ρ−1
G ; π̌, δ̌)

で，任意の v ∈ Vδ′ に対して

〈v, Ff (h)〉 =
d∑

i=1

Ffi,ϕi(h) (ϕi = U(ui ⊗ v) ∈ S(W ′))

となる．よって

1) 任意の γ′ ∈ Γ̃′ に対して Ff (γ
′h) = ρH(γ′)Ff (h),

2) 任意の k′ ∈ K̃ ′ に対して Ff (hk
′) = δ̌′(k′)−1Ff (h),

3) 任意の ψ ∈ Cc(H̃, δ̌
′)o に対して∫

˜H

Ff (hy
−1)ψ(y)d

˜H(y) = ψ̂π̌′,δ̌′(ψ) · Ff (h)

となる．よって Ff が Γ̃′\H̃ 上で二乗可積分ならば Ff ∈ Aδ̌′(Γ̃
′\H̃, ρ−1

H , π̌′)
となる．

6.3 G がコンパクト群の場合（即ち G = K の場合）を考えよう．従っ

て G̃ もコンパクト群であり，π = δ である．Γ̃ = {1} としよう．このとき
L2(Γ̃\G̃, ρ−1

G ; π̌, δ̌) は G̃ の右正則表現 L2(G̃) の δ̌-成分 L2(G̃; δ̌) に他ならず，

ユニタリ同型

Vδ⊗CV
∗
δ →̃L2(G̃; δ̌) (v ⊗ α �→ [x �→ (dim δ)1/2〈v, δ̌(x)α〉])
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が成り立つ．又 f ∈ Aδ(Γ̃\G̃, ρG, π) に対して f(x) = δ(x)−1f(1) (∀k ∈ K̃ =

G̃) だから，ユニタリ同型

Aδ(Γ̃\G̃, ρG, π) →̃Vδ (f �→ f(1))

が成り立つ．少し計算してみると，f ∈ Aδ(Γ̃\G̃, ρG, π) に対して

〈v, Ff (h)〉 = 〈f(1),Θv(h)〉 ∀v ∈ Vδ′

であることが判る．

第 III部

Jacobi 形式

7 実素点での様子

7.1 (V,D)を実斜交空間として，3.2節の記号を用いる．Jacobi群 Sp(V )J

は連結な実 Lie 群で，その Lie 環は sp(V )J = sp(V ) × V × R に Lie 括弧

積を

[(X,x, s), (Y, y, t)] = ([X,Y ], xY − yX,D(x, y))

により定義したものであり，指数写像 exp : sp(V )J → Sp(V )J は

exp(X,x, s) = (expX,x · e(X), s+ 2−1D(x · f(X), x))

である．ここで

e(X) =
∞∑

n=0

Xn

(n+ 1)!
, f(X) =

∞∑
n=0

Xn

(n+ 2)!

である．IJ = I × V とおく．g = (σ, h) ∈ Sp(V )J (h = (x, t) ∈ H(V )) と

Z = (I, v) ∈ IJ に対して

g(I, (v, 0))g−1 = (σIσ−1, (v + xI − x)σ−1, D(x− v − vI, xI))

に注意すると，(g, Z) �→ g·Z = (σIσ−1, (v+xI−x)σ−1)によりSp(V )J は IJ
に作用する．この作用は推移的で，(I, 0) ∈ IJ の固定部分群は U(VI , 〈 , 〉I)×
Z(H(V ))である．以下，I0 ∈ I を固定して，K = U(VI0 , 〈 , 〉I0)とおく．この
とき p±J = p±×W±は sp(VC)J の可換 Lie部分環であり，KJ = K×Z(H(V ))

及び KJ,C = KC × Z(H(VC)) はそれぞれ Sp(V )J 及び Sp(VC)J の閉部分

群となり，P±
J = exp p±J = P± ×W± は Sp(VC)J の可換閉部分群である．

指数写像 exp(X,x, 0) = (expX,x, 0) は p±J から P±
J への全単射である．
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P+
J KJ,CP

−
J = P+KCP

− ×H(VC) は Sp(VC)J の開部分集合で，(p, k, q) �→
pkq は P+

J ×KJ,C × P−
J から P+

J KJ,CP
−
J への全単射となり

Sp(V )J ⊂ P+
J KJ,CP

−
J , KJ = Sp(V )J ∩KJ,CP

−
J

が成り立つ．そこで自然な単射

Sp(V )J/KJ → Sp(V )JKJ,CP
−
J /KJ,CP

−
J ⊂ P+

J KJ,CP
−
J → P+

J

log−−→ p+J

による IJ →̃Sp(V )J/KJ の p+J における像を DJ とおくと

1) DJ は p+J の開部分集合である，

2) 任意の g ∈ Sp(V )J と Z ∈ DJ ⊂ p+J に対して

g expZ = exp(g(Z)) · J(g, Z) · q

なる g(Z) ∈ DJ , J(g, Z) ∈ KJ,C 及び q ∈ P−
J が唯一存在する，

3) (g, Z) �→ g(Z) により Sp(V )J は DJ に推移的に作用する．

ここで p+ を SymC(W
−,W+)と同一視して，DJ を SymC(W

−,W+)×W+

の部分集合として具体的に計算してみれば

1) DJ = D ×W+,

2) g = (σ, h) ∈ Sp(V )J (h = (x, s) ∈ H(V )) と Z = (z, w) ∈ DJ に対して

g(Z) = (σ(z), (w+x−z+z+)J(σ, z)−1) (x = (x−, x+) ∈ VC =W−×W+),

又 J(g, Z) = (J(σ, z), 0, η) ∈ KJ,C で

η = s+
1

2
D(x, (x−z + x+)J(σ, z)

−1σ)

+D(x,wJ(σ, z)−1σ) +
1

2
D(w,wJ(σ, z)−1σ)

であることがわかる．ここで (V,D) の偏極 V = W ′ ⊕W をとりW−ρ =

W ′
C,W

+ρ =WC なる ρ ∈ Sp(VC) を一つ固定しておく．

p̂±J = Ad(ρ−1)p±J , P̂±
J = exp p̂±J = P̂± ×WC

とおき K̂J,C = ρ−1KJ,Cρ = K̂C × Z(H(VC)) とおくと，P̂
+
J K̂J,CP̂

−
J は

Sp(VC)J の開部分集合で，(p, k, q) �→ pkqは P̂+
J ×K̂J,C×P̂−

J から P̂+
J K̂J,CP̂

−
J

への全単射となる．そこで ρSp(V )J ⊂ P+
J KJ,CP

−
J に注意すると，Z ∈

DJ ⊂ p+J に対して ρ expZ ∈ exp ρ(Z)KJ,CP
+
J なる ρ(Z) ∈ p+J をとり

Ẑ = Ad(ρ−1)ρ(Z) ∈ p̂+J とおく．p+ = SymC(W
′
C,WC) と同一視すれば

{Ẑ ∈ p̂+J | Z ∈ DJ} = HV ×WC

となる．ここで g ∈ Sp(V )J と Z ∈ DJ に対して g(Ẑ) = ĝ(Z) により，

Sp(V )J は HV,J = HV × WC に推移的に作用する．具体的に計算すれば，
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g = (σ, h) ∈ Sp(V )J (σ ∈ Sp(V ), h = (x, s) ∈ H(V )) と Z = (z, w) ∈ HV,J

(z ∈ H, w ∈WC) に対して

g(Z) = (σ(z), (w + x′z + x′′)J(σ, z)−1) (x = (x′, x′′) ∈ V =W ′ ×W )

となる．又，Z ∈ p̂+J とみると expZ ∈ Sp(V )JK̂J,CP̂
−
J で，

g expZ = exp g(Z) · J(g, Z) · q

なるJ(g, Z) ∈ K̂J,C, q ∈ P̂−
J が唯一存在する．具体的には J(g, Z) = (J(σ, z), η)

で

η = s+
1

2
D(x, (x′z + x′′)J(σ, z)−1σ)

+D(x,wJ(σ, z)−1σ) +
1

2
D(w,wJ(σ, z)−1σ).

である．更に

ǨJ,C = ρ−1KJ,Cρ = ǨC × Z(H(VC)) (ǨC = ρ−1KCρ)

とおくと，Z,Z ′ ∈ HV,J に対して

expZ
−1

expZ ′ ∈ P̂−K(Z ′, Z)−1P̂−

なる K(Z ′, Z) ∈ ǨJ,C が存在する．具体的には Z = (z, w), Z ′ = (z′, w′)
(z, z′ ∈ HV , w, w

′ ∈WC) とおいてK(Z ′, Z) = (K(z′, z), κ) と書くと

K(z′, z) =

[
0 z′ − z

−(z′ − z)−1 0

]−1

, κ =
1

2
〈(w′ − w)(z′ − z)−1, w′ − w〉

となる．

7.2

GSp(V ) =

{
σ ∈ GLR(V )

∣∣∣∣ D(xσ, yσ) = ν(σ)D(x, y) for ∀x, y ∈ V ,

ν(σ) ∈ R×

}

は Sp(V ) を正規部分群としてふくみ，σ ∈ GSp(V ) はX ∈ sp(V ) に

exp(t ·Ad(σ)X) = σ exp(t ·X)σ−1 (∀t ∈ R)

により作用する．具体的には Ad(σ)X = σXσ−1 である．更に σ ∈ GSp(V )

は h = (x, t) ∈ H(V ) に hσ = (xσ, ν(σ)t) により H(V ) の自己同型群として

作用して，半直積 GSp(V )J = GSp(V )�H(V ) は Sp(V )J を正規部分群と

して含む．特に σ ∈ GSp(V ) と (X,x, s) ∈ sp(V )J に対して

exp(t ·Ad(σ)(X,x, s)) = σ exp(t(X,x, s))σ−1 (∀t ∈ R)
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により GSp(V ) の sp(V )J への作用が定義される．具体的には

Ad(σ)(X,x, s) = (σXσ−1, xσ−1, ν(σ)−1s)

である．ここで GSp+(V ) = {σ ∈ GSp(V ) | ν(σ) > 0} とおいて

τ =

[
ν · td−1 0

0 d

]
∈ GSp+(V ) (0 < ν = ν(τ) ∈ R, d ∈ GLR(W ))

とおく．Z = (z, w) ∈ HJ に対して，HJ ⊂ p̂+J ⊂ spJ(VC) とみれば

Z = (

[
0 z

0 0

]
, (0, w), 0) ∈ sp(VC)× VC × C

であるから

Ad(τ)Z = (ν · td−1zd−1, wd−1) ∈ HV,J

である．Ad(τ)z = ν · td−1zd−1 ∈ HV とおく．一方 g = (σ, h) ∈ Sp(V )J に

対して

g · expZ = exp g(Z) · J(g, Z) · q (J(g, Z) = (J(σ, z), η))

から

τgτ−1 exp(Ad(τ)Z) = τg · expZτ−1

= exp(Ad(τ)g(Z)) · τJ(g, Z)τ−1 · τqτ−1,

従って (τgτ−1)(Ad(τ)Z) = Ad(τ)(g(Z)) で

τJ(g, Z)τ−1 = (τJ(σ, z)τ−1, ν−1 · η)

である．特に

J(τστ−1, z) = τJ(σ, z)τ−1

であり，又 η(τgτ−1; Ad(τ)Z) = η(g;Z)ν(τ)
−1

, 即ち

η(τ−1gτ ;Z) = η(g; Ad(τ)Z)ν(τ) (5)

となる12．

7.3 Λ ⊂ VQ を D(Λ,Λ) ⊂ Z なる Z-格子として，χ(0, t) = e(t) なる群

準同型写像 χ : H(Λ) → C1 に対して

Sp(Λ;χ) = {γ ∈ Sp(Λ) | χ(hγ) = χ(h) for ∀h ∈ H(Λ)}

12ここで η(g;Z) = e(η) ならば η(g;Z)ν(τ) = e(ν(τ) · η) と定義する．
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とおく．ここで α(x) = χ(x, 0) (x ∈ Λ) は D に関する準指標となり，x �→
α(x)2 は群準同型写像となる．そこで Kerα2 ⊂ Λ は指数有限であると仮定

すると，十分大きな 0 < N ∈ Z をとれば

Sp(Λ, N) = {γ ∈ Sp(Λ) | xγ ≡ x (mod N · Λ) for ∀x ∈ Λ} ⊂ Sp(Λ;χ)

となる．そこで部分群 Sp(Λ, N) ⊂ Γ ⊂ Sp(Λ;χ) をとり，ΓJ = Γ � H(Λ)

とおいて，g = (γ, h) ∈ ΓJ に対して χJ (g) = χ(h) とおく．(δ, Vδ) を K̂C =

GLC(WC) の有限次元既約表現で Young 図形

m1 個の正方形

m2 個の正方形
...

mn 個の正方形

に対応しているとして，mn > 0 と仮定する．正則関数

F : HV,J → Vδ (HV,J = HV ×WC)

は任意の g = (γ, h) ∈ ΓJ に対して変換公式

F (g(Z)) = χJ(g)η(g;Z)
−1Jδ(γ, z)F (Z) (Z = (z, w) ∈ HV,J )

を満たすとしよう．このとき Z-格子 L′ ⊂W ′
Q, L ⊂WQ をとって

a) L′⊕L ⊂ Λかつ任意の (u, v) ∈ L′×Lに対してα(u+v) = e

(
1

2
〈u, v〉

)
,

b)

{[
1 b

0 1

] ∣∣∣∣ b ∈ SymZ(L
∗, L)

}
, 但し L∗ = {x ∈ W ′ | 〈x, L〉 ⊂ Z} とお

き SymZ(L
∗, L) = {b ∈ SymR(W

′,W ) | L∗b ⊂ L} とおく
を満たすようにできて

1) 任意の b ∈ SymZ(L
∗, L) に対して F (z + b, w) = F (z, w),

2) 任意の l′ ∈ L′, l ∈ L に対して

F (z, w + l′z + l) = JQz,α(l
′z + l, w)F (z, w). (6)

特に任意の l ∈ L に対して F (z, w + l) = F (z, w)

となる．よって F の正則性から

F (z, w) =
∑

T∈Sym∗
Z
(L∗,L)

∑
λ∈L∗

a(T, λ)e(tr(Tz) + 〈l, w〉)

なる Fourier 展開をもつ．ここで

Sym∗
Z(L

∗, L) = {T ∈ SymR(W,W
′) | tr(Tb) ∈ Z for ∀b ∈ SymZ(L

∗, L)}
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である．さて任意の h = ((a, b), t) ∈ H(VQ) (a ∈W ′
Q, b ∈WQ) に対して

Fh(z) = η(h; z, 0)F (h(z, 0))

= e

(
t+

1

2
〈a, az + b〉

)
· F (z, az + b) (z ∈ HV )

とおく．σ ∈ Sp(V ) に対して

hσh−1 = σhσh−1 = ((a, b)(σ − 1),−1

2
D((a, b)σ, (a, b)))

だから，十分大きな 0 < N ∈ Z をとれば，任意の γ ∈ Sp(Λ, N) ⊂ Γ に対し

て hγh−1 ∈ ΓJ = Γ�H(Λ) となり

Fh(γ(z)) = η(h; γ(z, 0))F (hγh−1h(z, 0))

= η(h; γ(z, 0))η(hγh−1;h(z, 0))−1Jδ(γ, z)F (h(z, 0))

= η(γ; z, 0)−1η(h−1;h(z, 0))−1Jδ(γ, z)F (h(z, 0))

= Jδ(γ, z)F
h(z)

となる．一方，F (z, w) の Fourier 展開から

Fh(z) =
∑
T,λ

a(T, λ)e

(
tr(Tz) + 〈λ, az + b〉+ 1

2
〈a, ax+ b〉+ t

)

=
∑
T,λ

a(T, λ)e

(
tr

(
T − 1

2

t

λλ+
1

2

t

(λ+ a)(λ+ a)

)
z + 〈λ, b〉

)

× e

(
1

2
〈a, b〉+ t

)
となる．ここで a ∈W ′ に対して taa ∈ SymR(W,W

′) を

tr(taa)S = 〈a, aS〉 for ∀S ∈ SymR(W
′,W )

により定義する．よって次は同値である；

1) a(T, λ) �= 0 となるのは T − 1

2

t

λλ ≥ 0 の場合に限る，

2) 任意の h ∈ H(VQ) と 0 < y0 ∈ SymR(W
′,W ) に対して |Fh(z)| は

{z ∈ HV | Im z ≥ y0} で有界である．

Z-格子 L′, L が上の二条件 a), b) に加えて更に

c) L′∗ = {y ∈W | 〈L′, y〉 ⊂ Z} とおいて L ⊂ 2L′∗

を満たすようにとる．(6) より z ∈ HV を固定すると F (z, ∗) ∈ L(Qz,1) と

なるから，定理 5.5.3 の基底を用いて

F (z, w) =
∑

v̇∈L∗/L

fv̇(z)ϑ[v, 0](z, w)
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とおく．fv̇(z) は z ∈ HV の正則関数である．任意の b ∈ SymZ(L
∗, L) をと

ると，l ∈ L′, v ∈ L∗ に対して

〈l + v, lb〉 = 〈l, (l + v)b〉 ∈ 〈L′, L∗b〉 ⊂ 〈L′, L〉 ⊂ 〈L′, 2L′∗〉 ⊂ aZ,

〈l, vb〉 ∈ 〈L′, L∗b〉 ⊂ 2Z,

〈v, vb〉 ∈ 〈L∗, L∗b〉 ⊂ 〈L∗, L〉 ⊂ Z

より 〈l + v, (l + v)b〉 ≡ 〈v, vb〉 (mod 2Z) となるから

ϑ[v, 0](z + b, w) = e

(
1

2
〈v, vb〉

)
· ϑ[v, 0](z, w)

となる．よって F (z + b, w) = F (z, w) より

fv̇(z + b) = e

(
−1

2
〈v, vb〉

)
· fv̇(z) (v ∈ L∗)

となる．よって f̃v(z) = e

(
1

2
〈v, vz〉

)
·fv̇(z)とおくと，任意の b ∈ SymZ(L

∗, L)

に対して f̃v(z + b) = f̃v(z) となるから，fv̇(z) の正則性から

fv̇(z) =
∑

T∈Sym∗
Z
(L∗,L)

av(T )e

(
tr(Tz)− 1

2
〈v, vz〉

)

=
∑

T∈Sym∗
Z
(L∗,L)

av(T )e

(
tr(T − 1

2
tvv)z

)

を得る．よって

F (z, w) =
∑

v̇∈L∗/L′
fv̇(z)ϑ[v, 0](z, w)

=
∑

v̇∈L∗/L′
fv̇(z)

∑
l∈L′

e

(
1

2
〈l + v, (l + v)z〉+ 〈l + v, w〉

)

=
∑
λ∈L∗

fλ̇(z)e

(
1

2
〈λ, λz〉+ 〈λ,w〉

)
=
∑
λ∈L∗

∑
T∈Sym∗

Z
(L∗,L)

aλ(T )e(tr(Tz) + 〈λ,w〉)

となる．即ち a(T, λ) = aλ(T ) (T ∈ Sym∗
Z(L

∗, L), λ ∈ L∗) である．以上を踏
まえて Jacobi 形式と Jacobi 尖点形式を次のように定義する；

定義 7.3.1 Vδ に値をとる HV,J = HV ×WC 上の正則関数 F が

1) 任意の g = (γ, h) ∈ ΓJ = Γ�H(Λ) に対して変換公式

F (g(Z)) = χJ(g)η(g;Z)
−1Jδ(γ, z)F (Z) (Z = (z, w) ∈ HV,J )

を満たし，
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2) 任意の h ∈ H(VQ) に対して

Fh(z) = η(h; (z, 0))F (h(z, 0)) (z ∈ HV )

が 3.3 節の意味で重さ δ の Siegel モジュラー形式となる

とき，F を ΓJ に関して指標 χ をもつ重さ δ の Jacobi 形式と呼ぶ．更に

3) 任意の h ∈ H(VQ) に対して Fh(z) (z ∈ HV ) が 3.3 の意味で Siegel 尖

点形式である

とき F を Jacobi 尖点形式と呼ぶ．

ΓJ に関して指標 χ をもつ重さ δ の Jacobi 形式全体は有限次元複素ベク

トル空間をなす．Koecher の定理から，dimR V > 2 ならば，上の定義の条件

2) は条件 1) から自動的に従う．ΓJ に関して指標 χ をもつ重さ δ の Jacobi

尖点形式のなす複素ベクトル空間を Sδ(ΓJ , χ) と書く．F が Jacobi 尖点形

式ならば∫
ΓJ\HV,J

(δ((Im 0̂)−1Im z)F (z, w), F (z, w))δκz(w,w)dHV (z)dz(w) <∞

である（( , )δ は k �→ Jδ(k, z0) が K の既約ユニタリ表現となるように定め

た Vδ 上の Hermite 内積）．これにより Sδ(ΓJ) に Hermite 内積が定義され

る．逆に，mn > n のとき， Jacobi 形式 F に対して∫
ΓJ\HV,J

(δ((Im 0̂)−1Im z)F (z, w), F (z, w))δκz(w,w)dHV
(z)dz(w) <∞

ならば F は Jacobi 尖点形式となる．

7.4 Sp(V )V = Sp(V ) �H(V ) は HV,J = HV ×WC に推移的に作用し，

(z0, 0) ∈ HV,J の固定部分群は K ×Z(H(V )) である．そこで K ×Z(H(V ))

の Vδ 上の既約ユニタリ表現 (k, t) �→ Jδ(k, z0) · e(−t) を δ ⊗ e と書いて，誘

導表現 Ind
Sp(V )J
K×Z(H(V ))(δ ⊗ e) を HV,J 上の関数の空間に実現する．即ち，∫

HV,J

(δ((Im 0̂)−1Im z)ϕ(z, w), ϕ(z, w))δκz(w,w)dHV,J
(z, w) <∞

なる可測関数 ϕ : HV,J → Vδ 全体 Eδ⊗e は

(ϕ,ψ) =

∫
HV,J

(δ((Im 0̂)−1Im z)ϕ(z, w), ψ(z, w))δκz(w,w)dHV,J
(z, w)

を内積とする複素 Hilbert 空間である．但し dHV,J
(z, w) = dHV

(z)dz(w) は

HV,J 上の Sp(V )J -不変測度である．ここで

Jδ⊗e(g, Z) = Jδ(σ, z)η(g;Z)
−1 (g = (σ, h) ∈ Sp(V )J , Z = (z, w) ∈ HV,J
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とおいて，Eδ⊗e 上の Sp(V )J のユニタリ表現 πδ⊗e が

(πδ⊗e(g)ϕ)(Z) = Jδ⊗e(g
−1, Z)ϕ(g−1(Z))

により定義すれば，誘導表現 Ind
Sp(V )J
K×Z(H(V ))(δ ⊗ e) は (πδ⊗e, Eδ⊗e) とユニ

タリ同値である．ここで特に正則なる ϕ ∈ Eδ⊗e のなす部分空間 Hδ⊗e は，

Eδ⊗e の Sp(V )J -不変な閉部分空間で，Hδ⊗e の Sp(V )J -不変な閉部分空間

は自明なものに限る．

さて Sp(V )J のユニタリ表現 (πδ⊗e, Hδ⊗e) を S̃p(V )J = S̃p(V ) � H(V )

のユニタリ表現とみれば，5.4 節で定義した S̃p(V ) の正則離散系列表現と

S̃p(V )J の既約ユニタリ表現 ωχ,J との関係が見えてくる．即ちϕ ∈ Hδ⊗det−1/2

と ψ ∈ Hz0 に対して HV,J 上の関数 ϕ� ψ を

(ϕ� ψ)(z, w) = det(Im z)−1/4ϕ(z) · (Uz,z0ψ)(w) (z ∈ HV , w ∈WC)

により定義すると，ϕ ⊗ ψ �→ ϕ � ψ は S̃p(V )J のユニタリ表現のユニタリ

同値

(πδ⊗det−1/2 , Hδ⊗det−1/2)⊗̂(ω̌χ,J ,Hz0) →̃ (πδ⊗e, Hδ⊗e) (7)

を与える．ここで πδ⊗det−1/2 は自然な射影 S̃p(V )J → S̃p(V ) により S̃p(V )J

のユニタリ表現とみなしている．よって特にHδ⊗e �= {0} となる必要十分条
件はmn > n なることであり，このとき (πδ⊗e, Hδ⊗e) は S̃p(V )J の既約ユ

ニタリ表現となる．

さて Jacobi 尖点形式 F ∈ Sδ(ΓJ , χ) に対して Sp(V )J 上の関数 fF を

fF (g) = Jδ⊗e(g; (z0, 0))
−1F (g(z0, 0)) (g ∈ Sp(V )J)

により定義すると

1) 任意の g′ ∈ ΓJ に対して fF (g
′g) = χJ (g

′)fF (g),
2) 任意の k ∈ K に対して fF (gk) = δ(k)−1fF (g),

3)

∫
ΓJ\Sp(V )J

|fF (g)|2d(ġ)

=

∫
ΓJ\HV,J

(δ((Im 0̂)−1Im z)F (z, w), F (z, w))δκz(w,w)dHV
(z)dz(w) <

∞

である．より正確には次の定理が成り立つ；

定理 7.4.1 F �→ fF は複素線形同型写像

Sδ(ΓJ , χ) →̃Aδ(ΓJ\Sp(V )J , χ
−1
J , πδ⊗e)

を与える．従って F ∈ Sδ(ΓJ , χ) と α ∈ V ∗
δ に対して

θF⊗α(g) = (dim δ)1/2〈α, fF (g)〉 (g ∈ Sp(V )J )
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とおくと，F ⊗ α �→ θF⊗α は複素 Hilbert 空間のユニタリ同型

Sδ(ΓJ , χ)⊗CV
∗
δ →̃L2(ΓJ\Sp(V )J ;χJ ; π̌δ⊗e, δ̌)

に延長される．

7.5 実斜交空間 (V,D)の偏極 V =W ′⊕W をとり，Z-格子L′ ⊂W ′, L ⊂
W は

L′ = {x ∈W ′ | 〈x, L〉 ⊂ Z}
なるものとして Λ = L′ ⊕ L とおく．H(Λ) のユニタリ指標

χΛ : H(Λ) → C1 (((x, y), t) �→ e

(
t+

1

2
〈x, y〉

)
)

に対して

Sp0(Λ) = {γ ∈ Sp(Λ) | χλ(h
γ) = χΛ(h) for ∀h ∈ H(Λ)}

は Sp(Λ) の部分群で，十分大きな 0 < N ∈ Z をとれば Sp(Λ, N) ⊂ Sp0(Λ)

であるから，Sp(Λ, N) ⊂ Γ ⊂ Sp0(Λ) なる部分群 Γ をとる．ΓJ = Γ�H(Λ)

のユニタリ指標

χΛ,J : ΓJ → C1 ((γ, h) �→ χΛ(h))

からの誘導表現 πχΛ,J = Ind
Sp(V )J
ΓJ

χΛ,J を考える．Sp(V ) の二重被覆群

� : S̃p(V ) = S̃p(V ; z0) → Sp(V )

に対して Γ̃−�−1(Γ) ⊂ S̃p(V )とおく．S̃p(V )J = S̃p(V )�H(V )とおき，自

然な射影 �J : S̃p(V )J → SP (V )J を通して π̃χΛ,J = πχΛ,J ◦�J を S̃p(V )J

のユニタリ表現とみれば

π̃χΛ,J = Ind
˜Sp(V )J
˜ΓJ

χ̃Λ,J (Γ̃J = Γ̃�H(Λ), χ̃Λ,J = χΛ,J ◦�J )

である．π̃χΛ,J に定理 4.5.1 を適用しよう．実際，S̃p(V ) の Weil 表現を

Ind
H(V )
H(Λ)χΛ上に実現しておこう．このときϕ ∈ Ind

˜Sp(V )
˜Γ

ρ−1
Λ とψ ∈ Ind

H(V )
H(Λ)χΛ

に対して

(ϕ� ψ)(g̃) = ϕ(σ̃)(ωJ(g̃)ψ)(1) (g̃ = (σ̃, h) ∈ S̃p(V )J)

とおくと，(γ̃, h′) ∈ Γ̃J に対して

(ϕ� ψ)((γ̃, h′)g̃) = ϕ(γ̃σ̃)(ωJ(γ̃, h
′) ◦ ωJ(g̃)ψ)(1)

= ρΛ(γ̃)
−1ϕ(σ̃)(ρΛ(γ̃)r(γ) ◦Π(h′) ◦ ωJ(g̃)ψ)(1)

= ϕ(σ̃)(ωJ(g̃)ψ)(h
′) = χΛ(h

′)ϕ(σ̃)(ωJ(g̃)ψ)(1)

= χ̃Λ,J(γ̃, h
′)(ϕ� ψ)(g̃)

となるから ϕ� ψ ∈ Ind
˜Sp(V )J
˜ΓJ

χ̃Λ,J となる．更に正確には
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命題 7.5.1 ϕ⊗ ψ �→ ϕ� ψ は S̃p(V )J のユニタリ表現のユニタリ同値写像

(Ind
˜Sp(V )
˜Γ

ρ−1
Λ )J ⊗ ωJ →̃ Ind

˜Sp(V )J
˜ΓJ

χ̃Λ,J

に延長される．

さて GLC(WC) の有限次元既約表現 (δ, Vδ) は Young 図形

m1 個の正方形

m2 個の正方形
...

mn 個の正方形

に対応しているとして，mn > n とする．このとき S̃p(V )J のユニタリ表現

のユニタリ同値(7) から反傾表現のユニタリ同値

π̌δ⊗det−1/2 ⊗ ωJ →̃ π̌δ⊗e

を得る．ここで π̌δ⊗e の最小の K̃-タイプ δ̌ は π̌δ⊗det−1/2 の最小の K̃-タイプ

δ̌⊗ det1/2 と ωJ の最小の K̃-タイプ det−1/2 のテンソル積に対応する．とこ

ろで 5.3 節で見たように ψ ∈ Ind
H(V )
H(Λ)χΛ を det−1/2-ベクトルとすると

(ωJ(g̃)ψ)(1) = ε · η(g; z0, 0) det(2Imσ(z0))1/4ϑ(g(z0, 0)),

(g̃ = (σ̃, h) ∈ S̃p(V )J) である．但し

ϑ(z, w) =
∑
l∈L′

e

(
1

2
〈l, lz〉+ 〈l, w〉

)
((z, w) ∈ HV,J = HV ×WC)

である．さて Jacobi 尖点形式 F ∈ Sδ(ΓJ , χΛ) と α ∈ V ∗
δ に対して θF⊗α ∈

Ind
Sp(V )J
ΓJ

χJ をみれば

θF⊗α(g) = θf⊗α(σ̃) · (ωJ(g̃)ψ)(1) (g = (σ, h) ∈ Sp(V )J )

なる f ∈ Sδ⊗det−1/2(Γ̃, ρ−1
Λ ) が定まる．即ち

η(g; z0, 0)Jδ(σ, z0)
−1F (g(z0, 0))

=J1/2(σ̃, z0)Jδ(σ, z0)
−1f(σ(z0))× ε · η(g; z0, 0) det(2Imσ(z0))1/4ϑ(g(z0, 0))

(σ̃ = (ε, σ) ∈ S̃p(V ))，よって

F (z, w) = det(2Im z0)
1/4f(z)ϑ(z, w) ((z, w) ∈ HV,J )

である．よって定理 5.5.3 から次の定理を得る；
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定理 7.5.2 mn > n のとき，Jacobi 尖点形式 F ∈ Sδ(ΓJ , χΛ) に対して

f(z) =det(2Im z0)
−1/4 det(2Im z)1/2

×
∫
WC/Λz

F (z, w)ϑ(z, w)κz(w,w)dz(w)(z ∈ HV )

とおくと，F �→ f は Sδ(ΓJ , χΛ) から Sδ⊗det−1/2(Γ̃, ρΛ) への複素線形同型写

像である．

7.6 V = R2n 上の交代形式を D(x, y) = xJn
ty (Jn =

[
0 1n

−1n 0

]
) によ

り定義し，実斜交空間 (V,D) の偏極 V =W ′ ⊕W を

W ′ = {(x, 0) | x ∈ Rn}, W = {(0, y) | y ∈ Rn}

により定める．(x, 0) = x, (0, y) = y によりそれぞれ W ′ = Rn, W = Rn と

同一視する．W ′,W の Z-格子を

L′ = {(x, 0) | x ∈ Zn}, L = {(0, y) | y ∈ Zn}

として Λ = L′ ⊕ L とおく．f ∈ Sk−1/2(Γ0(4)) に対して

f ′(z) = f(z/2) = f(Ad(τ−1)z) (τ =

[
2 0

0 1

]
∈ GSp(V ))

とおくと f ′ ∈ Sδ⊗det−1/2(Γ, ρΛ) である．ここで

Γ = τΓ0(4)τ
−1 =

{[
a b

c d

]
∈ Sp(Λ)

∣∣∣∣ b ≡ c ≡ 0 (mod 2)

}

は Sp0(Λ) の部分群であり，GLC(WC) の既約表現 δ = detk をとる．一方，

F ∈ Jcusp
k,1 に対して

F ′(z, w) = F (2z, w) = F (Ad(τ)(z, w))

とおくと，任意の

g = (γ, h) ∈ τ−1Sp(Λ)Jτ = τ−1Sp(Λ)τ �H(Λτ)

に対して

F ′(g(z, w)) = χΛ(h)η(g; z, w)
−1 det J(γ, z)kF ′(z, w)

となる．更に

F ′′(z, w) =
∑

h∈H(Λτ)\H(Λ)

χΛ(h)
−1η(h; z, w)F ′(h(z, w))
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とおくと F ′′ ∈ Sδ(ΓJ , χΛ) となるから，定理 7.5.2 に従って F ′′ に対応する

Sδ⊗det−1/2(Γ, ρΛ) の元を求めよう．ここで，定理 5.5.3 から，r, s ∈ L′ に対
して ∫

WC/Λ′
z

θr(2z, w)θs(2z, w)κz(w,w)dz(w)

=

⎧⎨⎩2n det(2Im z)−1/2 r ≡ s (mod 2L′),

0 r �≡ s (mod 2L′)

(Λ′
z = {xz + y | x ∈ 2L′, y ∈ L}) であることと

ϑ(z, w) =
∑

r∈L′/2L′
θr(2z, w)

に注意すれば∫
WC/Λz

F ′′(z, w)ϑ(z, w)κz(w,w)dz(w)

=

∫
WC/Λz

∑
λ∈Λz/Λ′

z

F ′(z, w + λ)ϑ(z, w + λ)κz(w + λ,w + λ)dz(w)

=

∫
WC/Λ′

z

F ′(z, w)ϑ(z, w)κz(w,w)dz(w)

= 2n det(2Im z)−1/2
∑

r∈L′/2L′
fr(2z)

となる．よって F ′′ ∈ Sδ(ΓJ , χΛ) には∑
r∈L′/2L′

fr(2z) ∈ Sδ⊗det−1/2(Γ, ρΛ)

が対応する．即ち
∑

r∈L′/2L′
fr(4z) ∈ Sk−1/2(Γ0(4)) が対応する．

8 有元素点での様子

8.1 局所コンパクト群上の帯球関数の一般論を復習しておく．詳細は Tam-

agawa [18], Gaal [4]等を参照のこと．2.1節の設定を思い出そう．即ち，Gは

局所コンパクト・ユニモジュラー群で，K はそのコンパクト部分群，Aは Gの

中心 Z(G) の閉部分群として，χ を A の連続なユニタリ指標とする．K の自

明な一次元ユニタリ表現を 1K と書いて，簡単のためにH = Cc(G/A, χ;1K)

とおく．即ち，H は G 上の複素数値連続関数 ϕ であって

1) 任意の a ∈ A に対して ϕ(ax) = χ(a)−1ϕ(x),

2) G/A 上の関数 ẋ �→ |ϕ(x)| の台はコンパクト，
3) 任意の k, k′ ∈ K に対して ϕ(kxk′) = ϕ(x)

65

156



なるもののなす複素ベクトル空間を，G/A 上の畳込み積

(ϕ ∗ ψ)(x) =
∫
G/A

ϕ(xy)ψ(y−1)dG/A(ẏ)

により C-代数としたものである．さて θ を G 上の複素数値連続関数として，

任意の a ∈ A に対して θ(ax) = χ(a)θ(x) であるとすると，任意の ϕ ∈ H に
対して

θ̂(ϕ) =

∫
G/A

ϕ(x)θ(x)dG/A(ẋ), θ̌(ϕ) =

∫
G/A

ϕ(x)θ(x−1)dG/A(ẋ)

が定義される．そこで G 上の帯球関数を次のように定義する；

定義 8.1.1 G 上の複素数値連続関数 θ が

1) 任意の a ∈ A に対して θ(ax) = χ(a)θ(x),

2) 任意の k ∈ K に対して θ(kxk−1) = θ(x),

3) θ̂ : H → C は全射 C-代数準同型写像

を満たすとき，θ を中心指標 χ をもつ K に関する G 上の帯球関数と呼ぶ．

上のような帯球関数の全体を Θ(G/A,χ,K) と書こう．帯球関数の基本的

な性質として

命題 8.1.2 θ ∈ Θ(G/A,χ,K) に対して

1) 任意の ϕ ∈ H に対して ϕ ∗ θ = θ ∗ ϕ = θ̌(ϕ) · θ,
2) θ は両側 K-不変で θ(1) = 1,

3)

∫
K

θ(xky)dK(k) = θ(x)θ(y).

逆にこれらの性質により帯球関数が特徴付けられる；

定理 8.1.3 G 上の複素数値可側関数 θ で，任意の a ∈ A に対して θ(ax) =

χ(a)θ(x) であり，G/A 上の関数 ẋ �→ |θ(x)| が G/A 上局所可積分であると

き，次は同値である；

1) θ ∈ Θ(G/A,χ,K),

2) θ は両側 K-不変で θ(1) = 1 かつ，任意の ϕ ∈ H に対して ϕ ∗ θ = λϕ · θ
(λϕ ∈ C),

3) θ �= 0 かつ
∫
K

θ(xky)dK(k) = θ(x)θ(y),

4) 任意の k ∈ K に対して θ(kxk−1) = θ(x) であって，θ̂ : H → C は全射

C-代数準同型写像.

H に特殊な移送を導入しよう．コンパクト部分集合 M ⊂ G/A をとり，

supp[ẋ �→ |ϕ(x)|] ⊂ M なる ϕ ∈ H の全体を HM と書くと，HM は |ϕ| =
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sup
ẋ∈G/A

|ϕ(x)| をノルムとする複素 Banch 空間となる．H =
⋃
M

HM だから，

部分集合 V ⊂ H が H における開集合であることを，任意のコンパクト部分
集合 M ⊂ G/A に対して V ∩HM がHM における開部分集合なることと定

義する．すると任意の 0 < r ∈ R に対して，{ϕ ∈ H | |ϕ| < r} は H の開部
分集合となるから，H は局所凸 Hausdorff 空間となる．このとき

定理 8.1.4 1) θ ∈ Θ(G/A,χ,K) に対して，C-代数準同型写像 θ̂ : H → C

は連続である，

2) 連続な全射 C-代数準同型写像 λ : H → C に対して，θ̂ = λ なる θ ∈
Θ(G/A,χ,K) が唯一存在する．

保型形式の Hecke 作用素との関連で考えるときには，K が G の開コンパ

クト部分群である場合が重要である．この場合には

命題 8.1.5 K が G の開コンパクト部分群ならば，H から C への全射 C-代

数準同型写像は全て連続である．

従ってこの場合，θ �→ θ̂ は Θ(G/A,χ,K) から HomC-alg(H,C) \ {0} への
全単射を与える．

8.2 p �= 2 を有限素点として，加法群 Qp の非自明なユニタリ指標を

χ = ep とする．ここで

ep : Qp → Qp/Zp →̃Q/Z � ṫ �→ e−2π
√−1t ∈ C1

である．Qp-斜交空間 (V,D) の偏極 V =W ′ ⊕W を一つ固定しておく．Zp-

格子 L ⊂W をとり

L′ = {x ∈W ′ | 〈x, L〉 ⊂ Zp} (〈x, y〉 = D(x, y) for x ∈W ′, y ∈W )

とおいて Zp-格子 Λ = L′ ⊕ L ⊂ V を定める．p �= 2 だから H[Λ] = Λ× Zp

は H(V ) の開コンパクト部分群である．

K = {σ ∈ Sp(V ) | Λσ = Λ}

は Sp(V ) の開コンパクト部分群であり，H[Λ] に (x, t)σ = (xσ, t) により作

用して，半直積 KJ = K �H[Λ] は Sp(V )J の開コンパクト部分群となる．

KJ の自明な 1 次元表現を 1KJ
として，8.1 節の一般論に従って

HJ = Cc(Sp(V )J/Z(H(V )), χ;1KJ
)

とおく．即ち，HJ は，Sp(V )J 上の複素数値連続関数 ϕ であって

1) 任意の a ∈ Z(H(V )) = Qp に対して ϕ(ag) = χ(a)−1ϕ(g),
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2) 任意の k, k′ ∈ KJ に対して ϕ(kgk′) = ϕ(g),

3) Sp(V )J/Z(H(V )) 上の連続関数 ġ �→ |ϕ(g)| の台はコンパクト

なるもの全体のなす複素ベクトル空間を畳込み積

(ϕ ∗ ψ)(g) =
∫
Sp(V )J/Z(H(V ))

ϕ(gx−1)ψ(x)dSp(V )J/Z(H(V ))(ġ)

により C-代数としたものである．ここで Lの Zp-基底{v1, · · · , vn}を一つ固定
して v′i ∈ L′ を 〈v′i, vj〉 = δij により定める．このとき α = (α1, · · · , αn) ∈ Zn

に対して

pα ∈ GLQp(W
′) s.t. pαv′i = pαiv′i, pα ∈ GLQp(W ) s.t. pαvi = pαivi

とおくと tpα = pα となる．そこで d(pα) =

[
pα 0

0 p−α

]
∈ Sp(V ) とおくと

Sp(V ) =
⊔
α∈Υ

Kd(pα)K (Υ = {(α1, · · · , αn) ∈ Zn | α1 ≥ · · · ≥ αn ≥ 0})

である．更に，任意の ϕ ∈ HJ に対して

suppϕ ⊂
⊔
α∈Υ

KJd(p
α)KJZ(H(V ))

であることが示される．そこで任意の α ∈ Υに対して，Sp(V )J の開コンパク

ト部分集合 KJd(p
α)KJ の特性関数を ϕα とすると，ϕα ∈ Cc(Sp(V )J ;1KJ

)o

だから，7 頁の方法に従って ϕα,χ ∈ HJ とおくと，{ϕα,χ}α∈Υ がHJ の C-

上の基底となる．ここで ε =

[
0 1n

1n 0

]
∈ GSp(n,Qp) = GSp(V ) とおく

と，g �→ g′ = εg−1ε−1 が Sp(V )J の反自己同型写像で ϕα,χ(g
′) = ϕα,χ(g)

(α ∈ Υ) となるから，HJ は可換代数でることがわかる．更に Murase [13]

により HJ の構造は詳しく調べられていて，我々に必要な部分を書けば

命題 8.2.1 HJ は C 上有限生成な可換整域である．

8.3 p �= 2 から k ∈ K に対して r′χ(k) = (k, rχ(k)) ∈ S̃p(V ) であること

が示される．そこで K̃ = r′χ(K)とおくと，これは S̃p(V )の開コンパクト部分

群である．pα ∈ GLQp(W
′) (α ∈ Zn) に対して，(3) に従って d̃(pα) ∈ S̃p(V )

を定めれば

S̃p(V ) =
⊔
α∈Υ

K̃d̃(pα)K̃Ker(�χ)

となる．そこで α ∈ Υ に対して，S̃p(V ) のコンパクト開部分集合 K̃d̃(pα)K̃

の特性関数を ψα とおくと，ψα ∈ Cc(S̃p(V );1
˜K)o だから，7 頁の方式に

従って ψα,ν ∈ H = Cc(S̃p(V )/Ker(�χ), ν;1 ˜K)o を定義する．ここで ν は
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Ker(�χ) の唯一の非自明なユニタリ指標である．{ψα,ν}α∈Υ は H の C 上の

基底である．

さて (ωJ , L
2(W ′)) は S̃p(V )J に既約ユニタリ表現で，K̃-不変ベクトル

は L′ の特性関数 ϕL′ の定数倍に限るから，付随する S̃p(V )J の帯球関数を

Φ(g) = (ωJ(g)ϕL′ , ϕL′) (g ∈ S̃p(V )J ) とおくと

1) α ∈ Zn に対して Φ(d̃(pα)) = (p1/2 · ηp)−|α|, 但し |α| = α1 + · · ·+αn 及

び ηp = γχ(Q1)γχ(−p ·Q1) とおく，

2) supp(Φ) =
⊔
α∈Υ

K̃J d̃(p
α)K̃J · (Ker(�χ)× Z(H(V )))

である．次の命題は Shintani [17] による；

命題 8.3.1 ϕ ∈ H に対して

ϕJ (σ, h) = ϕ(σ̃) · Φ(σ̃, h) ((σ, h) ∈ Sp(V )J , σ̃ ∈ S̃p(V ) s.t.ϕχ(σ̃) = σ)

とおくと，ϕ �→ ϕJ は H からHJ への C-代数の同型写像を与える．

8.4 二重被覆群 S̃p(V ) と Jacobi 群 Sp(V )J 上の帯球関数の関係を考え

よう．まず

命題 8.4.1 θ ∈ Θ(S̃P (V )/Ker(�χ), ν, K̃) に対して，Sp(V )J 上の連続関数

θJ を

θJ(σ, h) = θ(σ̃)Φ(σ̃, h) (�(σ̃) = σ)

により定義すると，θJ ∈ Θ(Sp(V )J/Z(H(V )), χ,KJ ) である．

そこで HJ と H の C-基底 {ϕα,χ}α∈Υ と {ψα,ν}α∈Υ を用いて，複素線形

同型写像 T : HJ →̃H を Tϕα,χ = (p1/2 · η−1
p )|α|ψα,ν (α ∈ Υ) により定義し

よう．すると

定理 8.4.2 1) T は HJ から H への C-代数の同型写像で，命題 8.3.1 で与

えた同型写像の逆写像となる，

2) 任意の θ ∈ Θ(S̃p(V )/Ker(�), ν, K̃) に対して θ̂ ◦ T = θ̂J となる．

ここから直ちに次の系が得られる；

系 8.4.3 θ �→ θJ はΘ(S̃p(V )/Ker(�χ), ν, K̃)からΘ(Sp(V )J/Z(H(V ))), χ,KJ)

への全単射を与える．

S̃p(V ) の既約ユニタリ表現 τ で，τ |Ker(�) = ν かつ自明でない K̃-不変ベ

クトルをもつもの全体をR(S̃p(V )/Ker(�), ν, K̃) とおく．又，Sp(V )J の既

約ユニタリ表現 π で，π|Z(H(V )) = χ かつ自明でない KJ -不変ベクトルをも

つもの全体を R(Sp(V )J/Z(H(V )), χ,KJ) とかく．H, HJ はともに可換だ
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から，これらの既約表現の K̃-不変ベクトル，或いは KJ -不変ベクトルは 1

次元となり，既約表現は対応する帯球関数によって定まるから（定理 2.3.3）．

従って上で示したことから次の定理が示される；

定理 8.4.4 τ �→ π = τJ ⊗ ωJ は全単射

R(S̃p(V )/Ker(�), ν, K̃) →̃R(Sp(V )J/Z(H(V )), χ,KJ )

を与え，対応する帯球関数は θπ = (θτ )J となる．
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SAITO KUROKAWA LIFTING FOR LEVEL N

伊吹山知義

1. Introduction

サマースクールのときに解説した、レベル N のヤコービ形式から、
レベル N のジーゲル保型形式への Saito Kurokawa lifting (この部分に
ついては Maass lift と呼ぶ人もいる）について述べるのが目的である
が、すでにアクセプトされた論文 [9] で詳細に論じており、そこで述べ
たことを日本語で繰り返すのも無駄なように思う。そこで、アウトラ
インと若干の注意だけ述べることにしたい。一方で、特にレベルが１
でないヤコービ形式については、[13] 以外に、あまり詳細に論じた文
献がなく、[13] も日本ではあまり知られていないと思うし、また論文
[9] などでも初等的な部分については論文という性格上詳細に論ずるこ
とはできなかった。そこで、この部分を敢えて少し詳しく解説するこ
とにする。
なお、Saito Kurokawa lift について述べた論文はこれが初めてとい

うわけではない。他の著者の結果については、論文 [9] の文献および
[3], [4], [12], [19] などを参照されたい。[9] で得られている結論はおお
ざっぱに言って次のとおりである。Hn を n 次のジーゲル上半空間と
する。

(1) レベル N の指標付（trivial でもよい）の１次の index 1 のヤ
コービ形式（つまり H1 × C 上の関数）からレベル N の指標
付 の２次ジーゲル保型形式へのリフトが具体的に構成される。
この構成による写像は単射である。

(2) もとのヤコービ形式がカスプ形式ならば、リフトされたものも
カスプ形式である。

(3) 以上のリフトの L 関数の間の関係は具体的に記述される。
(4) 実際の構成を目指すならば、もとのレベル N のヤコービ形式
が具体的に必要になるが、index が何であっても、このような
ヤコービ形式を具体的に与える、わかりやすい Kramer の方法
が存在する。実際に index 1 のときは、レベル５まではこの方
法で決定した (cf. [9])。（ちなみにヤコービ形式は、たとえレベ
ルが付いていても、半整数保型形式との自然な同型対応が存在
するが、この方向の話とは少し異なる。）

2. １次のヤコービ形式

n 次のジーゲル上半空間 Hn を通常通り

Hn = {Z = tZ ∈Mn(C);Z = X + iY,X, Y ∈Mn(R), Y > 0}
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と定義する。n 次のシンプレクティック群 Sp(n,R) をつぎで定義する。

Sp(n,R) = {g ∈M2n(R); gJn tg = Jn},

ここで、Jn =

(
0 1n
−1n 0

)
　また 1n は n 次の単位行列とした。また

GSp+(n,R) を次で定義する。

GSp+(2,R) = {g ∈M2n(R); gJn tg = n(g)Jn, 0 < n(g) ∈ R}.

ヘッケ作用素などを考えるときには GSp+ が必要となる。整数 k を固
定する。 Hn 上の関数 F (Z) の空間への GSp+(n,R) の作用を、g =
( A B
C D ) ∈ GSp+(n,R) に対して

(F |k[g]) = det(CZ +D)−kF (gZ), gZ = (AZ +B)(CZ +D)−1

で定義する。
次に１次のヤコービ形式を定義したい。ヤコービ形式を定義するの

にふさわしい実代数群は、Sp(2,R) の極大放物型部分群で１次元カス
プに対応するものの一部をとるのが自然である。つまり、次の群 J(R)
を実ヤコービ群と呼ぶことにする。

J(R) =



a 0 b 0
0 1 0 0
c 0 d 0
0 0 0 1



1 0 0 µ
λ 1 µ κ
0 0 1 −λ
0 0 0 1


 ⊂ P1(R),

ただしここで、 ad− bc = 1 (a, b, c, d ∈ R), λ, µ, κ ∈ R で

P1(R) =



∗ 0 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗

 ∈ Sp(2,R)


と置いた。任意の x ∈ C に対して、e(x) = exp(2πix) と書こう。また
Z ∈ H2 に対して、その成分を Z = ( τ z

z ω ) と書く。H1 × C 上の関数
f(τ, z)と ω ∈ H1と正の整数mに対して、F (Z) = f(τ, z)e(mω)を考え
ると任意の g ∈ J(R) ⊂ Sp(2,R) の元に対して、F |k[g] = f̃(τ, z)e(mω)

となる ω によらない函数 f̃(τ, z) が存在することが容易にわかる。こ
のときの f → f̃ が J(R) のH1×C 上の関数の空間への作用を与える。
（具体的な f̃ の形は 2.1 に書く。）

J(R)の元を簡単に、(g, ((λ, µ), κ)) (g ∈ SL2(R))と書くことにする。
ここで成分が全部整数の部分群を J(Z) = SL2(Z)J と書くことにする。
H(R) = {(1, ((λ, µ), κ));λ, µ, κ ∈ R} からなる部分群を Heisenberg
group と呼ぶことがある。この群の元を簡単のために ((λ, µ), κ) と書
く。また κ は作用に関係しないことも多いので、特に、λ, µ ∈ Z のと
きなどには、しばしば (λ, µ) = ((λ, µ), 0) と省略して書く。
ヤコービ形式を定義するときに、実のヤコービ群 J(R) の離散部分

群として何を取るべきかは、目的による。たとえば Sp(2,R) の離散群
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Γ のジーゲル保型形式との関係で考えるならば、Γ ∩ J(R) を考えるの
が自然である。ここで今

H(Z) = {(1, ((λ, µ), κ);λ, µ, κ ∈ Z}
とおくと、一般に Γ ∩ J(R) は H(Z) を含まず、たとえば、H(Z) の
元に適当な合同条件などをつけた小さな群などしか含まないことも多
い。しかし J(R) の離散群として H(Z) を含まないものをとると、理
論がいろいろな意味で面倒になるのは間違いない。このせいか、H(Z)
を含まないような群について、正面切って論じた文献は、よく知らな
い。とりあえずの我々の目的 (Saito-Kurokawa lift) には必要ないので、
我々は

Γ0(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z); c ≡ 0 mod N

}
とおき、Γ0(N)J = {(g, 1); g ∈ Γ0(N)} ·H(Z) という半直積で定義され
る J(Z) の部分群を考えて、これをレベル N のヤコービ群と呼ぶこと
にする。χ を modulo N の Dirichlet 指標として、これを χ(g) = χ(d)

として g =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N) に拡張する。これは Γ0(N)J にも自然に

拡張される。以下一般論は述べずに Γ0(N)J だけについて述べる。

2.1. ヤコービ形式の定義. 領域 H1×C 上の関数 f(τ, z) に対して、次
の作用を考える。g ∈ GL2(R) (det(g) = l > 0) と ((λ, µ), κ) ∈ H(R)
に対して、

(f |k,m[g])(τ, z) = (cτ + d)−keml
(
− cz2

cτ + d

)
f

(
aτ + b

cτ + d
,

lz

cτ + d

)
,

(f |m[((λ, µ), κ)])(τ, z) = em(λ2τ + 2λz + λµ+ κ)f(τ, z + λτ + µ).

また (τ, z) ∈ H1 × C に対して、q = e(τ), ζ = e(z) と書く。
H1 × C 上の正則関数 f(τ, z) は次の３つの条件を満たす時に、ウェ

イト k index m の Γ0(N)J の指標 χ つきのヤコービ形式という。
(i) f |k,m[g] = χ(g)f (g ∈ Γ0(N)).
(ii) f |m[(λ, µ)] = f (λ, µ ∈ Z).
(iii) 任意の g ∈ SL2(Z) に対して、

f |k,m[g] =
∑
n,r∈Q

cg(n, r)q
nζr

とするとき、4nm− r2 ≥ 0 でないなら cg(n, r) = 0 である。
以上のヤコービ形式の空間を Jk,m(Γ0(N)J , χ)と書く。更にヤコービ

形式 ϕ が上の条件の (iii) を次の条件 (iii’) に置き換えたものを満たす
時、ヤコービカスプ形式という。
(iii’) 任意の g ∈ SL2(Z) に対して、4nm − r2 > 0 でないならば
cg(n, r) = 0.
ヤコービカスプ形式の空間を J cuspk,m (Γ0(N)J , χ) と書く。
さて、level 1 のときはよく知られている次の補題 ([5]) を level N の

ときのも確認しておく。
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Lemma 2.1. f ∈ Jk,m(Γ0(N)J , χ) とする。f はフーリエ展開

f(τ, z) =
∑

n,r∈Z,4nm−r2≥0

c(n, r)qnζr

を持つが、フーリエ係数 c(n, r) は 4nm− r2 および r mod 2m のみに
よって決まる。特に m = 1 のときは 4n− r2 のみで決まる。

証明：関係式 f(τ, z + λτ + µ) = e(−m(λ2τ + 2λz))f(τ, z) より、∑
n,r

c(n, r)qn+mλ
2+rλζr+2mλ =

∑
n,r

c(n, r)qnζr

であるから、フーリエ展開の一意性より、任意の整数 λ について、

(1) c(n, r) = c(n+mλ2 + rλ, r + 2mλ)

となる。ここで、n1 = n+mλ2+rλ, r1 = r+2mλとおくと、4n1m−r21 =
4nm − r2, r ≡ r1 mod 2m となっている。一方で、c(n, r) ̸= 0 となる
組 (n, r) に対し、任意の整数の組 (n1, r1) が、r ≡ r1 mod 2m かつ、
4n1m − r21 = 4nm − r2 を満たすと仮定する。ここで、 r1 = r + 2mλ
と整数 λ ∈ Z を定めると
4n1m = r21+4nm−r2 = (r+2mλ)2+4nm−r2 = 4mλ2+4mrλ+4nm.

よって、n1 = n+mrλ+mλ2. ゆえに c(n1, r1) = c(n+mλ2+rλ, r+2λ) =
c(n, r) である。特に m = 1 ならば 4n− r2 によって、 r mod 2 が確定
するので、c(n, r) は 4n− r2 のみによる。q.e.d.

2.2. Theta expansion. 自然数 mを固定する。任意の ν ∈ Z/2mZに
対して、H1 × C 上のテータ関数を

ϑν,m(τ, z) =
∑
p∈Z

e((p+
ν

2m
)2mτ + (p+

ν

2m
)(2mz))

と定義する。テータ関数とかアーベル関数の理論でよく知られている
ことであるが、ヤコービ形式の定義の (ii) を満たすような H1 × C 上
の関数 f(τ, z) は、C 上の関数として、これらのテータ関数の線形結合
で書ける。つまりH1 上の正則関数 cν(τ) があって、

(2) f(τ, z) =
∑

ν∈Z/2mZ

cν(τ)ϑν(τ, z).

ここで、cν(τ) は f(τ, z) により一意的に決まる。f が (ii) を満たすだ
けならばここまでで話は終わりであるが、(i) の条件から −12 ∈ Γ0(N)
の作用によって、f(τ,−z) = (−1)kχ(−1)f(τ, z) という条件がつく。も
し m = 1 ならば、ϑν,1(τ, z) は z の偶関数なので、

χ(−1) = (−1)k

でなければ、f = 0 となる。m ̸= 1 ならば、それほど単純ではなく、
χ(−1) = (−1)k か否かに応じて、f は z について、偶関数または奇
関数になる。ϑν,m(τ,−z) = ϑ−ν,m(τ, z) であるから、偶関数も奇関数も
テータの線形結合で表すことができる。たとえば、χ(−1) = (−1)k な
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らば、偶関数という条件と、(2) の表示の一意性から、cν(τ) = c−ν(τ)
となる。言い換えると、

(3) f(τ, z) =
∑

ν∈Z/2mZ

cν(τ)× (ϑν(τ, z) + ϑ−ν(τ, z))/2

となるのである。ν ≡ −ν mod 2m となるのは、ν ≡ 0 mod m のとき
のみだから、ν = 0, ν = m のときだけ ϑν(τ, z) = ϑ−ν(τ, z) となる。以
下の都合上、0 ≤ ν ≤ m に対して、

θν(τ, z) =
1

2
(ϑν(τ, z) + ϑ−ν(τ, z))

と置き、あらためて

f(τ, z) =
m∑
ν=0

cν(τ)θν(τ, z)

と書くのが分かりやすいと思う。これをテータ展開と呼ぶことにする。
(f(τ, z) が奇関数のときは、テータの差をとることになるので、m− 1
個の線形結合になる。これは別扱いにしなければならないが、どうせ
同様なので以下でも偶関数の時のみを考える。）

2.3. Taylor expansionとヤコービ形式の求め方. ヤコービ形式 f(τ, z)
は z ∈ Cについて正則な関数なので、z = 0の周りでテーラー展開でき
る。この時の展開係数は τ の関数であるが、これらは保型形式にかな
り近い、というのがEichler-Zagierの理論の一部で主張されている。同
様のことは高次のヤコービ形式でも、形を変えて成り立っているが (cf.
[10]) それはともかく、テーラー展開と前のテータ展開を組み合わせる
と、１変数保型形式の知識からヤコービ形式を構成することが可能にな
る。これは Saito-Kurokawa liftと直接的な関係は何もないが、意外に知
られていないと思うので、あえて解説する。本質的には Eichler-Zagier
に述べてあることだが、Kramer [13] はレベル N のときに丁寧に論じ
て、１変数保型形式の知識をどうヤコービ形式に反映させられるかを
調べた。なぜか Kramer は「これを実際に適用して、ヤコービ形式を
求める」という方向にはまったく行かなかったようなのは大変不思議
である。

2.3.1. １変数保型形式への写像. ヤコービ形式 f(τ, z) ∈ Jk,m(Γ0(N)J , χ)
が z に関して偶関数か奇関数かによって、Taylor 展開の述べ方が異な
るが、面倒なので以下では偶関数のときのみを扱う。g ∈ SL2(Z) に対
して、

f |k,m[g](τ, z) =
∞∑
l=0

χl,g(τ)z
2l

と書く。ここで χl,g(τ)は H1 上の正則関数である。面倒なので、g = 12
のときは χl,1 = χl と書くことにする。注意として、f |k,m[g]もヤコービ
形式の定義の条件 (ii) を満たしている。これはH(Z) の部分が SL2(Z)
の積で不変であることによる。ここはなかなか微妙な仮定である。(ii)
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を満たす以上、f |k,m[g] もテータ展開を持つ。また f が偶関数ならば、
f |k,m[g] も偶関数である。(−12 は SL2(Z) と可換だから。）よって、

f |k,m[g](τ, z) =
m∑
ν=0

cν,g(τ)θν(τ, z)

としてよい。ここで θν(τ, z) は g とは関係ない量であることに注意す
る。1と τ に関する基本平行四辺形内での f(τ, z)の z に関するゼロ点
の個数は初等的な関数論とヤコービ形式の保型性より簡単に計算でき
て、重複度をこめて 2mである ([5])。よって、f は χl(τ) (l = 0, . . . ,m)
で決まっている。言い換えると χl(τ) が l = 0,. . . ,m に対してすべてゼ
ロならば f = 0 である。これは χl,g(τ) についても同様である。ここ
で、χl(τ) の満たすべき性質をもう少し詳しく見る。f(τ, z) を一つ固
定して、その Taylor 係数 χl(τ) について、

(4) ξk,l(τ) =

l]∑
µ=0

(k + 2l − µ− 2)!

µ!(k + 2l − 2)!
(−2πim)µ

dµ

dτµ
χl−µ(τ)

と定義すると、ξk,l(τ) ∈ Ak+2l(Γ0(N), χ) である。(Eichler-Zagier の記
号では、これは ξ2l(τ) と書かれている。）ここで、Ak+2l(Γ0(N), χ) は
ウェイトが k+2l の指標 χ, レベル N の１変数正則保型形式の空間で
ある。以上により、

Jk,1(Γ0(N)J , χ)→ Ak(Γ0(N), χ)×Ak+2(Γ0(N), χ)×· · ·×Ak+2m(Γ0(N), χ)

なる単射線形写像が存在することになる。ここで一般にこの写像は全
射ではない。たとえば N = 1, 2, 3, 4, m = 1, χ = id ならば全射
であるが、これは偶然であって、一般には全射でない方が普通である。
ξk,2l(τ) の定義の式を逆に解いて、χl(τ) で表すことができる。実際、
Eichler-Zagier [5] p. 34 (12) にあるように

χl(τ) =
l∑

µ=0

(2πim)µ(k + 2l − 2µ− 1)!

(k + 2l − µ− 1)!µ!
ξ
(µ)
k,l−µ(τ)

となる。よって、ヤコービ形式から (ξk,2l(τ))0≤l≤m への写像の像が分
かれば、ヤコービ形式の空間は決定されていることになる。次節では
これをもう少し詳しく、いつ (ξk+2l(τ))0≤l≤m がヤコービ形式から来る
かという問題意識で調べることにする。

2.3.2. 連立１次方程式. 今、テーラー展開とテータ展開を組み合わせ
て、cν(τ) と χl(τ) の間の関係式を求めることにする。そこで、今、ヤ
コービ形式の定義の条件 (ii) を満たすような任意の正則関数 f(τ, z)、
および g ∈ SL2(Z) についてテーラー展開

f(τ, z)|k,m[g] =
∞∑
l=0

χl,g(τ)z
2l
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とテータ展開

f(τ, z)|k,m[g] =
m∑
ν=0

cν,g(τ)θν(τ, z)

の両方を考える。両辺を z で偶数回微分して、そののちに z = 0 とお
くという操作を考えると、2m 階まで考えて、次の関係式を得る。

(5)
m∑
ν=0

cν,g(τ)∂
2l
z θm(τ, z)|z=0 = (2l)!χl,g(τ). (0 ≤ l ≤ m).

ここで、∂z = ∂
∂z
としている。しかしテータ関数は heat equation を満

たす、つまり
1

(2πi)2
∂2

∂z2
θm(τ, z) =

4m

2πi

∂

∂τ
θm(τ, z)

であるから、∂2lz は定数倍を除き、∂
l
τ に置き換えてよい。（ただし ∂τ =

∂
∂τ
.) さて、我々は、今は f(τ, z) を未知として、これの情報を χl,g から

得たいという立場なので、以上の関係式を、cν,g(τ)を未知関数、χl,g(τ)
を既知関数とする連立１次方程式とみなす。連立１次方程式であるか
ら、まず正方行列

A = (∂lτθν(τ, z))0≤l≤m,0≤ν≤m

の行列式が何かは気になるところである。これは以下で必ずしも必要な
わけではないが、一応求めておこう。結論は η(τ) = q1/24

∏∞
n=1(1− qn)

とおくとき、η(τ)(m+1)(2m+1) の 0 でない定数倍になる。この理由を下
に説明する。今 τi (0 ≤ i ≤ m) を m + 1 個の H1 を動く変数とする。
(τ0, τ1, . . . , τm) ∈ Hm+1

1 上の関数 f(τ0, . . . , τm) に作用する微分作用素

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1
∂τ0 · · · ∂τm
...

. . .
...

∂mτ0 · · · ∂mτm

∣∣∣∣∣∣∣∣
を考える。また H1 上の関数 h(τ) と g =

(
a b
c d

)
∈ SL2(R) に対し

て、f |k[g] = (cτ + d)−kf(gτ) とかく。ここで k は整数または半整数
として、半整数のときは分岐を一つ指定しておくことにする。この手
の微分作用素の一般論 (cf. e.g. [8]) の簡単な応用問題として、任意の
g ∈ SL2(R) に対して

Resτl=τ (D((
m∏
l=0

(cτl + d)−kf(gτ0, . . . , gτm))

= (Resτl=τDf(τ0, . . . , τm))|(m+1)k+m(m+1)[g]

となることがわかる。ここで Resτl=τ はすべての変数 τlを同じ τ 置き換
える操作で、つまりは H1 → H1×· · ·×H1 なる diagonal embeddingの
引き戻しとして定義している。またウェイトの変化は、もとのウェイト
の作用が k のものが m+1個あるので、(m+1)k がまずでて、それ以外
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に微分一つにつきウェイトが２あがるので、2+4+ · · ·+2m = m(m+1)
として求まる。今 f(τ0, . . . , τm) = f0(τ0)f1(τ1) · · · f(τm) の場合を考え
ると、

Resτl=τ (D(f0(τ0) · · · fm(τm))) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f0(τ) · · · fm(τ)
∂τf0(τ) · · · ∂τfm(τ)

...
. . .

...
∂mτ f0(τ) · · · ∂mτ fm(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
さて、fν(τ) = θν(τ, 0) (0 ≤ ν ≤ m) の場合を考えたい。

Lemma 2.2. Resτl=τ (D(θ0(τ) · · · θm(τ)) は η(τ)(m+1)(2m+1) の 0 でな
い定数倍である。

証明：保型性を見るために、SL2(Z) の作用を生成元について考える

ことにする。よく知られているように SL2(Z) は T =

(
1 1
0 1

)
と J =(

0 −1
1 0

)
で生成される。T については、θν(τ +1) = e(ν2/4m)θν(τ)で

あるから、θ0(τ+1) · · · θm(τ+1) = e((m+1)(2m+1)/24)θ0(τ) · · · θm(τ).
一方で J については、Igusa [11] IIで非常に綺麗に解説されているテー
タ変換公式を応用すると、

ϑν(−τ−1) = κ(J)
√
τ/2m

∑
r∈Z/2mZ

e(−rµ/2m)ϑr(τ)

がわかる。ここで κ(J) は
√
τ の分岐の取り方による定数であり、実際

には１の４乗根である。ただし注意として、ϑν(τ) はいわゆる第２種の
テータ関数 (theta functions of the second kind) であり、Igusa に書い
てあるテータ定数とはかなり違うので、その部分は、第１種のテータに
帰着して変換の後にその意味を考えて、第２種の線形結合で表すなど
して上手に書き換えなければならない。これにより、各 θν(−τ−1)τ−1/2

は θr(τ) の C 係数線形結合であることがわかる。具体的には
θν(−τ−1)(τ)−1/2

= κ(J)
1√
2m

∑
r∈Z/2mZ

e(−rν/2m) + e(rν/2m)

2
ϑr(τ)

= κ(J)
1√
2m

(
θ0(τ) + e(ν/2)θm(τ) +

m−1∑
r=1

(e(−rµ/2m) + e(rµ/2m))θr(τ)

)
と書けるが、具体的な表示はともかくとして、適当な定数行列があって、

(θ0(−τ−1), . . . , θm(−τ−1))τ−1/2 = (θ0(τ), . . . , θm(τ))A

となるわけである。ここで τ 1/2 の分岐は特に指定する必要もないので
しないが、この作用を２回繰り返すことにより、A2 = α1m+1, |α| = 1
となるのは、何も計算しなくても明らかである。両辺を何回か微分し
て並べると、結局

Res(D(θ0(τ0)τ−1/2
0 · · · θm(τm)τ−1/2

m ) = det(A)Res(D(θ0(τ0) · · · θm(τm))
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になるが、左辺は微分作用素の性質より

Res(D(θ0(τ0) · · · θm(τm))
∣∣
(m+1)/2+m(m+1)

[J ]

と等しいので、結局、f(τ) := det( d
2ν

dτ2ν
θr) の SL2(Z) に関する保型性

がわかったことになる。ここでウェイトが半整数であるから、分岐が
気になるので、より正確に言い換えると、任意の g ∈ SL2(Z) に対
して、f |(m+1)(2m+1)/2[g] = c(g)f (c(g) は定数）となるのである。し
かし、η(τ)(m+1)(2m+1) は SL2(Z) の multiplier つきの保型形式であっ
て上半平面上ではどこでも消えないので、f(τ)/η(τ)(m+1)(2m+1) はカス
プ i∞ のみで極を持つ可能性がある。一方で、f(τ) を定める行列式
を見てみると、 d2l

dτ2l
θν からは、ν ̸= 0 である限りは、i∞ での展開は

qν
2/4m から始まり、よって、f(τ)の位数も少なくとも

∑m
ν=1(ν

2/4m) =
(m + 1)(2m + 1)/24 である。これは η(τ)(m+1)(2m+1) の位数と等しい。
よって f(τ)/η(τ)(m+1)(2m+1) は i∞ でも正則であり、よって、定数に
等しい。なお、この定数がいくつかは基本的に Vandermonde の行列
式だから書けないこともないが、あまり意味がないので（それに書い
ても間違えそうなので）ここでは述べない。（ただしゼロでないことは
q(m+1)(2m+1)/24 の係数が消えないことがわかればよい。ここは見る必要
があるが、 Vandermonde の行列式を見ればよい。）
さて、Lemma 2.2 の意味するところは、連立方程式 (5) は一意的に

解けるということであり、この方程式により cν(τ) が決まる、という
ことは χl(τ) (0 ≤ l ≤ m) で f(τ, z) が決まるということでもあり、前
の関数論からの簡単な結果 (2m 次まで消えていたら f = 0 になる）
を最証明していることにもなっている。実は次数の高いヤコービ形式
(Hn×Cn 上のヤコービ形式）では簡単な関数論の結果というのはない
ので、どの程度テーラー係数が消えていたらヤコービ形式が消えるか
というのはもっと複雑になり、今述べてきたような手法でないと確定
できない。(実例は [10]を参照).

2.3.3. ヤコービ形式になるための十分条件 (一般の index). 我々はヤ
コービ形式から出発して連立方程式 (5)（の特に g = 12 のとき）を得
たのだが、逆に、χl(τ) (0 ≤ l ≤ m) を適当に与えて、連立１次方程式
(5) を g = 12 に対して解き、その解 cl(τ) に対して

f(τ, z) =
m∑
ν=0

cν(τ)θν(τ, z)

と定義したときに f(τ, z) がヤコービ形式になるかどうかを調べること
にする。χl(τ) の満たすべき十分条件については、後で述べることにな
るが、とりあえず f(τ, z) の変換に対する保型性とフーリエ係数の条件
の２つにわけて調べよう。まず、保型性の定義の条件の (ii) であるが、
これは、テータ展開で f(τ, z) を定義しているのだから明らかである。
保型性の定義の条件 (i) は、まず f |k,m[g] も条件 (ii) は満たすことに
注意する。これは、g ∈ SL2(Z) に対し gH(Z) = H(Z)g より明らかで
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ある。よって、

f |k,m[g] =
m∑
ν=0

cν,g(τ)θν(τ, z)

となる H1 上の正則関数 cν,g(τ) が定まる。当然のことながら cν,g(τ)
と cν |k−1/2[g] の間には直接の単純な関係はない（実際には複雑な線形
結合ではあるが、今このことは使用しない。）しかし、z = 0 での
Taylor 展開の右辺と左辺に |k,m[g] を作用させてみれば、cν,g(τ) を解
に持つような連立１次方程式が得られる。Taylor 展開に対する作用(∑∞

l=0 χl(τ)z
2l
)
|k,m[g] で Taylor 展開がどう変わるかは、結果的に言

うと単純で、次のように記述される。前に述べた式 (4) で χl(τ) か
ら ξk,l(τ) を定義する。もとの f(τ, z) がヤコービ形式ならばこれは
Ak+2l(Γ0(N), χ) の元であるが、今はそうは仮定していなかった。そこ
で、逆に ξk,l(τ) ∈ Ak+2l(Γ0(N), χ) と仮定して、χl(τ) を, (4) を逆に
解いて、ξk,l(τ) を用いて定義することにする。また g ∈ SL2(Z) に対
して、ξk,l,g(τ) = ξk,l(τ)|k+2l[g] と定義して、この ξk,l,g(τ) を用いて、同
様の式で定義した関数を χl,g(τ) と書くことにする。すると f |k,m[g] の
Taylor展開は

∑∞
l=0 χl,g(τ)z

2l になることがわかる。この事実の証明は、
直接計算してしまうというのが一つのやり方であるが、そもそも ξk,l
を定義する微分作用素を f(τ, z)e(mω) なる H2 上の関数への作用を対
角 H1 ×H1 ⊂ H2 に制限したものと解釈して、これが (g, ((0, 0), 0)) ∈
J(R) ⊂ Sp(2,R) の作用と可換であることを用いるのが証明としては
最もすっきりしている。これの詳しい説明は今は省略するが、いずれ
にしても、f |k,m[g] の Taylor 展開より、一般の g ∈ SL2(Z) に対する
連立１次方程式 (5) が得られる。この解 cν,g(τ) は χl(τ) により一意的
に定まる。ということは ξk,l(τ) ∈ Ak+2l(Γ0) であれば g ∈ Γ0(N) に
対しては ξk,l|k[g] = χ(g)ξk,l になるので、cν,g(τ) = χ(g)cν(τ) になり、
f |k,m[g] = χ(g)f となる。すなわち、f の Γ0(N) に対する保型性が証
明されたことになる。よって、ξk,l ∈ Ak+2l(Γ0(N), χ) と取る限りは、
f(τ, z) はヤコービ形式の定義のうち、フーリエ係数の条件以外はすべ
て満たすことになる。フーリエ係数の条件はもっと複雑である。これ
の記述は節を改めて述べたい。念のために述べると、フーリエ係数の
条件というのはあくまで１次のヤコービ形式 (つまり第１変数が H1 に
属するとき)に現れるものであって、高次の場合はKoecher原理が成立
するので (Ziegler [23])、条件は自動的に成立している。

2.3.4. フーリエ係数の条件. ヤコービ形式の定義の条件の (iii) (フーリ
エ係数の条件) というのは、任意の g ∈ SL2(Z) に対して、f |k,m[g] の
フーリエ係数 cg(n, r) は 4mn − r2 ≥ 0 でないと消えるというもので
あった。ここで実際には g はΓ0(N)\SL2(Z)/P0 (P0 は SL2(Z) の上三
角行列全体）だけ動くとしても良いのはすぐわかる。つまり Γ0(N) の
カスプの代表を動くとしておけばよい。さて、g ∈ SL2(Z) に対して、

g−1Γ0(N)g ∩ P0 =

{
±
(
1 ngZ
0 1

)}
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となる 0 < ng ∈ Z が存在する。このときフーリエ展開は

f |k,m[g] =
∑
n,r∈Z

cg(n, r)q
n/ngζr

となるが、4nm− r2 ≥ 0 でないなら cg(n, r) = 0 という条件がどうな
るかを見てみよう。θν(τ, z) (0 ≤ ν ≤ m) のフーリエ展開に出てくる項
は qmp

2±pν+ν2/4mζ2mp±ν からなっているから、ここからは cg(n, r) のう
ちで r ≡ ±ν mod 2m のものだけが出てくる。逆に cν,g(τ)θν(τ, z) か
らはこのような係数しか出てこない。f |k,m[g] は τ → τ + ng で不変
であるから、cν(τ) =

∑
α∈Q aαq

α とすると α+ ν2/4m ∈ n−1
g Z であり、

よって、

α =
n

ng
− ν2

4m

と書ける。ここでフーリエ係数についての関係式 (1) は cg(n, r) につい
ても成り立つので、

cg(α +mp2 ± pν + ν2/4m, 2mp± ν) = cg(n/ng,±ν)
が成立する。ここでフーリエ係数の条件は 4nm/ng − ν2 ≥ 0 でなけれ
ばゼロという条件ということになる。言い換えると

cν,g(τ) =
∑
n∈Z

aν,g(n)q
n/ng−ν2/4m

とするとき、4n/ng ≥ ν2/m でなければ aν,g(n) = 0 となるという条件
といってもよい。言い換えると (cν,g(τ))ν が g に対応するカスプで正
則という条件である。（正確に言えば cν,g(τ) は cν |k−1/2[g] ではないが、
ベクトル (cν(τ)) を multiplier つきのベクトル値保型形式と思えるの
で、これがカスプで正則という言い方の方が正当であろう。）今は χl
を与えたのちに cν,g(τ) が決まるのだから、この条件を満たしてくれる
ように χl（あるいは χl,g あるいは ξk,l ）を指定するにはどうすればよ
いかという話になる。まずとりあえず n < 0 ならば aν,g(n) = 0 である
ことを見てみよう。その前に、 χl,g(τ) は保型形式 ξk,µ|k[g] を何回か微
分したもの線形結合で書けているのであるから、フーリエ展開にあら
われる q のべきは、非負である。cν,g(τ) は連立１次方程式の解で、方
程式の左辺の行列式の逆数は q で高々 (m+1)(2m+1)/24 位の極をも
つ。よって cν,g(τ) は i∞ で高々極であり、フーリエ展開の負のべきの
項は高々有限個しかない。よってこの連立１次方程式を用いて、フー
リエ係数を冪の低い方から順に求めていくことができる。実際、今ど
こかの 0 ≤ ν ≤ m について aν,g(n) ̸= 0 となる最小の n を n0 と書く
と連立１次方程式は

m∑
ν=0

ν2laν,g(n0) (0 ≤ l ≤ m)

が右辺から決まる既知の数という形になる。係数は Vandermonde の
行列式の形だから、解は一意的に定まる。（これはもともと cν,g(τ) は
一意的に決まっていたのだから、当たり前であるが。）右辺は q の負べ
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きは存在しないから、n0 < 0 ならば矛盾であり、aν,g(n) = 0 if n < 0
がわかる。
さて問題は 0 ≤ n/ng < ν2/4m となる n である。これらは全部消え

ていてほしいのである。しかし条件は ν によるので、むしろ次のよう
に言い換えた方がよい。まず n = 0 で方程式を考える。a0,g(0) は何で
もよいが 0 < ν に対しては aν,g(0) = 0 であるべきだ。今まで右辺を既
知、左辺の aν,g(n) を未知と考えてきたが、右辺に条件を付けようとし
ているのだから、これを逆に考えて、右辺のフーリエ展開の係数を未
知数と考えよう。よって、今は右辺のフーリエ展開の定数項を未知数
と考えて、連立１次方程式を逆行列をかけて、定数項に関する方程式
を思うと、aν,g(0) = 0 (0 < ν) という条件を課した方程式の解がパラ
メータ付で書ける。次に n = 1 に対するフーリエ係数の間の方程式を
考える。この方程式は n = 0 のときの係数によっているかもしれない
が、そこはすでに解が書けているのでそれを代入して置き換えておく。
するとまた 1 < ngν

2/4m となる ν についての aν,g(1) = 0 という条件
を方程式で書くことができる。このようにして、n/ng が ν2/4m を超
えるまで続ければ条件がすべて得られることになる。以上はすっきり
した closed formula を与えているわけではないが、少なくとも与えら
れたウェイトと index を持つヤコービ形式を有限回の操作で決定する
方法は与えている。（逆行列の係数を用いれば、もう少し具体的に書く
こともできる。）

2.3.5. ヤコービ形式になるための条件 (index1). 以上の説明は少々わ
かりにくいかもしれないが、m = 1 の場合はもう少しよくわかるの
で、この場合に詳しく状況を見てみよう。m = 1 ならば ν = 0 また
は ν = 1 である。また θν(τ, z) = ϑν(τ, z) でもある。記号を単純に
するために、ξk,0(τ), ξk,1(τ) の代わりに f0(τ) ∈ Ak(Γ0(N), χ), f1(τ) ∈
Ak+2(Γ0(N), χ)という記号を使おう。これは fl|k+2l[g] =

∑∞
n=0 bν,g(n)q

n/ng

というフーリエ展開を持つ。この場合、前に考えた連立１次方程式 (5)は

c0,g(τ)ϑ0(τ) + c1,g(τ)ϑ1(τ) = (f0|k[g])(τ),

c0,g(τ)ϑ
′

0(τ) + c1,g(τ)ϑ
′

1(τ) =
1

2k
(f0|k[g])

′
(τ) +

πi

4k
(f1|k+2[g])(τ).

となる。ここで ′ は τ に関する微分を意味する。本質的に ν = 1 での
a1,g(n) = 0 (n < ng/4)という条件だけが問題になる。ここで

ϑ0(τ, z) = 1 + q(ζ2 + ζ−2) + q4(ζ4 + ζ−4) + · · ·
ϑ1(τ, z) = q1/4(ζ + ζ−1) + q9/4(ζ3 + ζ−3) + · · ·

であるが、これより、f |k,m[g] の qn/ng (0 ≤ n/ng < 1/4) における係数
は、1/4 < 1 なので、ϑν の最初の係数と aν,g(n) にしか関係しない（つ
まり qn/ng+1 などは (0, 1/4) という範囲を超えてしまうので、考えなく
て良い）ということがわかる。この範囲での関係式は
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a0,g(n) + 2a1,g(n) = b0,g(n)

(2πi)2a1,g(n) =
2πin

2kng
b0,g(n) +

πi

4k
b1,g(n)

であり、よって、f(τ, z) がヤコービ形式であるためには, a1,n(n) = 0
(0 ≤ n < ng/4) が条件だから、f0,g, f1,g の係数の条件は

b1,g(n) = −
4n

ng
b0,g(n) (0 ≤ n < ng/4)

と書けることになる (cf. [13])。ここで n = 0 ならば、右辺はゼロだ
から、b1,g(0) = 0 がすべての g ∈ SL2(Z) について成り立つというこ
とになり、これは f1 ∈ Sk+2(Γ0(N), χ) ということを表している。もし
ng ≤ 4 ならば条件はこれだけであり、この場合 Jk,1(Γ0(N)J , χ) から
Ak(Γ0(N), χ)× Sk+2(Γ0(N), χ) への写像 ϕ→ (f0, f1) は全単射という
ことになる。この場合に Jk,1(Γ0(N)J , χ) を１変数保型形式の情報から
書くことは易しい。また N = 1 でこの写像が全単射であることは、す
でに Eichler-Zagier [5] で注意されている。全単射にならない最小の N
は N = 5 である。この場合の index 1 の構造は、[9] を参照されたい。

3. Saito Kurokawa lift の定義

前置きがかなり長くなったが、Saito Kurokawa lift の定義を述べ
る。前に述べたように χ は任意の (原始的とは仮定しない）modN の
Dirichlet character とする。

Γ
(2)
0 (N) =

{
g =

(
A B
C D

)
∈ Sp(2,Z);C ≡ 0 mod N

}
とおき、χ(g) = χ(det(D)) として χ を Γ

(2)
0 (N) の指標とみなす。

3.1. Cusp forms. ヤコービカスプ形式 ϕ(τ, z) ∈ J cuspk,1 (Γ0(N)J , χ) を
考える。Index 1 のヤコービ形式から、フーリエヤコービ展開を用いて
ジーゲル保型形式を作るには、Index が一般のヤコービ形式を構成し
ておくことが必要である。ヤコービ形式をヤコービカスプ形式に制限
しておけば、index 0 のものを考えなくても済むという点が楽であり、
この場合をまず解説する。まず index を変えるシフト作用素 Vl を定義
する。普通の１変数のヘッケ作用素の理論を流用して

∆N,0(l) =

{
g =

(
a b
cN d

)
; a, b, c, d ∈ Z, det(g) = l, (a,N) = 1

}
,

∆N,0 =
∞∪
l=1

∆N,0(l).

とおくと ∆N,0 は半群になる。∆N,0 の元 g = ( a bc d ) に対して、χ の値
を χ(g) = χ(a)−1 と定義すると、g ∈ Γ0(N) のときは χ(a)−1 = χ(d)
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であるから、これは前の定義を一致している。次に Jk,m(Γ0(N)J , χ) 上
の作用素 Vl,χ を

(ϕ|k,mVl,χ)(τ, z)
= lk−1

∑
g∈Γ0(N)\∆N,0(l)

χ(g)−1ϕ|k,m[g]

= lk−1
∑

a b
c d

∈Γ0(N)\∆N,0(l)

χ(a)(cτ + d)−kelm
(
− cz2

cτ + d

)
ϕ

(
aτ + b

cτ + d
,

lz

cτ + d

)
.

と定義すると、これは Jk,ml(Γ0(N)J , χ) への写像になる。(ここの部分
が B. Ramakrishnan の論文では間違っている。すべての論文で同じ間
違いをしているのであまり偶然とは思えないが、そのあとの証明も明
らかとしか書いていないので、よくわからない。）
これを用いて、ϕ(τ, z) ∈ Jk,1(Γ0(N)J , χ) に対して、

(LN,χϕ)(Z) =
∞∑
l=1

(ϕ|k,1Vl,χ)(τ, z)el(ω).

と定義する。念のために断っておくが、χ(−1) = (−1)k でなければ、
ϕ = 0 であるからこの写像はゼロになる。たとえば χ が trivial で k が
奇数ならば、Saito-Kurokawa lift はそもそもゼロ以外にない。具体的
にシフト作用素を半群の代表で表示して、フーリエ展開を書き下すと

ϕ(τ, z) =
∑

n,r,4n−r2>0

c(4n− r2)qnζr

とするとき、Z =

(
τ z
z ω

)
∈ H2 に対して、

(LN,χϕ)(Z) =
∞∑
m=1

∑
n,r∈Z,4mn−r2>0

∑
a|(n,m,r),(a,N)=1

χ(a)ak−1c

(
4nm− r2

a2

)
qnζre(mω)

となる。

Theorem 3.1. LN,χ は J cuspk,1 (Γ0(N)J , χ) から Sk(Γ
(2)
0 (N), χ) への単

射線形写像を与える。

証明のキーポイントは２つある。ひとつは離散群の生成元に関する
補題である。次の記号を用意する。

R =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
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また任意の g =

(
a b
c d

)
∈ SL2(R), x ∈ R, S = tS ∈M2(R) に対して

u(x) =


1 0 0 0
x 1 0 0
0 0 1 −x
0 0 0 1

 , ι(g) =


a 0 b 0
0 1 0 0
c 0 d 0
0 0 0 1

 , u(S) =

(
12 S
0 12

)
.

そこで Γ
(2)
0 (N) の生成元は次で与えられる。

Lemma 3.2 (Aoki-Ibukiyama [2] p. 265 Lemma 6.2). 任意の自然数 N

に対して、群 Γ
(2)
0 (N) は次で生成される。R, u(x), u(S) および ι(M).

ここで x, S, M は x ∈ Z, S = tS ∈M2(Z), M ∈ Γ0(N) を動く。

補題の証明は省略する。
フーリエ展開の形から LN,χ(ϕ) は R の作用で不変であり、フーリ

エヤコービ展開から他の生成元でも不変である。(χ の部分を付ければ
不変という意味である。）よって群の作用で不変なのは明らかである。
カスプ形式であるのは次の補題による。まず１次元カスプに対応する
Sp(2,Q) の極大放物部分群 P1 を前と同様

P1(Q) =



∗ 0 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗

 ∈ Sp(2,Q)


で定義する。

Lemma 3.3. ダブルコセット Γ
(2)
0 (N)\Sp(2,Q)/P1(Q)の代表は P1(Q)R

の元にとることができる。ここで R は前に定義した通りである。

補題の証明は省略する。
この補題からわかることは、Ak(Γ0(N), χ)の元 F をフーリエヤコー

ビ展開したときに、index 0 の部分がゼロで、かつフーリエヤコービ係
数がヤコービカスプ形式ならば、F はカスプ形式ということである。
注：サマースクールの講演中にはこのことを少し言い間違えて、i12

でのフーリエ展開 F (Z) =
∑

T a(T )e(Tr(TZ)) の係数 a(T ) が T > 0
以外で消えたらカスプ形式、と主張してしまった。これは軍司君の指
摘によれば正しくない。言い換えるとフーリエヤコービ係数がカスプ
形式という主張はこれよりも強い。

3.2. non-cusp forms. 出発点の ϕがカスプ形式でなかったら、前の論
法はそのままでは通用しない。どこが正しくないかというと、次の点で
ある。c(0)はゼロとは限らないので、4nm−r2 = 0のとき、qnζre(mω)
の係数 c(4nm− r2) = c(0) はゼロではない。しかし、今の LN,χϕ の定
義では index が１以上のところしか動いていないので、m ≥ 1 となっ

ている。ここで n = r = 0 のときの係数を考えると
(
0 0
0 m

)
の係数

がゼロでなく、
(
m 0
0 0

)
がゼロになっているので R での不変性がなく
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なっている。これを補うためには index 0 の関数、つまりは保型形式

を補わなければならない。補い方は定数項を除けば、
(
0 0
0 m

)
の係数

から自動的に決まる。これが適当な定数項を加えれば１変数の保型形
式、つまり Ak(Γ0(N), χ) の元になることは証明が必要であるが、これ
は標準的な議論でできる（たとえば土井・三宅の本を見ればわかる。）
よって、この場合にも適合するように LN,χϕ の定義を変更することが
できる。(詳しくは [9] を参照されたい。）よって、結局

Theorem 3.4. Jk,1(Γ0(N)J , χ) から Ak(Γ
(2)
0 (N), χ) への単射線形写像

LN,χ が存在して、フーリエ係数を用いて以上のように具体的に定義さ
れる。

注意 1: 以上の定義は関数 ϕ のみにではなく、N と χ の取り方に
もよっている。つまり自然に Jk,1(Γ0(N1)

J , χ1) ⊂ Jk,1(Γ0(N)J , χ) とな
る場合を考えると、ϕ ∈ Jk,1(Γ0(N1)

J , χ1) に対して、LN1,χ1ϕ と LN,χϕ
は一般に関数としては違うものなので、注意が必要である。(表現の
レベルでは同じであるが。）たとえば Saito-Kurokawa lift を用いて、
Ak(Γ0(N), χ) の元を構成しようと思う時などには違う方がかえって都
合がよいともいえるが、同じ表現空間に属しているものがすべてこれ
で構成できるわけでもないので、少し中途半端なところもあり、どの
ように考えるべきかは私はよく理解していない。
注意 2: Gritsenkoによれば Jk,t(SL2(Z)J)から paramodular form of

level t への Saito-Kurokawa lift にあたるものが得られている。(類似の
ことをたぶん R. Schmidt が表現論的にやっている。）Skoruppa-Zagier
[21] によれば、たとえば素数 p, k 偶数に対しては Jk,p(SL2(Z)J) は
A2k−2(Γ

∗
0(p)) (Γ∗

0(p) は Γ0(p) の normalizer) と対応しているので、こ
こからは同時に Ak(Γ

(2)
0 (N))への Saito Kurokawar liftがあるはずであ

る。一方で、たとえば Jk,p(SL2(Z)) から Jk,1(Γ0(p)
J) への単射を直接

構成することができる ([9])。よって、全体をスムーズに理解するため
には、ヤコービ形式の方で、index の変更をこめた new form, old form
等の理論がもっと整備される方が好ましいと思うが、今のところ、た
ぶんきちんとした一般論は無いのではないかと思う。

4. Hecke theory と L 関数の比較

ヤコービ形式上の index を変えないヘッケ作用素と、ジーゲル保型
形式上のヘッケ作用素を定義して、L 関数の関係についてみる。レベ
ルを割る素数 p に対して、L 関数のヘッケ作用素をどう定義するかは、
局所的な表現によるので、一般に一律に述べることはできないと思う
が、とりあえずの定義を述べておく。ヤコービ形式 ϕ に作用するヘッ
ケ作用素について、index を割る素数は bad prime であって、これは
当然面倒であるので、ϕ ∈ Jk,1(Γ0(N)J , χ) に限定して述べる。
p - N のとき

(6) ϕ|k,χTJ(p) = pk−4
∑
gν

∑
(λ,µ)∈(Z/pZ)2

χ(aν)ϕ|k,1[gν/p]|1[λ, µ]
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と定義する。ここで aν は gν の (1, 1) 成分であり、また gν は

(7) Γ0(N)\{g ∈ ∆0,N(p
2); gcd(g) = �}.

の代表を渉る。ただし、� は平方数、gcd(g) は g の成分の最大公約数
を表す。
p|N のときは、ヘッケ作用素 UJ(p) を (6) と同じ式だが、gν の動く

範囲を

(8) Γ0(N)\Γ0(N)

(
1 0
0 p2

)
Γ0(N) =

∪
b mod p2

Γ0(N)

(
1 b
0 p2

)
.

としたもので定義する。ϕ が TJ(p) と UJ(p) の同時固有関数のときは、
その固有値を λJ(p) と書く。
次にジーゲル保型形式F ∈ Ak(Γ(2)

0 (N), χ)と、群の元g ∈ GSp+(2,Q)∩
M4(Z) で決まるダブルコセット

T = Γ
(2)
0 (N)gΓ

(2)
0 (N) =

∪
ν

Γ
(2)
0 (N)

(
Aν Bν

Cν Dν

)
.

に対して、

F |k,χT = n(g)2k−3
∑
ν

χ(det(Aν)) det(CνZ+Dν)
−kF ((AνZ+Bν)(CνZ+Dν)

−1).

と定義する。さて、 p - N なる素数 p について、a+ c = b+ d のとき

TS(p
a, pb, pc, pd) = Γ

(2)
0 (N)


pa 0 0 0
0 pb 0 0
0 0 pc 0
0 0 0 pd

Γ
(2)
0 (N).

と書く。さらに TS(p) = TS(1, 1, p, p), TS(p
2) = TS(1, p, p

2, p)+T (1, 1, p2, p2)+
TS(p, p, p, p) と置く。一方で p|N なる素数 p に対して

US(p) = Γ
(2)
0 (N)diag(1, 1, p, p)Γ

(2)
0 (N)

とおく。F が TS(p), TS(1, p, p
2, p), US(p) の固有関数のときに、対応す

る固有値を λ(p), ω(p2), µ(p) と書き、F の L 関数（いわゆる Spinor
L) を

L(s, F ) =
∏
p|N

(1− µ(p)p−s)−1
∏
p-N

Qp(p
−s)−1

と定義する。ただしここで、

Qp(p
−s) = 1− λ(p)p−s + (pω(p2) + (p2 + 1)χ(p)2p2k−5)p−2s

−λ(p)χ(p)2p2k−3−3s + χ(p)4p4k−6−4s.

と置いた。
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Theorem 4.1. ϕ ∈ Jk,1(Γ0(N)J , χ) が TJ(p) (p - N), UJ(p) (p|N) の
同時固有関数として、これらの固有値を λJ(p) と書くことにする。こ
のとき LN,χϕ も TS(p), TS(p

2), US(p) の同時固有関数であり、

L(s, LN,χϕ) = L(s− k + 1, χ)L(s− k + 2, χ)

×
∏
p|N

(1− λJ(p)p−s)−1
∏
p-N

(1− λJ(p)p−s + χ(p)2p2k−3−2s)−1

となる。ただし、L(s, χ) は Dirichlet の L 関数である。

とくに ϕ の定数項がゼロでないときは

L(s, LN,χϕ) = ζ(s)L(s− 2k + 3, χ2)L(s− k + 1, χ)L(s− k + 2, χ),

となる。ここで ζ(s) はリーマンゼータ関数である。
また、右辺の p - N でのオイラー因子は、Jk,1(Γ0(N)J , χ)のKohnen

plus space A+
k−1/2(Γ0(4N), χ) ⊂ Ak−1/2(Γ0(4n), χ) との１対１を考え、

更に Shimura 対応を通じて A2k−2(Γ0(N), χ2) と対応させたときの、
A2k−2(Γ0(N), χ2) のオイラー因子の形をしており、もともとの Saito-
Kurokawa lift の形と一致している。
証明は、ヘッケ作用素の定義と LN,χ(ϕ)|TS(p)などのフーリエ係数の

ϕ の係数による表示をもとに、定義通りに延々と場合分けして計算す
ることにつきる。ヘッケ作用素を決めるコセットの代表元とそのフー
リエ係数への作用の仕方などは、昔から Andrianov などによりよく知
られている。この計算はかなり面倒であるが、証明の方針ははっきり
しているので、結果を信じる限りは、計算を完遂しきることはそれほ
ど困難ではない。Eichler-Zagier では、lift された空間がヘッケ作用素
で不変であるということについてAndrianov [1] に依拠しているので、
その分やさしくなっているが、レベル一般ではこの部分も補わねばな
らないのが証明が長くなる理由である。詳しくは [9] を参照されたい。
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テータ関数の変換公式

宮崎 直∗

1 はじめに

1.1 序文

本稿の目的は，新谷氏の論文 [Shn]に沿って，テータ関数の変換公式 (一般化されたPoisson
和公式)を解説する事である．§2でWeil表現からテータ関数の変換公式が導出される過程に
ついて説明し，§3でテータ関数を SL(2,R) × SO(p, q)の被覆群に制限した場合についての
具体的な計算を紹介する．§3での計算は，保型形式のテータリフトの 1種である織田リフト
において重要な役割を果たす．織田リフトについての詳細は，菅野氏による解説 [Su]を参照
されたい．
本稿のおおまかな流れは [Shn]に従っているが，Heisenberg群やWeil表現の定義は現在よ

く使われているものに変更した．また，本稿を書くにあたっては，[Ta]を参考にさせて頂いた．

1.2 記号について

z ∈ Cに対して，e[z] = exp(2π
√−1z)とおき，

√
z = z

1
2 を−π

2
< arg z

1
2 ≤ π

2
となるよう

にとる．さらに，k ∈ Zに対して，z
k
2 = (z

1
2 )k とおく．t ∈ R×に対して，sgn t = t/|t|とお

く．絶対値 1の複素数のなす乗法群をC1 = {z ∈ C× | |z| = 1}と表記する．
R上の有限次元ベクトル空間 V に対して，V 上の急減少関数のなす空間を S(V )，滑らか
な関数のなす空間をC∞(V )，2乗可積分な関数のなす空間を L2(V )と表記する．また，正の
整数mに対して，Rmの元は行ベクトルとして扱うものとする．

2 テータ関数の変換公式

2.1 Heisenberg群

WをR上の2n次元ベクトル空間とし，〈, 〉をW上の非退化交代形式とする．W = X⊕X∗を
Wの偏極 (つまり，X, X∗は 〈X, X〉 = 〈X∗, X∗〉 = 0, dimR X = dimR X∗ = n, W = X⊕X∗

∗Department of Mathematics, Rikkyo University, Nishi-Ikebukuro, Tokyo 171-8501, Japan
miyaza@ms.u-tokyo.ac.jp
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をみたすWの部分空間)とし，固定しておく．以下，Wの元wがw = x+x∗ (x ∈ X, x∗ ∈ X∗)
と分解されるとき，w = x⊕ x∗と表記する事にする．

X の基底 {e1, e2, · · · , en}と X∗ の基底 {e∗1, e∗2 · · · , e∗n} を 〈ei, e
∗
j 〉 = δi,j となるようにと

る．X 上の座標を x =
∑n

i=1 xiei (xi ∈ R)で定めて，X 上の測度 dxを dx =
∏n

i=1 dxi で
定義する．また，X∗上の座標を x∗ =

∑n
i=1 x∗i e

∗
i (x∗i ∈ R)で定めて，X∗上の測度 d∗x∗を

d∗x∗ =
∏n

i=1 dx∗i で定義する．ここで，dxi, dx∗i はR上の通常の Lebesgue測度であるとする．
このとき，f ∈ S(X)に対して，Fourier変換を

f̂(x∗) =
∫

X
f(x)e[−〈x, x∗〉]dx (x∗ ∈ X∗)

で定義し，f ∈ S(X∗)に対して，逆 Fourier変換を

f̌(x) =
∫

X∗
f(x∗)e[〈x, x∗〉]d∗x∗ (x ∈ X)

で定義すると，Fourier反転公式 ˇ̂
f = f が任意の f ∈ S(X)で成立する．

集合H(W ) = W ×Rに演算を

(w, t) · (w′, t′) =
(

w + w′, t + t′ +
1
2
〈w, w′〉

)
(w, w′ ∈ W, t, t′ ∈ R)

で定める事で定義される群をHeisenberg群という．このとき，H(W )の中心は Z(H(W )) =
{(0, t) ∈ H(W ) | t ∈ R} ' R である．
任意の r ∈ R×に対して，H(W )の L2(X)上のユニタリ表現 Urを

Ur(h)f(y) = e
[
r

(
t +

1
2
〈x, x∗〉+ 〈y, x∗〉

)]
f(y + x)

(h = (x⊕ x∗, t) ∈ H(W ), f ∈ L2(X))

によって定義する．Heisenberg群の表現を扱う上では，次の 3つの定理は基本的である．

定理 2.1. 任意の r ∈ R×に対して，(Ur, L
2(X))はH(W )の既約ユニタリ表現である．

定理 2.2 (Stone-von Neumannの定理). r ∈ R×とする．H(W )の既約ユニタリ表現 (Π, VΠ)
がΠ(0, t) = e[rt] (t ∈ R)をみたすとき，(Π, VΠ)は (Ur, L

2(X))とユニタリ同値である．

定理 2.3 (Schurの補題). (Π, VΠ), (Π′, VΠ′)をH(W )の既約ユニタリ表現とする．このとき，
(Π, VΠ)から (Π′, VΠ′)への連続H(W )-準同型写像全体のなす空間は高々1次元である．

今後，U1を U と略記する事にする．

2
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2.2 R上でのWeil表現

この節では，R上でのWeil表現について復習する．詳しくは，松本氏による解説 [Ma]を
参照されたい．

Sp(W )をW 上の斜交群，すなわち，

Sp(W ) = {σ ∈ GL(W ) | 〈wσ,w′σ〉 = 〈w, w′〉 (∀w, w′ ∈ W )}

とする．ここで，GL(W )はW に右から作用しているものとする．Sp(W )のH(W )への右
作用を

hσ = (wσ, t) (h = (w, t) ∈ H(W ), σ ∈ Sp(W ))

で定義しておく．
L2(X)のユニタリ自己同型写像 T 全体のなす群Aut(L2(X))は全ての f ∈ L2(X)に対して

T 7→ Tf が連続となる最弱の位相に関してHausdorff位相群になる．Mp(W )を

U(hσ) = T−1 ◦ U(h) ◦ T (∀h ∈ H(W )) (2.1)

をみたす (σ, T )のなす Sp(W )× Aut(L2(X))の部分群とすると，Mp(W )は部分位相によっ
て局所 compactなHausdorff位相群となる．ここで，Stone-von Neumannの定理より，射影
Mp(W ) 3 (σ, T ) 7→ σ ∈ Sp(W )は全射である事に注意しておく．

Mp(W )の部分群として，Sp(W )の 2重被覆群を構成しよう．そのために少し準備をする．
σ ∈ Sp(W )に対して，

wσ = (xa + x∗c)⊕ (xb + x∗d) (∀w = x⊕ x∗ ∈ W )

によって定まる a ∈ EndR(X), b ∈ HomR(X,X∗), c ∈ HomR(X∗, X), d ∈ EndR(X∗)

をとり，σ =

[
a b

c d

]
と行列表示する．また，c ∈ HomR(X∗, X) に対して，det∗ c =

det(〈e∗i c, e∗j 〉)i,j=1,··· ,n と定義する．

det∗ c 6= 0となる σ =

[
a b

c d

]
∈ Sp(W )に対して，r0(σ) ∈ Aut(L2(X))を

(r0(σ)f)(x) = |det∗ c| 12
∫

X∗
e

[
1
2
〈xa + x∗c, xb + x∗d〉 − 1

2
〈x, x∗〉

]
f(xa + x∗c)d∗x∗

(f ∈ S(X))

を連続に拡張したものとして定義する．このとき，r(σ) = (σ, r0(σ)) ∈ Mp(W )であり，次の
(1),(2)をみたす連続群準同型写像Ψ: Mp(W ) → C1が唯 1つ存在する:

(1) Ψ(1, t) = t2 (∀t ∈ C1),

(2) Ψ(r(σ)) = (
√−1)n det∗ c

| det∗ c|

(
∀σ =

[
a b

c d

]
∈ Sp(W ) s.t. det∗ c 6= 0

)
.

3
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ここで，S̃p(W ) = Ker Ψとおくと，連続群準同型写像

$ : S̃p(W ) 3 (σ, T ) 7→ σ ∈ Sp(W )

は全射でKer$ = {(1,±1)}であり，S̃p(W )は Sp(W )の非自明な 2重被覆群になっている．
このとき，S̃p(W )の L2(X)上のユニタリ表現が

ω : S̃p(W ) 3 (σ, T ) 7→ T ∈ Aut(L2(X))

により定義される．このユニタリ表現 (ω,L2(X))をWeil表現という．

Ψの性質 (1),(2)と Schurの補題より，$(σ̃) =

[
a b

c d

]
(det∗ c 6= 0)となる σ̃ ∈ S̃p(W )

に対して，ある複素数 εω(σ̃) が存在して，{εω(σ̃)}2 =
(

(
√−1)n det∗ c

|det∗ c|
)−1

かつ ω(σ̃) =

εω(σ̃)r0($(σ̃)) が成立する．

2.3 誘導表現

LとL′をそれぞれXとX∗のZ-格子とし，ψ : Λ → C×をH(W )の部分群Λ = (L⊕L′)×R
のユニタリ指標とする．ここで，ψから誘導されるH(W )のユニタリ表現 (ρψ, IΛ(ψ))を定義
しよう．表現空間 IΛ(ψ)を

IΛ(ψ)∞ = {θ ∈ C∞(H(W )) | θ(λh) = ψ(λ)θ(h) (∀λ ∈ Λ)}
を内積

〈θ1, θ2〉Λ =
∫

Λ\H(W )
θ1(h)θ2(h)dh (2.2)

=
1

vol(X∗/L′)

∫

(X/L)×(X∗/L′)
θ1(x⊕ x∗, 0)θ2(x⊕ x∗, 0)dxd∗x∗

について完備化したHilbert空間とし，H(W )の作用を右移動

ρψ(h)θ(z) = θ(zh) (h ∈ H(W ), θ ∈ IΛ(ψ))

で定める．ここで，vol(X∗/L′) =
∫

X∗/L′
d∗x∗とし，dhは (2.2)の 2つめの等号が成立する

ような Λ\H(W )上の右H(W )不変測度とする．この dhの正規化の仕方は少し不自然だが，
この後の議論をする上で都合が良い．

XのZ-格子Lに対して，Lの 〈, 〉に関する双対格子L∗ = {l∗ ∈ X∗ | 〈l, l∗〉 ∈ Z (∀l ∈ L)}を
とる．M∗をL∗の部分格子とし，M∗の 〈, 〉に関する双対格子M = {l ∈ X | 〈l, l∗〉 ∈ Z (∀l∗ ∈
M∗)} をとる．つまり，

LOO

双対
��

⊂ MOO

双対
��

· · · X の Z-格子

L∗ ⊃ M∗ · · · X∗の Z-格子
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とする．Λ0 = (L ⊕ L∗) × R, Λ1 = (L ⊕ M∗) × R ⊂ H(W )とおく．Λ1 のユニタリ指標
χ : Λ1 → C×を

χ(λ) = e
[
t +

1
2
〈l, l∗〉

]
(λ = (l ⊕ l∗, t) ∈ Λ1)

で定義する．µ ∈ M/Lに対して，Λ0のユニタリ指標 χµ : Λ0 → C×を

χµ(λ) = e
[
t +

1
2
〈l, l∗〉+ 〈µ, l∗〉

]
(λ = (l ⊕ l∗, t) ∈ Λ0)

で定義する．このとき，χµ|Λ1 = χだから IΛ0(χµ)は IΛ1(χ)のH(W )-不変な閉部分空間であ
り，簡単な議論によって，

IΛ1(χ) =
⊕

µ∈M/L

IΛ0(χµ) (2.3)

と分解される事が分かる．実際，θ ∈ IΛ1(χ)に対して，θµ ∈ IΛ0(χµ)を

θµ(h) =
1

#(M/L)

∑

λ∈Λ1\Λ0

χµ(λ)−1θ(λh)

で定義すると，θ =
∑

µ∈M/L θµが成立する．ここで，#(M/L)はM/Lの位数を表す．

命題 2.4. 以下が成立する:

(1) IΛ1(χ)の分解 (2.3)は内積 〈, 〉Λ1 に関する直交分解である．

(2) µ ∈ M/Lと f ∈ S(X)に対して，Θχµ(f) ∈ IΛ0(χµ)を

Θχµ(f)(h) =
∑

l∈L

e
[
t +

1
2
〈x, x∗〉+ 〈µ + l, x∗〉

]
f(x + µ + l) (h = (x⊕ x∗, t) ∈ H(W ))

で定義する．このとき，Θχµを連続に拡張してL2(X)から IΛ0(χµ)へのユニタリH(W )-
同型写像が得られる．

(3) ν ∈ M/Lと θ ∈ IΛ1(χ)∞に対して，Fχν (θ) ∈ L2(X)を

Fχν (θ)(x) =
1

vol(X∗/M∗)

∫

X∗/M∗
θ((x− ν)⊕ x∗, 0)e

[
−1

2
〈x + ν, x∗〉

]
d∗x∗ (x ∈ X)

で定義する．このとき，Fχν を連続に拡張して (ρχ, IΛ1(χ))から (U,L2(X))への連続
H(W )-準同型写像が得られる．

(4) (2),(3)で定義したΘχµ と Fχν に対して，

Fχν ◦Θχν = idL2(X), Fχν ◦Θχµ = 0 (ν 6= µ)

が成立する．

この命題は Fourier級数展開の理論と指標の直交性を用いれば，直接計算によって確かめる
事ができる．分解 (2.3)において，〈, 〉Λ1 を各 IΛ0(χµ)に制限して得られる内積は，〈, 〉Λ0 と一
致する．また，この命題と Schurの補題より，(U,L2(X))から (ρχ, IΛ1(χ))への連続H(W )-
準同型写像はΘχµ 達の線型結合で表せる事に注意しておこう．
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2.4 テータ関数の変換公式

Sp(L⊕M∗)を

(L⊕M∗)γ = L⊕M∗, χ(λγ) = χ(λ) (∀λ ∈ Λ1)

をみたす γ ∈ Sp(W )のなす Sp(W )の部分群とし．S̃p(L ⊕M∗) = $−1(Sp(L ⊕M∗))とお
く．また，µ ∈ M/Lと f ∈ S(X)に対して，S̃p(W )上のテータ関数 ϑf (σ̃; µ)を

ϑf (σ̃; µ) = Θχµ(ω(σ̃)f)(0, 0) =
∑

l∈L

(ω(σ̃)f)(x + µ + l)

で定義する．

定理 2.5 (テータ関数の変換公式). γ̃ ∈ S̃p(L⊕M∗)と µ ∈ M/Lに対して，

ϑf (γ̃σ̃; µ) =
∑

ν∈M/L

Cγ̃(µ, ν)ϑf (σ̃; ν) (∀f ∈ S(X)) (2.4)

が成立するような複素数 Cγ̃(µ, ν) (ν ∈ M/L)が存在する．
M/L = {µ1, µ2, · · · , µN} (N = #(M/L))とおくと，行列Cγ̃ = (Cγ̃(µi, µj))i,j=1,··· ,N はユ
ニタリ行列であり，Cγ̃1γ̃2 = Cγ̃1Cγ̃2 (∀γ̃1, γ̃2 ∈ S̃p(L⊕M∗))が成立する．

さらに，$(γ̃) =

[
a b

c d

]
と表すと det∗ c 6= 0となるとき，Cγ̃(µ, ν)は，

Cγ̃(µ, ν)

=
εω(γ̃)|det∗ c|− 1

2

vol(X∗/M∗)

∑

l∈L/M∗c∗
e

[
1
2
〈µ + l, (µ + l)ac−1〉 − 〈µ + l, νc−1〉+

1
2
〈ν, νc−1d〉

]
(2.5)

で与えられる．ここで，c∗は 〈x∗1c, x∗2〉 = 〈x∗2c∗, x∗1〉 (∀x∗1, x∗2 ∈ X∗) で定まる HomR(X∗, X)
の元とする．

証明. 群準同型写像 Sp(L⊕M∗) 3 γ 7→ Ξγ ∈ Aut(IΛ1(χ))を (Ξγθ)(h) = θ(hγ) (θ ∈ IΛ1(χ))
で定義すると，Ξγ ◦ρχ(hγ) = ρχ(h)◦Ξγ (∀h ∈ H(W ))が成立する．よって，γ̃ ∈ S̃p(L⊕M∗)
に対して，γ = $(γ̃)とおくと，Ξγ−1 ◦Θχµ ◦ ω(γ̃) は (U,L2(X))から (ρχ, IΛ1(χ))へのユニ
タリH(W )-準同型写像になる．よって，ある複素数 Cγ̃(µ, ν) (ν ∈ M/L)が存在して，

Ξγ−1 ◦Θχµ ◦ ω(γ̃) =
∑

ν∈M/L

Cγ̃(µ, ν)Θχν (2.6)

が成立する．この両辺による ω(σ̃)f (σ̃ ∈ S̃p(W ), f ∈ S(X))の像を考え，(0, 0) ∈ H(W )で
の値をとると (2.4)が得られる．
また，γ̃1, γ̃2 ∈ S̃p(L⊕M∗)に対して，γ1 = $(γ̃1), γ2 = $(γ̃2)とおくと，

Ξ(γ1γ2)−1 ◦Θχµi
◦ ω(γ̃1γ̃2) = Ξγ−1

2
◦ (Ξγ−1

1
◦Θχµi

◦ ω(γ̃1)) ◦ ω(γ̃2) (i = 1, 2, · · · , N)
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となる．この両辺に (2.6)を用いると，左辺は
∑N

j=1 Cγ̃1γ̃2(µi, µj)Θχµj
となり，右辺は

Ξγ−1
2
◦

(
N∑

k=1

Cγ̃1(µi, µk)Θχµk

)
◦ ω(γ̃2) =

N∑

k=1

Cγ̃1(µi, µk)




N∑

j=1

Cγ̃2(µk, µj)Θχµj




=
N∑

j=1

(
N∑

k=1

Cγ̃1(µi, µk)Cγ̃2(µk, µj)

)
Θχµj

となるから，Cγ̃1γ̃2(µi, µj) =
∑N

k=1 Cγ̃1(µi, µk)Cγ̃2(µk, µj)を得る．これより，Cγ̃1γ̃2 = Cγ̃1Cγ̃2

が得られる．
L2-ノルムの値が 1であるような f ∈ S(X)をとり，

Vf =
N⊕

i=1

CΘχµi
(f) ⊂ IΛ1(χ)

とおくと，Cγ̃ はVf 上の 2種類の正規直交基底 {Ξγ−1Θχµi
(ω(γ̃)f)}N

i=1と {Θχµi
(f)}N

i=1の変
換行列であるから，ユニタリ行列である．
最後に (2.5)を示す．(2.6)の両辺による ω(γ̃−1)f (f ∈ S(X))の像を考えると，

Ξγ−1Θχµ(f) =
∑

ν∈M/L

Cγ̃(µ, ν)Θχν (ω(γ̃−1)f)

となる．さらに命題 2.4(4)より，

Fχν (Ξγ−1Θχµ(f)) = Cγ̃(µ, ν)ω(γ̃−1)f. (2.7)

この両辺を定義に基づいて計算して比較する事で，(2.5)が得られる．

3 S̃L(2,R)× SO(Q)上でのテータ級数の変換公式

3.1 簡約双対ペア (SL(2,R), O(Q))

まず，J =

(
1

−1

)
∈ SL(2,R) とおき，R2 上の非退化交代形式 〈, 〉J を 〈r, r′〉J =

rJ tr′ (r, r′ ∈ R2) で定義する．このとき，σ ∈ SL(2,R)に対して，

〈rσ, r′σ〉J = 〈r, r′〉J (σ ∈ SL(2,R))

が成立する．また，Q ∈ Mn(Q)を符号 (p, q)の非退化な対称行列，つまり，あるgQ ∈ GL(n,Q)

が存在してQ = gQ

(
1p

−1q

)
tgQが成立するものとし，p > 0と仮定する．Rn上に非退

化対称形式 (, )Qを (x, x′)Q = xQ tx′ (x, x′ ∈ Rn)で定義し，(, )Qに関する直交群O(Q)を

O(Q) = {g ∈ GL(n,R) | (xg, x′g)Q = (x, x′)Q (∀x, x′ ∈ Rn)}
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= {g ∈ GL(n,R) | gQ tg = Q}

で定義する．
基本的に，この章では前章と同じ記号を用いるが，W, 〈, 〉, X, X∗, ei, e∗i は次のように具

体的にとる．W = Rn ⊗R R2とし，W 上の非退化交代形式 〈, 〉を

〈x⊗ r, x′ ⊗ r′〉 = (x, x′)Q〈r, r′〉J (x⊗ r, x′ ⊗ r′ ∈ W )

で定義する．W の偏極W = X ⊕X∗を

X = Rn ⊗R (1, 0), X∗ = Rn ⊗R (0, 1).

として固定し，R上のベクトル空間としての同型写像

X 3 x⊗ (1, 0) 7→ x ∈ Rn, X∗ 3 x⊗ (0, 1) 7→ x ∈ Rn

によって X, X∗ を共に Rn と同一視する．この同一視の下で，X の基底 {e1, e2, · · · , en}は
Rnの標準基底 (つまり，eiは第 i成分が 1で他の成分が 0であるRnの元) とし，X∗の基底
{e∗1, e∗2, · · · , e∗n}を e∗i = eiQ

−1によって定める．このとき，dxはRn上の通常の Lebesgue測
度であり，d∗x = | detQ|dxとなる．L2(X)上のWeil表現はQのとり方に依存して決まるた
め，今後，ω(σ̃)，r0(σ)をそれぞれ ω(σ̃, Q)，r0(σ,Q)と書く事にする．

SL(2,R)とO(Q)は，それぞれ

(x⊗ r)σ = x⊗ (rσ) (x⊗ r ∈ W, σ ∈ SL(2,R)),

(x⊗ r)g = (xg)⊗ r (x⊗ r ∈ W, g ∈ O(Q))

によって定まるWへの作用によってSp(W )の部分群と見なせる．このとき，(SL(2,R), O(Q))
は Sp(W )に含まれる簡約双対ペア，すなわち，

SL(2,R) = {σ ∈ Sp(W ) | σg = gσ (∀g ∈ O(Q))},
O(Q) = {g ∈ Sp(W ) | σg = gσ (∀σ ∈ SL(2,R))}

をみたす．ここで，SO(Q) = SL(n,R)∩O(Q)とおく．この章の目標は，$−1(SL(2,R))と
$−1(SO(Q))の構造を明らかにする事と，テータ関数 ϑf (σ̃; µ)をSL(2,R)SO(Q)(⊂ Sp(W ))
の被覆群に制限した場合についてテータ関数の変換公式をより具体的な形に書き下す事である．

注意 3.1. 本稿では，簡単のためにテータ関数 ϑf (σ̃; µ)を SL(2,R)SO(Q)の被覆群に制限し
た場合について考えるが，テータリフトの一般論に従うならば SL(2,R)O(Q)の被覆群に制
限した場合について考えるべきである．
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3.2 準備

X,X∗とRnの同一視によって，EndR(X),HomR(X, X∗),HomR(X∗, X),EndR(X∗)を全

てMn(R)と同一視する．これにより，σ =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R)と g ∈ O(Q)の Sp(W )の

元としての行列表示はそれぞれ
[

a1n b1n

c1n d1n

]
,

[
g On

On g

]

となる．また，c ∈ Mn(R)に対して，det∗ c = (detQ)−1 det cとなる．これを踏まえると，

c 6= 0となる σ =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R)と f ∈ S(X)に対して，

(r0(σ,Q)f)(x) = |c|−n
2

√
|det Q|

∫

Rn

e
[
a(x, x)Q − 2(x, y)Q + d(y, y)Q

2c

]
f(y)dy

となる事が簡単な変数変換によって分かる．また，σ =

(
a b

0 d

)
∈ SL(2,R)と g ∈ O(Q)

に対して，r0(σ,Q)と r0(g, Q)を

r0(σ,Q) = r0 (σJ,Q) r0
(
J−1, Q

)
, r0(g,Q) = r0 (gJ,Q) r0

(
J−1, Q

)

で定義すると，Fourier反転公式より，f ∈ S(X)に対して，

(r0(σ,Q)f)(x) = |a|n2 e
[
ab

2
(x, x)Q

]
f(xa), (r0(g,Q)f)(x) = f(xg)

となる．
一般線型群GL(n,R)の L2(X)への作用Rを

(R(g)f)(x) =
√
| det g|f(xg) (g ∈ GL(n,R), f ∈ L2(X))

で定義する．このとき，r0(g,Q) = R(g) (∀g ∈ O(Q)) が成立する．また，σ ∈ SL(2,R)に対
して，上記の r0(σ,Q)の作用の式より，

r0(σ, gQ tg)R(g) = R(g)r0(σ,Q) (g ∈ GL(n,R)) (3.1)

が成立する事も分かる．

3.3 $−1(SL(2,R))と$−1(SO(Q))の構造

まず，$−1(SL(2,R))の明示的な記述を与えよう．そのために，少し準備をする．複素上半

平面を H = {z = u +
√−1v | u, v ∈ R, v > 0}と書く．σ =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R)と z ∈ H

9
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に対して，

j(σ, z) = cz + d, σ〈z〉 =
az + b

cz + d
, ε(σ) =





(
√−1)

1
2 (c > 0のとき),

(
√−1)

1−sgn(d)
2 (c = 0のとき),

(
√−1)−

1
2 (c < 0のとき).

と定義しておく．Q = gQ

(
1p

−1q

)
tgQ となるような gQ ∈ GL(n,R)をとり，正定値対

称行列RをR = gQ
tgQで定義する．z = u +

√−1v ∈ Hに対して，Qz = uQ +
√−1vRとお

く．0以上の整数 kに対して，Pk(x)を次のような表示を持つX 上の k次同次多項式とする:




1 k = 0のとき,

rQ tx (r ∈ Cn s.t. r(Q−R) = 0) k = 1のとき,∑
r cr(rQ tx)k (cr ∈ C, r ∈ Cn s.t. r(Q−R) = 0, rQ tr = 0) k ≥ 2のとき.

(3.2)

(ただし，p = 1のときは k ≤ 1と仮定する．)

補題 3.2. Fz(x) = e
[
1
2
xQz

tx

]
Pk(x) ∈ S(X)とおく．このとき，

r0(σ,Q)Fz(x) = ε(σ)p−qj(σ, z)
q−p
2
−k|j(σ, z)|−qFσ〈z〉(x)

が任意の σ ∈ SL(2,R)に対して成立する．

証明. g ∈ GL(n,R) に対して，R(g)Fz(x) は (3.2) の形の表示を持つある k 次同次多項式

P ′
k(x)を用いて，R(g)Fz(x) = e

[
1
2
x(gQ tg)z

tx

]√
| det g|P ′

k(x) と表せる．よって，(3.1)よ

り，Q =

(
1p

−1q

)
，R = 1nと仮定して良い．

σ =

(
a b

c d

)
とおく．c = 0のときは，§3.2の r0(σ,Q)の作用の式より，直ちに主張が得

られる．また，c 6= 0のときは §3.2の r0(σ,Q)の作用の式より，

|c|−n
2

∫

Rn

e
[
a(x, x)Q − 2(x, y)Q + d(y, y)Q

2c

]
Fz(y)dy

= |c|−n
2 (v −√−1u−√−1d/c)−

p
2 (v +

√−1u +
√−1d/c)−

q
2 j(σ, z)−kFσ〈z〉(x) (3.3)

を示せば良い事が分かる．k = 0のときは (3.3)の左辺を変数変換し，さらに Cauchyの積分
定理によって積分路を変える事により，(3.3)の証明はよく知られた公式

∫ ∞

−∞
e−πt2dt = 1

に帰着される．k > 0での (3.3)は，k = 0での (3.3)の両辺に

1
(2π

√−1)k(az + b)k
Pk

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2
, · · · ,

∂

∂xn

)
(x = (x1, x2, · · · , xn)とする)

を作用させる事で得られる．(左辺の計算では，部分積分を用いる．)
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c 6= 0である σ =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R)に対して，{ε(σ)p−q}2 = (

√−1)n det∗(c1n)
| det∗(c1n)| であ

るから，Ψの性質 (1),(2)より，(σ, ε(σ)q−pr0(σ,Q)) ∈ S̃p(W ) = Ker Ψとなる事が分かる．
また，Schurの補題より，σ, τ ∈ SL(2,R)に対して，

(ε(σ)q−pr0(σ,Q)) ◦ (ε(τ)q−pr0(τ, Q)) = c(σ, τ)ε(στ)q−pr0(στ, Q)

となる定数 c(σ, τ)が存在する．このとき，上の補題より，

c(σ, τ) =

{
j(στ,

√−1)
1
2

j(σ, τ〈√−1〉)
1
2 j(τ,

√−1)
1
2

}p−q

となる事が分かる．
以上により，次の命題が得られた．

命題 3.3. 半直積 SL(2,R)n {±1}に群演算を

(σ, t) · (σ′, t′) =
(

σσ′, tt′c(σ, σ′)
)

((σ, t), (σ′, t′) ∈ SL(2,R)n {±1})

で定義する．(nが偶数のときは，普通の直積になる．) このとき，

ι1 : SL(2,R)n {±1} 3 (σ, t) 7→ (σ, tε(σ)q−pr0(σ,Q)) ∈ S̃L(2,R)

は群同型写像になる．

次に，$−1(SO(Q))について考える．Ψの性質 (2)より，g ∈ O(Q)に対して，

Ψ(g, r0(g,Q)) = Ψ(gJ, r0 (gJ,Q))Ψ(J−1, r0
(
J−1, Q

)
)

=
{

(
√−1)n det∗(−g)

|det∗(−g)|
} {

(
√−1)n det∗ 1n

|det∗ 1n|
}

= det g

が成立する．これより，次の命題が得られる．

命題 3.4. g ∈ SO(Q)に対して，(g, r0(g, Q)) ∈ S̃p(W ) = Ker Ψが成立する．また，群準同
型写像

ι2 : SO(Q) 3 g 7→ (g, r0(g,Q)) ∈ S̃p(W )

は被覆写像$ : S̃p(W ) → Sp(W )の SO(Q)上での切断である．

注意 3.5. 上の計算から分かるように，被覆写像$は SO(Q)上では自明であるが，O(Q)上
では自明でない．
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3.4 テータ関数の変換公式

LをRnのZ-格子，L∗ = {l′ ∈ Rn | (l, l′)Q ∈ Z (∀l ∈ L)}をその双対格子とし．L∗ ⊃ Lで
あると仮定する．今，X, X∗を共にRnと同一視しているため，Lは前章での LとM∗，L∗

は前章での L∗とM にあたる Z-格子であると解釈できる．f ∈ S(X)と µ ∈ L∗/Lに対して，

ϑf (σ̃, g;µ) =
∑

l∈L

ω(ι1(σ̃)ι2(g))f(µ + l) (σ̃ ∈ S̃L(2,R), g ∈ SO(Q))

と定義する．このとき，定理 2.5と若干の計算により次が得られる:

定理 3.6. (1) γ2 ∈ SO(Q) ∩GL(n,Z)に対して，

ϑf (σ̃, γ2g; µ) = ϑf (σ̃, g; µγ2).

(2) γ1 =
(

a b
c d

)
∈ SL(2,Z)が ab(l, l)Q ≡ cd(l, l)Q ≡ 0 mod 2 (∀l ∈ L) をみたすとす

る．このとき，γ̃1 = (γ1, ε) ∈ S̃L(2,R)に対して，

ϑf (γ̃1σ̃, g; µ) =
∑

ν∈L∗/L

Cγ̃1(µ, ν)ϑf (σ̃, g; ν)

が ∀f ∈ S(X)で成立する．ここで，Cγ̃1(µ, ν)は以下で与えられる定数である:

Cγ̃1(µ, ν)

=





ε(
√−1)(q−p) sgn c

2

|c|n2
√
|det Q| vol(Rn/L)

∑

l∈L/cL

e
[
a(µ + l, µ + l)Q − 2(µ + l, ν)Q + d(ν, ν)Q

2c

]

(c 6= 0のとき),

εδµ,aν(
√−1)(q−p) 1−sgn d

2 e
[
ab

2
(µ, µ)Q

]
(c = 0のとき).

ここで，δµ,µ′ =

{
1 (µ = µ′のとき),
0 (µ 6= µ′のとき)

とする．

さらに計算を行う事で，次のような Cγ̃1(µ, ν)の表示が得られる:

系 3.7. Lの Z-基底 {l1, l2, · · · , ln}をとり，D = det((li, lj)Q)とおく．定理 3.6(ii)で，さら
に c ∈ 2Z, cL∗ ⊂ L, cd 6= 0, c(l, l)Q ≡ 0 mod 2 (∀l ∈ L∗) と仮定すると，

ε(
√−1)(p−q) 1−sgn d

2
sgn cCγ̃1(µ, ν)

=





δµ,dνe
[
ab

2
(µ, ν)Q

]
ε−n
d (

√−1 sgn c)n

(
2c

d

)n (
D

−d

)
(d < 0のとき),

δµ,dνe
[
ab

2
(µ, ν)Q

]
εn
d

(−2c

d

)n (
D

d

)
(d > 0のとき)

が成立する．ここで，εd =
{

1 (d ≡ 1 mod 4のとき),√−1 (d ≡ 3 mod 4のとき) とし，
( ·
·
)
は志村氏が定義した

平方剰余記号 ([Shm]参照)とする．
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3.5 H× SO(Q)上のテータ関数

最後に，§3.4の結果を新谷氏の原論文 [Shn]にある形に書き直しておこう．
S̃L(2,R)の極大コンパクト部分群 S̃O(2)を

S̃O(2) = {(κt, ε) | t ∈ R, ε ∈ {±1}}

で定義する．ここで，κt =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
∈ SO(2)とする．また，z = u +

√−1v ∈ H

に対して，σ̃z =

(( √
v u/

√
v

1/
√

v

)
, 1

)
とおく．

整数mと f ∈ S(X)を

ω(ι1(κt, ε))f = ε(e−
√−1t)−

m
2 f (∀(κt, ε) ∈ S̃O(2)) (3.4)

をみたすをみたすようにとり，µ ∈ L∗/Lをとる．(例えば，m = p− q +2kと f = Fzは (3.4)
をみたす．) このとき，H× SO(Q)上のテータ関数 θH

f (z, g; µ)を

θH
f (z, g; µ) = v−

m
2 θf (σ̃z,

tg−1; µ)

で定義する．

系 3.8. γ2 ∈ SO(Q) ∩GL(n,Z)と定理 3.6 (2)の仮定をみたす γ1 ∈ SL(2,Z)に対して，

j(γ1, z)−
m
2 θH

f (γ1z, γ2g; µ) =
∑

ν∈L∗/L

C(γ1,1)(µ, ν)θH
f (z, g; νtγ−1

2 )

が成立する．
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Oda Lift

[5] weight

O(2, n− 2) lifting Weil

Shintani [6], Niwa [4] O(2, 1)0 ∼ SL2(R)

O(2, 2)0 ∼ SL2(R) × SL2(R) n = 4 Doi-Naganuma lift [1], [3]

weight 2k−2 weight k 2 Siegel lifting (Saito-

Kurokawa lift) Zagier [9] Jacobi

[7] Jacobi

Oda lift §1, 2 §3

Oda lift Oda [5] Jacobi

§4 Fourier Maass lift Oda lift

Hecke

Jacobi Q 2 [5]

Q 1

Q n x, y ∈ Mn,1

Q(x, y) := txQy, Q[x] := Q(x, x)

z ∈ C e[z] = e2πiz P

δ(P ) :=

{
1 P

0 P

δ(a = b) Kronecker delta δa,b

§1.

1.1.

S m even integral i.e.

Q0 := −S, Q1 :=

⎛
⎜⎝ 1

Q0

1

⎞
⎟⎠ , Q = Q2 :=

⎛
⎜⎝ 1

Q1

1

⎞
⎟⎠

Q (2,m + 2)

V0 := Rm, V1 :=

⎛
⎝ R

V0

R

⎞
⎠ = Rm+2, V = V2 :=

⎛
⎝ R

V1

R

⎞
⎠ = Rm+4

1
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L0, L1, L = L2 Li Qi

L∗
i = Q−1

i Li (i = 0, 1, 2)

Gi = O(Qi)
0 :=

{
gi ∈ GLm+2i(R)

∣∣∣ tgiQigi = Qi

}0
(i = 0, 1, 2)

Gi G = G2 G0 ⊂ G1 ⊂ G

V1,C = V1 ⊗R C = Cm+2

D :=
{
Z =

⎛
⎝ τ

w
z

⎞
⎠ ∈ V1,C

∣∣∣ Q1[Im Z] > 0, Im τ > 0
}
� Z0 =

⎛
⎝ i

0
i

⎞
⎠

Q1[Im Z] > 0 Z ∈ V1,C D −D disjoint union

g ∈ G, Z ∈ D Z ∈ D

Z∼ :=

⎛
⎝ Q1[Z]/2

Z
1

⎞
⎠ ∈ VC , g · Z∼ := (g〈Z〉)∼ · JG(g,Z)

G D Z 	→ g〈Z〉 G × D JG(g,Z)

Z0 ∈ D G K

G/K ∼= D, K ∼= SO(2) × SO(m + 2)

Z ∈ D

dZ := (Q1[Im Z]/2)−(m+2) d(ReZ) d(ImZ), d(ReZ), d(ImZ) : Lebesgue

D G

x ∈ V1, y ∈ V0

n(x) :=

⎛
⎜⎝ 1 −txQ1 −Q1[x]/2

1m+2 x

1

⎞
⎟⎠ ∈ G, n1(y) :=

⎛
⎜⎝ 1 −tyQ0 −Q0[y]/2

1m y

1

⎞
⎟⎠ ∈ G1

G

g = n(x)n1(y)diag(a, b, 1m, b−1, a−1) k (x ∈ V1, y ∈ V0, a, b > 0, k ∈ K)

dg := a−(m+3)b−(m+1) dx dy da db dk, vol(K) = 1

G Haar D ϕ∫
G

ϕ(g〈Z0〉) dg =
1

2

∫
D

ϕ(Z) dZ

2
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1.2.

G Γ, Γ ∗

Γ := G ∩ GLm+4(Z) ⊃ Γ ∗ := {γ ∈ Γ | (γ − 1)L∗ ⊂ L}

Γ ∗ Γ k ∈ N D F{
(i) F (γ〈Z〉) = JG(γ,Z)k F (Z) for ∀γ ∈ Γ ∗

(ii) Supg∈G|F
gr(g)| < ∞ F gr(g) := F (g〈Z0〉) JG(g,Z0)

−k

Γ ∗ weight k Sk(Γ
∗)

Γ Sk(Γ )

1.1 F ∈ Sk(Γ
∗)

F (Z) =
∑
η∈L∗

1

iη∈D

aF (η) e[Q1(η,Z)]

Fourier τ Fourier

F (

⎛
⎝ τ

w
z

⎞
⎠) =

∞∑
n=1

Fn(z,w) e[nτ ], Fn(z,w) =
∑

a∈Z, α∈L∗

0

aF (

⎛
⎝ a

α
n

⎞
⎠) e[az − S(α,w)]

F1, F2 ∈ Sk(Γ
∗) Petersson

〈F1, F2〉k :=

∫
Γ ∗\D

F1(Z) F2(Z) (Q1[ImZ]/2)k dZ

§2. Jacobi

2.1.

S m even integral

HS :=
{

[ξ, η, ζ]
∣∣∣ ξ, η ∈ V0, ζ ∈ R

}
[ξ, η, ζ] · [ξ′, η′, ζ ′] := [ξ + ξ′, η + η′, ζ + ζ ′ + S(ξ, η′)]

[0, 0, 0] [ξ, η, ζ]−1 = [−ξ,−η,−ζ + S(ξ, η)] HS

ZS := {[0, 0, ζ] | ζ ∈ R} G′ := SL2(R) HS

g−1[ξ, η, ζ]g := [ξ′, η′, ζ ′], (ξ′, η′) := (ξ, η)g, ζ ′ := ζ − S(ξ, η)/2 + S(ξ′, η′)/2

HS G′ GS := HS ·G′ Jacobi ZS HS

3
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Jacobi GS G g =

(
a b
c d

)
∈ G′ := SL2(R)

ι(g) :=

⎛
⎝ g′

1n−2
g

⎞
⎠ , g′ := J−1 tg−1 J =

(
a −b
−c d

)

ι(g) ∈ G ξ, η ∈ V0, ζ ∈ R

ι([ξ, η, ζ]) :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 tηS S(ξ, η) − ζ S[η]/2

0 1 tξS S[ξ]/2 ζ

1m ξ η

1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

G ι([ξ, η, ζ]g) := ι([ξ, η, ζ])ι(g) ι : GS −→ G

ι GS ⊂ G

Jacobi GS DS := H × Cm

g〈(z,w)〉 := (g〈z〉, wj(g, z)−1 + ξg〈z〉 + η) (g[ξ, η, ζ]g)

g =

(
a b
c d

)
∈ G′ g〈z〉 := (az+b)(cz+d)−1, j(g, z) := cz+d

Z0 = (i, 0) ZS · SO(2)

k, n ∈ N GS ×DS

Jk,n([ξ, η, ζ]g, (z,w)) := j(g, z)k e

[
n
{
−ζ +

(
c

2
S[w] − S(ξ, w)

)
j(g, z)−1 −

g〈z〉

2
S[ξ]
}]

Jk,n GS ×DS

Jk,n(g g′, Z) = Jk,n(g, g′〈Z〉) Jk,n(g′, Z) (g, g′ ∈ GS , Z ∈ DS)

2.2. Jacobi

Γ ′ := SL2(Z) ⊂ G′ ΓS := {[ξ, η, ζ] | ξ, η ∈ L0, ζ ∈ Z} · Γ ′ DS

f 2{
(i) f(γ〈Z〉) = Jk,n(γ, Z) f(Z) ∀γ ∈ ΓS , ∀Z ∈ DS

(ii) Supg∈GS
|f(g〈Z0〉)Jk,n(g, Z0)

−1| < ∞

ΓS weight k, index n n · S Jacobi

Sk,n(ΓS)

DS = H × Cm

dZ :=
dx dy

y2
dξ dη, Z = (z,w) = (x + iy, ξz + η) ∈ H

4
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dξ, dη V = Rm Lebesgue dZ GS = HS · G

Jacobi Sk,n(ΓS) Petersson

〈f1, f2〉k,n :=

∫
ΓS\DS

f1(Z) f2(Z) yke−2πnyS[ξ] dZ

Hilbert

f ∈ Sk,n(ΓS) ΓS,∞ :=
{

[0, η, ζ]

(
1 x
0 1

) ∣∣∣ η ∈ L0, ζ, x ∈ Z
}

GS

2.1 f ∈ Sk,n(ΓS)

f(Z) =
∑

a∈N ,α∈L∗

0

an−S[α]/2>0

af (a, α) ea,α(Z), ea,α(Z) := e[az + S(α,w)]

Fourier

2.1 g = [ξ, η, ζ]g ∈ GS , Z =

⎛
⎝ τ

w
z

⎞
⎠ ∈ D g〈Z〉 :=

⎛
⎝ τ ′

w′

z′

⎞
⎠

⎧⎨
⎩

(z′, w′) = g〈(z,w)〉, J(g,Z) = j(g, z)

τ ′ = τ + ζ − (
c

2
S[w] − S(ξ, w))j(g, z)−1 +

g〈z〉

2
S[ξ]

ΓS ⊂ Γ ∗ F ∈ Sk(Γ
∗) n-th Fourier-Jacobi Fn Sk,n(ΓS)

2.3.

z ∈ H Cm h

h(w + ξz + η) = e[−
z

2
S[ξ] − S(ξ, w)] · h(w) ∀ξ, η ∈ L0

ΘS,z α ∈ L∗
0

θα(z,w) :=
∑
l∈L0

e[
z

2
S[α + l] + S(α + l, w)]

H ΘS,z

2.2 θα α ∈ L∗
0/L0 {θα(z,w) | α ∈ L∗

0/L0} ΘS,z

θα Γ ′ = SL2(Z) Shintani [6] Proposition 1.6,

[2]

2.3 γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ ′

θα(γ〈(z,w)〉) = ε(γ)−mj(γ, z)m/2J0,1(γ, (z,w))
∑

β∈L∗/L

cα,β(γ)θβ(z,w)

5
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cα,β(γ) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩

δα,aβ · e[abS[α]/2] (c = 0)

(det S)−1/2|c|−m/2
∑

l∈L0/L0c

e

[
aS[α + l] − 2S(α + l, β) + dS[β]

2c

]
(c �= 0)

ε(γ) :=

{
e[sgn(c)/8] (c �= 0)

e[(1 − d)/8] (c = 0)

U(γ) := ε(γ)−m(cα,β(γ)) detS = |L∗/L|

2.2 N S N · S−1 even integral

Γ1(2N) U(γ)

f ∈ Sk,1(ΓS) z ∈ H f(z, ∗) ∈ ΘS,z

(∗) f(z,w) =
∑

α∈L∗

0
/L0

ϕα(z) · θα(z,w)

f 	−→ (ϕα)α∈L∗

0/L0

Sk,1(ΓS) ∼= Sk−m/2(Γ
′, U)

(ϕα(γ〈z〉)α∈L∗

0
/L0

= j(γ, z)k−m/2U(γ)(ϕα(z))α∈L∗

0
/L0

∀ γ ∈ Γ ′

2.4. Poincaré

(a, α) ∈ Z × L∗
0 Δa,α := a − S[α]/2 > 0

fa,α(Z) :=
∑

γ∈ΓS,∞\ΓS

Jk,1(γ, Z)−1 ea,α(γ〈Z〉) (Z ∈ DS)

Poincaré

2.4 k > m+2 fa,α(Z) DS fa,α ∈ Sk,1(ΓS)

(1) f ∈ Sk,1(ΓS)

〈f, fa,α〉k,1 = AS,kΔ
−(k−1−m/2)
a,α af (a, α) ,

AS,k = (detS)−1/22−(k−1)(2π)−(k−1−m/2) Γ(k − 1 − m/2) .

Sk,1(ΓS) Poincaré fa,α

(2) (a, α), (b, β) ∈ Z × L∗
0, Δa,α, Δb,β > 0

Δ−(k−1−m/2)
a,α afb,β

(a, α) = Δ
−(k−1−m/2)
b,β afa,α(b, β) .

2.3 (a, α), (b, β) ∈ Z × L∗
0

(a, α) ∼ (b, β) ⇐⇒ α ≡ β (mod L0) Δa,α = Δb,β

6
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f ∈ Sk,1(ΓS) Fourier

Poincaré

Poincaré Fourier

2.5 (a, α) ∈ Z ×L∗
0, Δa,α > 0 fa,α (b, β) (Δb,β > 0)

Fourier

afa,α(b, β) = C+((a, α); (b, β)) + (−1)kC+((a,−α); (b, β))

C+((a, α); (b, β)) = δ((a, α) ∼ (b, β)) + 2π(−i)k(det S)−1/2
(Δb,β

Δa,α

)(k−1−m/2)/2

×

∞∑
c=1

Hc((a, α); (b, β))c−1−m/2Jk−1−m/2(
4π

c

√
Δa,αΔb,β)

Hc((a, α); (b, β)) =
∑

ξ∈L0/L0c

∑
d∈Z/cZ

(c,d)=1

e
[1
c

{a0

2
S[ξ] + a0S(ξ, α) + a0a + db − S(ξ + α, β)

}]

(c, d) = 1 a0d − b0d = 1 a0, b0 ∈ Z J

Jν(z) := (z/2)ν
∞∑

n=0

(−1)n(z/2)2n

n! Γ(ν + n + 1)

Bessel

§3. Oda lift

3.1.

z = x + iy ∈ H, k ∈ N V = Rm+4 fz,k

fz,k(v) := Q(Z∼
0 , v)k · e[Qz[v]/2], Qz := xQ + iyR, R :=

⎛
⎜⎝ 12

S

12

⎞
⎟⎠

θk(z, g;μ) :=
∑
l∈L

y(m+2)/2fz,k(g
−1(l + μ))

μ ∈ L∗ γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ ′

θk(γ〈z〉, g;μ) = ε(γ)m j(γ, z)k−m/2
∑

ν∈L∗/L

c′μ,ν(γ)θk(z, g; ν)

c′μ,ν(γ)

⎧⎪⎨
⎪⎩

δ(μ − νa ∈ L) · e[abQ[μ]/2] (c = 0)

|det Q|−1/2|c|−(m+4)/2
∑

r∈L/Lc

e
[aQ[μ + r] − 2Q(μ + r, ν) + dQ[ν]

2c

]
(c �= 0)

7
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[6] Proposition 1.6

π : L∗ −→ L∗
0 Z = (z,w) ∈ DS , g ∈ G

Θk(Z, g) :=
∑

μ∈L∗/L

θk(z, g;μ) · θ−π(μ)(Z)

= y(m+2)/2
∑
μ∈L∗

fz,k(g
−1μ) θ−π(μ)(Z)

3.1

(1) Θk(Z, γgκ) = JG(κ,Z0)
k · Θk(Z, g) for ∀γ ∈ Γ ∗, ∀κ ∈ K .

(2) Θk(γ〈Z〉, g) = Jk,1(γ, Z) · Θk(Z, g) for ∀γ ∈ ΓS .

3.2. Oda lift

k > 2m + 4 f ∈ Sk,1(ΓS), F ∈ Sk(Γ
∗)

(ιf)(g) :=

∫
ΓS\DS

f(Z) Θk(Z, g) yk e−2πyS[ξ] dZ

(ρF )(Z) :=

∫
Γ ∗\G

F (g) Θk(Z, g) dg

F (g) := F (g〈Z0〉) JG(g,Z0)
−k F G

ι(f), ρ(F ) Γ ∗, ΓS Petersson

adjoint

〈ι(f), F 〉k = 〈f, ρ(F )〉k,1 (f ∈ Sk,1(ΓS), F ∈ Sk(Γ
∗))

Fourier k ι(f) ∈

Sk(Γ
∗), ρ(F ) ∈ Sk,1(ΓS)

3.3. ρF Fourier

F ∈ Sk(Γ
∗) ρF (ρF )(γ〈Z〉) = Jk,1(γ, Z) (ρF )(Z) (γ ∈

ΓS) v ∈ V Gv := {h ∈ G | hv = v}, Kv := K ∩ Gv, Γ ∗
v := Γ ∗ ∩ Gv

Gv Haar dvh Gv\G d′v ġ∫
G

Φ(g) dg =

∫
Gv\G

d′v ġ

∫
Gv

Φ(hg) dvh

(ρF )(Z) =
∑
{μ}Γ∗

θ−π(μ)(Z)

∫
Γ ∗

μ\G
y(m+2)/2fz,k(g

−1μ) F (g) dg

{μ}Γ ∗ μ ∈ L∗ Γ ∗

Q[μ] ≤ 0 =⇒

∫
Γ ∗

μ\Gμ

Φ(hg) dμh = 0

8
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μ ∈ L∗ i.e. n ≥ 2 μ �∈ L∗n γ ∈ Γ ∗

γμ = η∼a,α :=

⎛
⎝ 0

ηa,α

0

⎞
⎠ , ηa,α =

⎛
⎝ a

−α
1

⎞
⎠ (a, α) ∈ Z × L∗

0

ρF (Z) =
∑

a∈Z, α∈L∗

0/L0

Δa,α>0

∑
n∈N

θnα(Z) nk−(m+2) A((a, α);n2z)

A((a, α); z) =

∫
Γ ∗

η∼a,α
\G

y(m+2)/2 fz,k(g
−1η∼a,α) F (g) dg

Ga,α := Gη∼
a,α

(1,m + 2)

O(

⎛
⎜⎝ 1

−T

1

⎞
⎟⎠)0, T =

(
S Sα

tαS 2a

)

h =

⎛
⎜⎝ 1 tyT T [y]/2

1m+1 y

1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝ t

1m+1

t−1

⎞
⎟⎠ k (k ∈ Ka,α)

Ga,α Haar

da,αh := t−(m+2)dt dx dk

(∫
Ka,α

dk = 1

)

3.2 k > 2m + 4, F ∈ Sk(Γ
∗)

(1) ρF ∈ Sk,1(ΓS) .

(2) (a0, α0) ∈ Z × L∗
0, Δa0,α0

> 0

aρF (a0, α0) = c(ρ)
∑

a,n∈N , α∈L∗

0/L0

Δa0,α0
=n2Δa,α, α0−nα∈L0

nk−m−2Δ(k−m−1)/2
a,α Ia,α

Ia,α :=

∫
Γ ∗

a,α\Ga,α

F (hga,α) da,αh, c(ρ) := ik(det S)−1/2 2k−1−m/2 .

3.4. ιF Fourier

(a, α) ∈ Z × L∗
0, Δa,α > 0

Ωa,α(Z) :=
∑
l∈L∗

π(l)+α∈L0

Q[l]/2=Δa,α

Q(Z∼, l)−k =
∑
n∈Z

Ω(n)
a,α(Z)

9
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Ω(n)
a,α(Z) :=

∑
b∈Z, β∈L∗

1

π(β)+α∈L0

bn+Q1[β]/2=Δa,α

(
−

n

2
Q1[Z] + Q1(Z, β) + b

)−k

Ω(0)+
a,α (Z) :=

∑
b∈Z, β∈L∗

1

π(β)+α∈L0

Q1[β]/2=Δa,α, iβ∈D

(
Q1(Z, β) + b

)−k

Ω+
a,α(Z) := Ω

(0)+
a,α (Z) +

∑
n≥1 Ω

(n)
a,α(Z)

Ωa,α(Z) = Ω+
a,α(Z) + (−1)kΩ+

a,−α(Z)

3.3 (a, α) ∈ Z × L∗
0, Δa,α > 0

(1) Poincare fa,α ι Ωa,α

(ιfa,α)dm(Z) := (ιfa,α)(g) JG(g,Z0)
k = c(ι) · Ωa,α(Z) (Z = g〈Z0〉) .

c(ι) := 2−m/2(detS)−1/2π−kΓ(k).

(2) Ωa,α ∈ Sk(Γ
∗) Ω+

a,α ν ∈ L∗
1 (iν ∈ D) Fourier C+

a,α(ν)

Bessel

C+
a,α(ν) = C(0)+

a,α (ν) +

∞∑
n=1

(2π)k+1

n1+m/2Γ(k)(det S)1/2
·
(Q1[ν]

2Δa,α

)(k−1−m/2)/2

× Jk−1−m/2(
4π

n

√
Δa,αQ1[ν]/2)

∑
λ∈L∗

1/L1n
Q1[λ]/2−Δa,α∈nZ

π(λ)+α∈L0

e[−Q1(ν, λ)/n]

C(0)+
a,α (ν) :=

(−2πi)k

Γ(k)

∑
r∈N ,ν∈L∗

1r

Q1[νr−1]/2=Δa,α

π(νr−1)+α∈L0

rk−1

3.5. Zagier identity

Fourier Maass

Zagier [8] Theorem 3, Oda [5] Theorem 5

3.4 Z ∈ DS , Z ∈ D∑
(a,α)∈Z×L∗

0

Δa,α>0

Δk−1−m/2
a,α Ωa,α(Z) ea,α(Z) =

∑
(b,β):/∼

Δ
k−1−m/2
b,β Ω

(0)+
b,β (Z) fb,β(Z)

(b, β) 2.3

fb,β Fourier ea,α(Z)

e[Q1(ν,Z)] Jk−1−m/2(∗)

3.4

10
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§4. Maass type lift

4.1. Maass

N ∈ N , f ∈ Sk,1(ΓS) DS VNf

(VNf)(z,w) := Nk−1
∑

B∈Γ ′\T (N)

j(B, z)−ke

[
−

cN

2
S[w]j(B, z)−1

]
f(B〈z〉, wNj(B, z)−1)

T (N) =

{
B =

(
a b
c d

)
∈ M2(Z)

∣∣∣∣ det B = N

}

B〈z〉 :=
az + b

cz + d
, j(B, z) = cz + d for B =

(
a b
c d

)
∈ T (N)

VNf ∈ Sk,N(ΓS)

4.1 f ∈ Sk,1(ΓS) D I(f)

I(f)(

⎛
⎝ τ

w
z

⎞
⎠) =

∞∑
N=1

(VNf)(z,w) e[Nτ ]

=
∑

a,b∈N ,α∈L∗

0

{ ∑
r∈N

a,b∈rZ
α∈L∗

0r

rk−1af (abr−2, αr−1)

}
e[az + S(α,w) + bτ ]

(1) I(f) ∈ Sk(Γ
∗) I Maass type lift

(2) I Sk,1(ΓS) Sk(Γ
∗) I Maass space

{
F ∈ Sk(Γ

∗)

∣∣∣∣ aF (

⎛
⎝ a

α
b

⎞
⎠) =

∑
r∈N

a,b∈rZ, α∈L∗

0r

rk−1aF (

⎛
⎝ abr−2

αr−1

1

⎞
⎠) for ∀

⎛
⎝ a

α
b

⎞
⎠ ∈ L∗

1

}

Γ ∗ ΓS , Γ ∗
1

M :=

⎛
⎜⎝ −J

1m

−J

⎞
⎟⎠ , J :=

(
0 1
1 0

)

VN ΓS Fourier

Γ ∗
1 M τ z

4.2. Oda

4.2 k > 2m + 4 f ∈ Sk,1(ΓS)

(ιf)dm(Z) := (ιf)(g) JG(g,Z)k = 2c(ρ) · I(f)(Z) (Z = g〈Z0〉) .

11
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Zagier Identity 3.4 ea,α(Z) (a, α) ∈ Z ×

L∗
0, Δa,α > 0

Δk−1−m/2
a,α Ωa,α(Z) =

∑
(b,β)/∼

Ω
(0)+
b,β (Z) Δ

k−1−m/2
b,β afb,β

(a, α) .

2.4

Ωa,α(Z) =
∑

(b,β):/∼

Ω
(0)+
b,β (Z) afa,α(b, β)

=
∑

(b,β):/∼

(−2πi)k

Γ(k)

∑
ν∈L∗

1, iν∈D

∑
r∈N , ν∈L∗

1r

Q1[νr−1]=b−S[β]/2
π(νr−1)+β∈L0

rk−1e[Q1(ν,Z)] · afa,α(b, β)

=
(−2πi)k

Γ(k)

∑
ν∈L∗

1, iν∈D
tν=(a,tα,b)

∑
r∈Nνr−1∈L∗

1

rk−1afa,α(abr−2,−αr−1) e[Q1(ν,Z)]

§5. Hecke

m even integral S maximal g ∈

Mm(Z) ∩ GLm(Q) S[g−1] := tg−1Sg−1 even integral g ∈ GLm(Z)

Jacobi Q

G Q

GQ :=
{

g ∈ GLm+4(Q)
∣∣∣ tgQg = Q

}
v Qv Gv adele GA

R G0
∞

5.1. Jacobi Hecke L

p GS,p = GS(Qp) compact KS,p

KS,p :=
{

[ξ, η, ζ]g
∣∣∣ ξ, η ∈ L0,p := L0 ⊗Z Zp, ζ ∈ Zp, g ∈ SL2(Zp)

}
GS,p ZS,p := {[0, 0, ζ] | ζ ∈ Qp} QA/Q basic character

χ =
∏

v χv χ∞(x) = e[x]

GS,p KS,p C φ

φ([0, 0, ζ]g) = χp(ζ)φ(g) for ∀ζ ∈ Qp,
∀g ∈ GS,p

ZS,p\supp φ compact HS,p convolution

(φ1 ∗ φ2)(g) :=

∫
ZS,p\GS,p

φ(g g1
−1) φ2(g1) dg1 vol(ZS,p\ZS,pKS,p) = 1

12
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C-algebra φ0,p GS.p 1 support ZS,pKS,p

S Qp Witt νp m = 2νp +n0,p n0,p 0 ≤ n0,p ≤ 4

S maximal

L′
0,p := {x ∈ L∗

0.p | S[x]/2 ∈ Zp}

L0,p Zp lattice L′
0,p/L0,p Fp = Zp/pZp

∂p 0 ≤ ∂p ≤ 2 φp, φ′
0,p ∈ HS,p

supp φp = ZS,pKS,p

(
p

p−1

)
KS,p, φp(

(
p

p−1

)
) = 1

supp φ′
0,p = ZS,pKS,p{[0, η, 0] | η ∈ L′

0,p}KS,p, φ′
0,p([0, η, 0]) = p−∂p (η ∈ L′

0,p)

2 HS,p H′
S,p H′

S,p ∂p = 0, 1

HS,p

φ′
0,p ∗ φ′

0,p =

{
φ0,p ∂p = 0, 1

(1 − p−1)φ′
0,p + p−1φ0,p ∂p = 2

C-algebra λp : H′
S,p −→ C L Lp(λp; s)

Lp(λp; s) :=
{
1 − (λp(φp)p

−(1+m/2) − p∂p−n0,p/2 + p−1+n0,p/2)p−s + λp(φ
′
0,p)

−1p−2s
}−1

×

{
(1 − χS(p)p−s)−1 m : even

1 m : odd

}
× BS,p(p

−s) ,

BS,p(T ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ∂p = 0 or (n0,p, ∂p) = (2, 1)

1 + p1/2T (n0,p, ∂p) = (1, 1)

(1 + pT )(1 + T ) (n0,p, ∂p) = (2, 2)

1 − p1/2T (n0,p, ∂p) = (3, 1)

(1 + p1/2T )(1 − p1/2T ) (n0,p, ∂p) = (3, 2)

(1 − pT )(1 − T ) (n0,p, ∂p) = (4, 2)

m χS Qp(
√

(−1)m/2 det S)/Qp

⊗′
p<∞H′

S,p convolution Jacobi Sk,1(ΓS)

Sk,1(ΓS)

f ∗ φ = λf (φ)f for ∀φ ∈ ⊗′
p<∞H′

S,p

L(f ; s) :=
∏

p Lp(λp; s) f L

5.1 (1) f ∈ Sk,1(ΓS) Hecke (a, α) ∈ Z × L∗
0

T :=

(
S Sα

tαS 2a

)
T maximal even integral

∞∑
n=1

af (an2, αn)n−(s+k−1−m/2)

13
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= af (a, α) · L(f ; s)

{
ζ(2s)−1 m : evem

L(χT ; s + 1/2)−1 m : odd

}
×
∏
p<∞

BT,p(p
−(s+1/2))−1 .

(2) L(f ; s)

L∞(f ; s) :=

{
2−sπ−3s/2(detS)s/2Γ(s + k − 1 − m/2)Γ((s + a)/2) m : even

(2π)−s(2−1 detS)s/2Γ(s + k − 1 − m/2) m : odd

a m ≡ 0, 2 (mod 4) 1, 0 ξ(f ; s) := L∞(f ; s) ·L(f ; s)

s

ξ(f ; s) =

{
−1 m ≡ 1, 3 (mod 8)

1 otherwise

}
ξ(f ; 1 − s)

5.2. Hecke L

(2,m + 2) Q G = O(Q) Qp Gp compact

Kp K∗
p

Kp := Gp ∩ GLm+4(Zp) ⊃ K∗
p := {u ∈ Kp | (u − 1)L∗

p ⊂ Lp}

Gp Kp compact support H(Gp,Kp) convolution

C-algebra

H(Gp,Kp) ∼= C[X±
1 , . . . ,X±

νp+2]
Wνp+2

Wνp+2 X1, . . . ,Xνp+2 Xi 	−→ X−1
i

Weyl

Λp H(Gp,Kp) L Lp(Λp; s)

Lp(Λp; s) · Λp(

νp+2∏
i=1

(1 − Xip
−s)(1 − X−1

i p−s))

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 (n0,p, ∂p) = (0, 0) or (1, 0)

1 + p−s+1/2 (n0,p, ∂p) = (1, 1)

(1 − p−2s)−1 (n0,p, ∂p) = (2, 0)

(1 − p−s)−1 (n0,p, ∂p) = (2, 1)

(1 − p−s)−1(1 + p1−s) (n0,p, ∂p) = (2, 2)

(1 − p−s−1/2)−1 (n0,p, ∂p) = (3, 1)

(1 − p−s−1/2)−1(1 + p−s+1/2) (n0,p, ∂p) = (3, 2)

(1 − p−s)−1(1 − p−s−1)−1 (n0,p, ∂p) = (4, 2)

S maximal

G1,A = G1,QG0
1,∞

∏
p<∞

K∗
1,p

14
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F ∈ Sk(Γ
∗) GA

⊗′
pH(Gp,Kp) convolution Sk(Γ )

F ∗ Φ = ΛF (Φ) · F for ∀Φ ∈ ⊗′
pH(Gp,Kp)

L(F ; s) :=
∏

p Lp(ΛF ; s) F L

5.3 Hecke compatibility

5.2 Jacobi f ∈ Sk,1(ΓS) ⊗′
pH

′
S,p

(1) λf (φ′
0,p) = 1 I(f) Kp λf (φ′

0,p) �= 1

λf (φ′
0,p) = −p∂p−1 ∫

Kp

I(f)(gu) du = 0

(2) λf (φ′
0,p) = 1 (for ∀p) I(f) ∈ Sk(Γ ) ⊗′

p<∞Hp(Gp,Kp)

L(I(f); s) = L(f ; s)

m∏
j=0

ζ(s + j − m/2)

5.1 f ∈ Sk,1(ΓS) HS,p I(f) H(Gp,K
∗
p )

(2)

§6. I∗◦I

S maximal Maass I : Sk,1(ΓS) −→ Sk(Γ
∗)

Petersson adjoint I∗

〈f, I∗(F )〉k,1 = 〈I(f), F 〉k f ∈ Sk,1(ΓS), F ∈ Sk(Γ
∗) .

6.1 k > 2m + 4 f ∈ Sk,1(ΓS) Hecke

I∗ ◦ I(f) = CS,k · L(f ; 1 + m/2) · f

CS,k = (det S)(m+1)/2

[(m+1)/2]∏
j=1

|B2j | · (4π)−kΓ(k)

×

{
2−m/2π−1−m/2 m : even

2−(m+1)/2Γ((m + 3)/2)−1 m : odd

}
×

{
4 −1 ∈ Γ ∗

2 −1 �∈ Γ ∗

}

I(f) GA η ∈ V1,Q (adelic) Fourier

Fη(g) :=

∫
V1,Q\V!,A

F (n(x)g) χ(−Q(η, x)) dx

15
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η =

⎛
⎝ a

−α
1

⎞
⎠ ∈ L∗

1, iη ∈ D T :=

(
S Sα

tαS 2a

)
maximal H

T H1 T1 :=

⎛
⎜⎝ 1

−T

1

⎞
⎟⎠ p Hp, H1,p

compact U∗
p , U∗

1,p

U∗
p = {h ∈ Hp ∩ GLm+1(Zp) | (h − 1)T−1 ∈ Mm+1(Zp)}

U∗
1,p = {h ∈ H1,p ∩ GLm+3(Zp) | (h − 1)T−1

1 ∈ Mm+3(Zp)}

H0
1,∞ X := {(x, r) ∈ Rm+1 × R | r > 0}

h1

⎛
⎝ r + T [x]/2

x
1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ r′ + T [x′]

x′

1

⎞
⎠ · JH1

(h1, (x, r))

(x, r) 	−→ h1〈(x, r)〉 := (x′, r′) (1, 0) ∈ X

U∗
1,∞ SO(m + 1)

HA U∗
A := H0

∞

∏
p U∗

p S(U∗
A) ϕ ∈ S(U∗

A)

H1 Eisenstein

E(h1, ϕ; s) =
∑

γ∈P1,Q\H1,Q

ϕ(β(γh1)) |α(γh1)|
s+(m+1)/2
A

h1 =

⎛
⎜⎝ α(h1) ∗ ∗

β(h1) ∗

α(h1)
−1

⎞
⎟⎠u(h1) ∈ P1,AU∗

1,∞

∏
p

U∗
1,p

6.2 F ∈ Sk(
∏

p K∗
p ), ϕ ∈ S(U∗

A)∫
H1,Q\H1,A

F (h1gη) E(h1, ϕ; s − 1/2) dh1

=

∫
Q×

A

{∫
HQ\HA

Fη(

⎛
⎜⎝ t

h

t−1

⎞
⎟⎠ gη) ϕ(h) dh

}
|t|s−(m+2)/2 d×t

gη ∈ G0
1,∞ gη · Z0 = iη(Q1[η]/2)−1/2

6.3 1 HA 1 E(h1,1; s) s = (m + 1)/2 1

Res
s=1+m/2

E(h1,1; s) =
(2π)(m+1)/2

(detT )1/2

Γ((m + 1)/2)

Γ(m + 1)

Ress=1ζ(s)

ζ(m + 1)

∏
p<∞

BT,p(p
−(m+1)/2)

BT,p(p−(m+3)/2)⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ζ(m + 1)

ζ(m + 2)
m : even

L(χT ; (m + 1)/2)

L(χT ; (m + 3)/2)
m : odd
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h1

6.4 HQ\HA

vol(HQ\HA) = vol(H∗
A) 21−mπ−(m+1)(m+2)/2

m+1∏
j=1

Γ(j/2)(det T )m/2

[m/2]∏
j=1

ζ(2j)

×
∏

p<∞

BT,p(p
−(m+1)/2)

{
1 m : even

L(χT ; (m + 1)/2) m : odd

6.1 F = I(f) Fη HA

3
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Borcherds product

青木 宏樹 (東京理科大学)

2011 年 ９ 月 ７ 日

1 はじめに

本稿は、サマースクールにおいて同一のタイトルで行った講演の内容を元

に、若干の加筆修正を行ったものです。講演と同様、ボーチャーズによって

発見された無限積を用いて保型形式を構成する方法について、煩雑な部分を

避けてなるべく簡単に、しかしアイデアが伝わる形で概説することが、本稿

の目標です。

と、最初から偉そうに書きましたが、本稿以外にもボーチャーズ無限積に

ついて解説が行われている日本語の文献は、少なくありません。総合的な解

説としては [3, 6, 25]などがあり、また、とりあえずボーチャーズ無限積がど

んなものか知りたいときには [22, 26]などが読み易いと思います。これらの

文献と共に、本稿が、読者のみなさま、特に若い学生の人たちがボーチャー

ズ無限積を知る助けになればと思います。

2 保型形式

まず最初に、今後使う記号の準備を兼ねて、保型形式についての基本事項

をまとめておく。

2.1 楕円モジュラー形式

複素上半平面を

H := {τ ∈ C | Im τ > 0}

２次の実特殊線形群を

SL(2,R) :=

{
M =

(
a b

c d

)
∈ M(2,R)

∣∣∣∣∣ ad− bc = 1

}

1
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と書くことにする。群 SL(2,R) の H への（左からの）作用

SL(2,R)×H ∋ (M, τ) 7−→M⟨τ⟩ ∈ H

を

M⟨τ⟩ :=
aτ + b

cτ + d

(
M =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R)

)
で定める。すなわち、この写像（１次分数変換）は、２条件

• ∀τ ∈ H, E2⟨τ⟩ = τ

• ∀M,M ′ ∈ SL(2,R), ∀τ ∈ H, M⟨M ′⟨τ⟩⟩ = (MM ′)⟨τ⟩

をみたす。ここで、 E2 は２次の単位行列である。この作用は忠実ではない、

すなわち (−E2)⟨τ⟩ = τ であることを注意しておく。

複素上半平面で定義された正則関数全体のなす集合を Hol(H) と書くこと

にする。整数 k ∈ Z に応じて定まる、群 SL(2,R) の Hol(H) への（右から

の）作用

Hol(H)× SL(2,R) ∋ (f,M) 7−→ f |kM ∈ Hol(H)

を

(f |kM)(τ) := (cτ + d)−kf(M⟨τ⟩)

(
M =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R)

)

で定める。すなわち、この写像は、２条件

• ∀f ∈ Hol(H), f |kE2 = f

• ∀M,M ′ ∈ SL(2,R), ∀f ∈ Hol(H), (f |kM)|kM ′ = f |k(MM ′)

をみたす。この作用は k が奇数のときに限って忠実である。

本稿では、楕円モジュラー形式として、SL(2,R)の離散部分群が SL(2,Z) :=

SL(2,R)∩M(2,Z)のときだけを扱う。複素上半平面上の正則関数 f ∈ Hol(H)

が重み k の保型性を持つとは条件

∀M ∈ SL(2,Z), f |kM = f

が成り立つことである。このとき、 f は τ について周期 1 を持つので、フー

リエ展開により

f(τ) =
∞∑

n=−∞
af (n)qn

という形に書ける。ただし、ここでは q := e(τ) := exp(2π
√
−1τ) とおいた。

関数 f ∈ Hol(H) が重み k の楕円モジュラー形式であるとは、 f が次の２条

件を満たすことである。
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• f は重み k の保型性を持つ

• n < 0 なら af (n) = 0 （ f はカスプ付近で有界）

最後の条件のかわりに、より強い条件

• n ≤ 0 なら af (n) = 0 （ f はカスプで消える）

を満たすとき、 f はカスプ形式であるという。また、最後の条件のかわりに、

少し弱い条件

• ある定数 N が存在して n < N であれば af (n) = 0

を満たすとき、 f はカスプを除いて正則な楕円モジュラー形式であるとい

う。重み k の楕円モジュラー形式全体のなす C-ベクトル空間を Mk、その

なかでカスプ形式全体のなす C-ベクトル空間を Mcusp
k と書くことにする。

−E2 ∈ SL(2,Z) を考えることにより、 k が奇数であれば Mk = Mcusp
k = {0}

であることがすぐにわかる。

ここで、楕円モジュラー形式の例をいくつかあげておく。アイゼンシュタ

イン級数

ek(τ) =
1

2

∑
(c,d)=1

1

(cτ + d)k

は、 k が 2 より大きい偶数のとき、収束して重み k の楕円モジュラー形式

になる。（ k が奇数でも収束するが、 (c, d) と (−c,−d) が相殺して 0 になる

のでつまらない。）そのフーリエ展開は

ek(τ) = 1 + Ck

∞∑
n=1

σk−1(n)qn ∈ Mk

で与えられる。ここで、 σk−1(n) は n の約数の k − 1 乗和、すなわち

σk−1(n) :=
∑

0<d|n

dk−1

であり、また、 Ck はベルヌーイ数 Bk をもちいて

Ck := − 2k

Bk

とあらわされる定数である。具体的な数値は、たとえば

C4 = 240, C6 = −504, C8 = 480, C10 = −264, C12 =
65520

691
, . . .

である。

また、別の例として、ラマヌジャンのデルタ関数

∆(τ) := q

∞∏
n=1

(1− qn)
24 ∈ Mcusp

12
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がある。この保型形式は、（カスプでは消えているが）上半平面 H 上に零点
を持たない。実際、この ∆(τ) が重み 12 の保型性を持つことの証明は、た

とえば [5]などを参考にされたい。

ここで、後に利用するため、楕円モジュラー形式に関する次の命題を証明

しておく。� �
命題 1. f を、重み２のカスプを除いて正則な楕円モジュラー形式とす

る。このとき、 f のフーリエ展開

f(τ) =
∞∑
n=N

af (n)qn

の定数項 af (0) は 0 である。� �
Proof. ρ := −1+

√
−3

2 , i :=
√
−1 とすると、f のフーリエ展開の定数項は

af (0) =

∫ 1+ρ

ρ

f(τ)dτ

と書ける。ただし、積分路は、原点を中心とする単位円周上 ρ から始まり i

を経由して 1 + ρ で終わるものとする。この積分路を i を境に２つにわける

と、 f は重み２であったので、変数変換 τ 7→ − 1
τ によって前半と後半は打

ち消しあい、af (0) = 0 が得られる。

なお、この証明は離散部分群が SL(2,Z)（フルモジュラー）であることを

用いている。そのため、離散部分群がフルモジュラーでない場合に本稿と同

じことを試みた場合、この命題は、障害となりうる部分のひとつである。

さて、楕円モジュラー形式がどの程度あるかについては、次の結果がよく

知られている。� �
定理 2. 重み k が負あるいは奇数の楕円モジュラー形式は 0 しかない。

また、重み 0 の楕円モジュラー形式は定数である。重み k が非負の偶

数のとき、任意の楕円モジュラー形式 f ∈ Mk は、２つの代数的に独立

な楕円モジュラー形式 e4, e6 をもちいて

f(τ) =
∑

4a+6b=k

ca,b e4(τ)ae6(τ)b (ca,b ∈ C)

と一意的に書き表すことができる。すなわち、楕円モジュラー形式のな

す次数付き環 MZ の構造は次のとおりである。

MZ :=
⊕
k∈Z

Mk = C[e4, e6]

� �
4
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実際、

∆(τ) =
e4(τ)3 − e6(τ)2

1728

が成り立つ。また、

Mk ∋ f
∼7−→ ∆ · f ∈ Mcusp

k+12

はベクトル空間の同型写像である。

楕円モジュラー形式は、保型形式のなかで最も基本的なものであり、また、

数論と密接に関係している。ここで述べたことの詳細や、より進んだ内容に

ついては、保型形式の教科書、たとえば [13, 31]などを参考にされたい。

2.2 ジーゲル保型形式

自然数 g に対して定義される集合

Hg := {Z ∈ M(g,C) | Z = tZ, ImZ > 0}

を g 次のジーゲル上半空間という。ここで、 ImZ > 0 は、行列 Z の虚部が

正定値であるという意味である。

Sp(g,R) :=

{
M =

(
A B

C D

)
∈ M(2g,R)

∣∣∣∣∣ tMJgM = Jg :=

(
Og −Eg
Eg Og

)}
を g 次のシンプレクティック群という。ただし、 Og は g 次の零行列、 Eg

は g 次の単位行列をあらわすものとする。群 Sp(g,R) の Hg への（左から
の）作用

Sp(g,R)×Hg ∋ (M,Z) 7−→M⟨Z⟩ ∈ Hg

を

M⟨Z⟩ := (AZ +B)(CZ +D)−1

(
M =

(
A B

C D

)
∈ Sp(g,R)

)
で定める。この作用は忠実ではない、すなわち (−E2g)⟨Z⟩ = Z であること

を注意しておく。

ジーゲル上半空間 Hg で定義された正則関数全体のなす集合を Hol(Hg) と
書くことにする。整数 k ∈ Z に応じて定まる、群 Sp(g,R) の Hol(Hg) への
（右からの）作用

Hol(Hg)× Sp(g,R) ∋ (F,M) 7−→ F |kM ∈ Hol(Hg)

を

(F |kM)(Z) := det(CZ+D)−kF (M⟨Z⟩)

(
M =

(
A B

C D

)
∈ Sp(g,R)

)
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で定める。この作用は kg が奇数のときに限って忠実である。なお、 g = 1

のとき、 H1 = H かつ Sp(1,R) = SL(2,R) であるので、この節の内容は、

前節の内容をより一般化したものである。

本稿では、ジーゲル保型形式として、 Sp(g,R)の離散部分群が Sp(g,Z) :=

Sp(g,R)∩M(2g,Z) のときだけ（さらに、 g = 2 の場合だけ）を扱う。正則

関数 F ∈ Hol(Hg) が（g 次の）重み k のジーゲル保型形式であるとは、

∀M ∈ Sp(g,Z), F |kM = F

が成り立つことである。ただし、 g = 1 のときには、この条件に加え、前節

で述べたフーリエ展開についての条件も成り立つこととする。いずれにせよ、

F がジーゲル保型形式であれば、 F は Z の各成分について周期 1 を持つの

で、フーリエ展開により

F (Z) =
∑
T=tT

aF (T )e(tr(TZ))

という形に書ける。ここで、 T は g 次の対称行列で、各成分が半整数、さら

に対角成分は整数のもの全体をわたる。楕円モジュラー形式のときとは違っ

て、 g ≥ 2 では、カスプ付近で有界であるという条件は、保型性から導かれ

る。すなわち、次の定理が成り立つ。� �
定理 3. （ケヒャーの主張） g を２以上の自然数とし、 F を重み k の

ジーゲル保型形式であるとする。このとき、 F はカスプ付近で有界で

ある。すなわち、 F のフーリエ展開

F (Z) =
∑
T=tT

aF (T )e(tr(TZ))

において、 T ≥ 0 でなければ aF (T ) = 0 である。ただし、 T ≥ 0 は T

が半正値であるという意味である。� �
ケヒャーの主張よりより強く、

• T > 0 でなければ aF (T ) = 0 （ F はカスプで消える）

を満たすとき、 F はカスプ形式であるという。−E2g ∈ Sp(2,Z) を考えるこ

とにより、 kg が奇数のときには、ジーゲル保型形式は 0 しかないことがす

ぐにわかる。

本稿で扱う Borcherds 無限積は、 g = 2 での話題である。そこで、これ以

降、本稿では g = 2 に限定して話を進めることにする。そこで、 g = 2 のと

き、重み k のジーゲル保型形式全体のなす C-ベクトル空間を Mk、そのなか

6
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でカスプ形式全体のなす C-ベクトル空間を Mcusp
k と書くことにする。また、

定義においては H2 の元 Z は２次の行列であるが、便宜上、

Z =

(
τ z

z ω

)

とおき、必要に応じて F (Z) のかわりに F (τ, z, ω) と書くことにする。この

表記では、ケヒャーの主張は次のように書ける。� �
定理 4. （ケヒャーの主張） F ∈ Mk とする。このとき、 F はカスプ

付近で有界である。すなわち、 F のフーリエ展開

F (Z) =
∑

n,l,m∈Z

c(n, l,m) e(nτ + lz +mω)

において、「 4nm − l2 ≥ 0 かつ n ≥ 0 」でなければ c(n, l,m) = 0 で

ある。� �
２次のジーゲル保型形式がどの程度あるかという問題は、1960年代に解決

されている。（[24]）� �
定理 5. （井草の定理）重み k が負のジーゲル保型形式は 0 しかない。

また、重み 0 のジーゲル保型形式は定数である。重み k が非負の偶数

のとき、任意のジーゲル保型形式 F ∈ Mk は、４つの代数的に独立な

ジーゲル保型形式 E4, E6,∆10,∆12 （それぞれの重みは順に 4, 6, 10, 12

）をもちいて

F (Z) =
∑

4a+6b+10c+12d=k

ca,b,c,dE4(Z)aE6(Z)b∆10(Z)c∆12(Z)d (ca,b,c,d ∈ C)

と一意的に書き表すことができる。また、重み 35 の 0 ではないジーゲ

ル保型形式 ∆35 が存在し、重み k が奇数のジーゲル保型形式は、重み

k−35 のジーゲル保型形式と ∆35 との積になっている。すなわち、ジー

ゲル保型形式のなす次数付き環 MZ の構造は次のとおりである。

M2Z :=
⊕
k∈2Z

Mk = C[E4, E6,∆10,∆12]

MZ :=
⊕
k∈Z

Mk = M2Z ⊕∆35M2Z

� �
ここで述べたことの詳細や、より進んだ内容については、たとえば [13, 16,

27]などを参考にされたい。
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2.3 ヤコビ形式

大雑把にいえば、ヤコビ形式というのは、ジーゲル保型形式（やその他の

多変数の保型形式）をある特定の変数でフーリエ展開したとき、その係数に

あらわれる残りの変数についての関数、あるいは、それと同等の変換規則を

みたす関数で、後述するような保型性と周期性を持っているものである。最

も基本的な例は、 2 次のジーゲル保型形式をフーリエ・ヤコビ展開したとき

にあらわれるものである。すなわち、 F ∈Mk を

F (Z) =

∞∑
m=0

φm(τ, z)e(mω)

と展開すると、各 φm は指数 m のヤコビ形式になっている。本稿では、こ

の最も基本的なタイプのヤコビ形式、すなわち、２変数のヤコビ形式に限っ

て話を進めることにする。

整数 m ∈ Z に対し、写像 im : Hol(H × C) → Hol(H2) を (imφ)(Z) :=

φ(τ, z)e(mω) で定め、

Sp(2,R)J := {M ∈ Sp(2,R) | ∀φ, ∃ψ s.t. (i1φ)|0M = i1ψ}

とおく。この Sp(2,R)J を Sp(2,R) のヤコビ部分群という。このとき、M ∈
Sp(2,R)J は、性質

∀m ∈ Z, ∀k ∈ Z, ∀φ, ∃ψ s.t. (imφ)|kM = imψ

をみたす。この ψ を φ|k,mM と書くことにする。この対応は、整数 k,m ∈ Z
を固定するごとに、群 Sp(2,R)J の Hol(H× C) への（右からの）作用を定

めている。

ヤコビ形式を定義する前に、ヤコビ部分群 Sp(2,R)J について少々述べて

おく。まず最初に、ヤコビ部分群の元をいくつかあげておく。

T (u) :=


1 0 0 0

0 1 0 u

0 0 1 0

0 0 0 1

 ( u ∈ R )

C(a, b, c, d) :=


a 0 b 0

0 1 0 0

c 0 d 0

0 0 0 1

 ( a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1 )

U(x, y) :=


1 0 0 y

x 1 y 0

0 0 1 −x
0 0 0 1

 ( x, y ∈ R )

8
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これら３種類の元の Hol(H× C) への作用は以下のとおりである。

(φ|k,mT (u)) (τ, z) =e(mu)φ(τ, z)

(φ|k,mC(a, b, c, d)) (τ, z) =(cτ + d)−ke

(
−mcz2

cτ + d

)
φ

(
aτ + b

cτ + d
,

z

cτ + d

)
(φ|k,mU(x, y)) (τ, z) =e

(
m(x2τ + 2xz + xy)

)
φ(τ, z + xτ + y)

このとき、次の命題が成り立つ。� �
命題 6. Sp(2,R)J の任意の元は、実数 a, b, c, x, y, u ∈ R をもちいて
C(a, b, c)U(x, y)T (u) の形に一意的に書ける。� �
また、

S :=


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


とおくと（ S は Sp(2,R)J の元ではない）、次の命題が成り立つ。� �
命題 7. Sp(2,R) は Sp(2,R)J と S で生成される。� �
この S の Hol(H2) への作用は

(F |kS) (τ, z, ω) = (−1)−kF (ω, z, τ)

である。

本稿では、ヤコビ形式として、離散部分群が Sp(2,Z)J := Sp(2,R)J ∩
M(4,Z) のときだけを扱う。この離散部分群に対しても、先の２つの命題と

類似の命題が成り立つ。� �
命題 8. Sp(2,Z)J の任意の元は、整数 a, b, c, x, y, u ∈ Z をもちいて
C(a, b, c)U(x, y)T (u) の形に一意的に書ける。� �� �
命題 9. Sp(2,Z) は Sp(2,Z)J と S で生成される。� �
正則関数 φ ∈ Hol(H× C) が重み k 指数 m の（ヤコビ形式の）保型性を

持つとは条件

∀M ∈ Sp(2,Z)J , φ|k,mM = φ

9
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が成り立つことである。いいかえれば、次の２条件が成り立つことである。

φ(τ, z) =(cτ + d)−ke

(
−mcz2

cτ + d

)
φ

(
aτ + b

cτ + d
,

z

cτ + d

)((
a b

c d

)
∈ SL(2,Z)

)
φ(τ, z) =e

(
m(x2τ + 2xz)

)
φ(τ, z + xτ + y) ( x, y ∈ Z )

（ヤコビ形式の）保型性を持つ正則関数については、次の命題が成り立つの

で、実質的には m ≥ 0 のときだけを考えればよい。� �
命題 10. 正則関数 φ ∈ Hol(H × C) は重み k 指数 m の（ヤコビ形式

の）保型性を持つとする。このとき、次のことが成り立つ。

• m < 0 であれば、 φ = 0 である。

• m = 0 であれば、 φ は τ だけの関数とみなせる。（ z については

定数関数である。）� �
Proof. 変数 τ を固定し、 φ を z の関数と考えて、周期平行四辺形内の零点

の個数を勘定すると、上記の変換規則から

1

2π
√
−1

∫
φz(τ, z)

φ(τ, z)
dz = 2m

となるので、 m ≥ 0 である。とくに m = 0 なら φ は z について零点をも

たないか恒等的に 0 であるかのどちらかであり、いずれにせよ z について定

数関数である。

そこで、 m ≥ 0 とし、正則関数 φ ∈ Hol(H×C) は重み k 指数 m の（ヤ

コビ形式の）保型性を持つとする。このとき、 φ は τ, z の両変数について周

期 1 を持つので、フーリエ展開により

φ(τ, z) =
∑
n,l∈Z

c(n, l)qnζl

という形に書ける。ただし、ここでは q := e(τ), ζ := e(z) とおいた。なお、

m > 0 のときには c(n, l) は 4nm− l2 と l mod 2m の値のみで定まり、さ

らに c(n, l) = (−1)kc(n,−l) である。また、 m = 0 のときには l = 0 のとき

を除いて c(n, l) = 0 である。

さて、関数 φ ∈ Hol(H × C) が重み k 指数 m のヤコビ形式であるとは、

φ が次の２条件を満たすことである。

• φ は重み k 指数 m の（ヤコビ形式の）保型性を持つ。

• 4nm− l2 < 0 なら c(n, l) = 0

10
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最後の条件のかわりに、より強い条件

• 4nm− l2 ≤ 0 なら c(n, l) = 0

を満たすとき、 φ はカスプ形式であるという。また、最後の条件のかわりに、

少し弱い条件

• n < 0 なら c(n, l) = 0

を満たすとき、 φ は弱ヤコビ形式であるといい、さらに弱い条件

• ある定数 N が存在して n < N であれば c(n, l) = 0

を満たすとき、 φ は弱正則ヤコビ形式であるという。

なお、 m = 0 のときには、重み k 指数 0 の（ヤコビ形式の）保型性を持

つ φ(τ, z) は z について定数関数であり、 τ の関数として重み k の保型性を

持つ。したがって、重み k 指数 0 のヤコビ形式とは、重み k の楕円モジュ

ラー形式のことである。しかし、定義より、重み k 指数 0 のカスプ形式は 0

しかなく、楕円モジュラー形式の重み k のカスプ形式とは違うことに注意さ

れたい。また、m = 0 では、ヤコビ形式と弱ヤコビ形式はまったく同じもの

になる。

重み k 指数 m のヤコビ形式全体のなす C-ベクトル空間を Jk,m、そのなか
でカスプ形式全体のなす C-ベクトル空間を Jcuspk,m と書くことにする。また、

重み k 指数 m の弱ヤコビ形式全体のなす C-ベクトル空間を Jweak
k,m 、弱正則

ヤコビ形式全体のなす C-ベクトル空間を Jwh
k,m と書くことにする。定義より

明らかに Jcuspk,m ⊂ Jk,m ⊂ Jweak
k,m ⊂ Jwh

k,m である。

ここで、ヤコビ形式の例をいくつかあげておく。

φ−2,1(τ, z) :=
(
ζ − 2 + ζ−1

) ∞∏
n=1

(1− qnζ)
2

(1− qn)
−4 (

1− qnζ−1
)2 ∈ Jweak

−2,1

φ−1,2(τ, z) :=
(
ζ − ζ−1

) ∞∏
n=1

(
1− qnζ2

)
(1− qn)

−2 (
1− qnζ−2

)
∈ Jweak

−1,2

は、それぞれ、重み −2 指数 1 および重み −1 指数 2 の弱ヤコビ形式であ

る。特に

φ10,1 := ∆(τ)φ−2,1(τ, z) ∈ Jcusp10,1

は、重み 10 指数 1 のカスプ形式である。

また、ワイエルシュトラスのペー関数

℘(τ, z) :=
1

z2
+

∑
w∈(Z+Zτ)\{0}

{
1

(z − w)2
− 1

w2

}

=
1

z2
+ 2

∞∑
k=2

(2k − 1)e2k(τ)z2k−2

11
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は、 z = Z + Zτ に 2 位の極を持つ有理型関数であるが、重み 2 指数 0 の

（ヤコビ形式の）保型性を持つ。さらに

12℘(τ, z)(
2π
√
−1
)2 =

ζ + 10 + ζ−1

ζ − 2 + ζ−1
+ 12

∞∑
n=1

∑
a|n

a
(
ζa − 2 + ζ−a

) qn

であることから、

φ0,1 :=
12℘(τ, z)φ−2,1(τ, z)(

2π
√
−1
)2 ∈ Jweak

0,1

は、重み 0 指数 1 の弱ヤコビ形式である。

ヤコビ形式がどの程度あるかという問題は、弱ヤコビ形式については、次

に述べるような定理がある。しかし、ヤコビ形式全体のなす次数付き環は、

楕円モジュラー形式全体のなす次数付き環に対して有限生成ではないことが

知られており、記述するのは少々面倒である。� �
定理 11. 指数 m が負の弱ヤコビ形式は 0 しかない。また、指数 m

で重みが −2m 以下の弱ヤコビ形式も 0 しかない。重み k が偶数の

とき、弱ヤコビ形式 φ ∈ Jweak
k,m は、４つの代数的に独立な弱ヤコビ形

式 e4, e6, φ−2,1, φ0,1 （それぞれの重みは順に 4, 6,−2, 0、指数は順に

0, 0, 1, 1 ）をもちいて

φ(τ, z) =
∑

4a+6b−2c=k, c+d=m

ca,b,c,de4(τ)ae6(τ)bφ−2,1(τ, z)cφ0,1(τ, z)d (ca,b,c,d ∈ C)

と一意的に書き表すことができる。また、重み k が奇数の弱ヤコビ形式

は、重み k + 1 のヤコビ形式と φ−1,2 との積になっている。すなわち、

弱ヤコビ形式の環の構造は次のとおりである。

Jweak
2Z,Z :=

⊕
k∈2Z, m∈Z

Jweak
k,m = MZ[φ−2,1, φ0,1] = C[e4, e6, φ−2,1, φ0,1]

Jweak
Z,Z

⊕
k∈Z, m∈Z

Jweak
k = Jweak

2Z,Z ⊕ φ−1,2Jweak
2Z,Z

� �
ここで述べたことの詳細や、より進んだ内容については、ヤコビ形式の教

科書（[15]）などを参考にされたい。

3 ボーチャーズのアイデア

1990年代半ば、ボーチャーズの一連の仕事により、ムーンシャイン予想が

解決された。このなかで、彼は、無限積による保型形式の構成法（ボーチャー

12
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ズ無限積）を与えている。ここでは、証明の細部には立ち入らずに、彼のア

イデアを紹介したい。

3.1 マースリフト

まず最初に、マースリフト（齋藤・黒川リフト）について復習しておく。

マースリフトは、指数 1 のヤコビ形式から、２次のジーゲル保型形式を作る

方法であった。� �
命題 12. t ∈ N とする。 φ ∈ Jk,m のとき

(φ|k,mV (t)) (τ, z) := tk−1
∑

ad=t, a>0

d−1∑
b=0

d−kφ

(
aτ + b

d
, az

)
∈ Jk,mt

である。特に φ ∈ Jcuspk,m なら φ|k,mV (t) ∈ Jcuspk,mt である。� �� �
定理 13. （マースリフト） k を偶数とする。φ ∈ Jcuspk,1 のとき

(ML(φ)) (Z) :=

∞∑
m=1

(φ|k,1V (m)) (τ, z)pm ∈Mcusp
k

である。ただし、ここでは p := e(ω) とおいた。� �
たとえば、

ML(φ10,1) =∆10 (φ10,1(τ, z) := ∆(τ)φ−2,1(τ, z) ∈ Jcusp10,1 )

ML(φ12,1) =∆12 (φ12,1(τ, z) := ∆(τ)φ0,1(τ, z) ∈ Jcusp12,1 )

である。 E4, E6 も、カスプ形式ではないが、後述する修正をおこなえば、ヤ

コビ形式

φ4,1 :=
e4(τ)φ0,1(τ, z)− e6(τ)φ−2,1(τ, z)

12
∈ J4,1

および

φ6,1 :=
e6(τ)φ0,1(τ, z)− e4(τ)2φ−2,1(τ, z)

12
∈ J6,1

からマースリストで構成できる。

さて、ここでは、命題 12 は認めて、定理 13 の保型性がどのようにして証

明されたのかを復習しておく。 φ のフーリエ展開を

φ(τ, z) =
∑
n,l∈Z

c(n, l)qnζl ∈ Jcuspk,1

13
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とすると、

(ML(φ)) (Z) :=
∞∑
m=1

(φ|k,1V (m)) (τ, z)e(mω)

=

∞∑
m=1

mk−1
∑
ad=m

d−1∑
b=0

d−kφ

(
aτ + b

d
, az

)
e(mω)

=
∞∑
m=1

mk−1
∑
ad=m

d−1∑
b=0

d−k
∑
n,l∈Z

c(n, l)e

(
n
aτ + b

d
+ alz +mω

)

=

∞∑
m=1

mk−1
∑
ad=m

d−k+1
∑
n,l∈Z

c(dn, l)e (naτ + alz +mω)

=
∞∑
m=1

∑
ad=m

ak−1
∑
n,l∈Z

c
(nm
a
, l
)
e (naτ + alz +mω)

=
∞∑
a=1

∑
n,l,m∈Z

ak−1c(nm, l)e (naτ + alz + amω)

=
∑

n,l,m∈Z

∑
a|(n,l,m)

ak−1c

(
nm

a2
,
l

a

)
e (nτ + lz +mω)

となるので、 ML(φ) は S で不変である。よって、命題 9 より ML(φ) は

Sp(2,Z) の作用で不変であり、重み k の保型形式であることが示される。

ここでは、カスプ形式についてのマースリフトを説明したが、カスプ形式

でないヤコビ形式に対しては、φ|k,1V (0) として適当なアイゼンシュタイン

級数を補うことによってマースリフトが定まる。では、弱ヤコビ形式や弱正

則ヤコビ形式については、マースリフトはどうなるのであろうか。実際、ケ

ヒャーの主張があるので、形式的な計算は同じようにできても、結果は正則

関数にはならないはずである。ボーチャーズは、論文 [9]においてこの問題を

考察し、弱正則ヤコビ形式 φ ∈ Jwh
k,1 に対してマースリフトがどのようになる

かを調べた。そして、ある状況下では、φ|k,1V (0) としてワイエルシュトラス

のペー関数を補うことによりマースリフトが定まり、保型形式の変換規則を

満たす有理型関数が得られることを示している。

3.2 ボーチャーズのアイデア

彼のアイデアは、知ってしまえば、とても単純なものである。さきほどの

マースリフトの計算において、 k = 0 のときを考えよう。もちろん実際には

J0,1 = {0} であるからマースリフトそのものは ML(0) = 0 という当たり前

の結果しか与えない。が、とりあえずそのことには目をつぶって、形式的に

フーリエ展開の計算をしてみることにする。

φ(τ, z) =
∑
n,l∈Z

c(n, l)qnζl ∈ Jcusp0,1

14
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とおくと、さきほどの計算により

(ML(φ)) (Z) = · · · · · · · · ·

=
∞∑
a=1

∑
n,l,m∈Z

a−1c(nm, l)e (naτ + alz + amω)

=
∑

n,l,m∈Z

c(nm, l)
∞∑
a=1

a−1e (nτ + lz +mω)
a

=−
∑

n,l,m∈Z

c(nm, l) log (1− e (nτ + lz +mω))

となる。すなわち

exp(−ML(φ)) =
∏

n,l,m∈Z

(
1− qnζlpm

)c(nm,l)
が得られる。もちろんこれは S で不変であるから、無限積∏

n,l,m∈Z

(
1− qnζlpm

)c(nm,l)
は重み 0 のジーゲル保型形式である。

もっとも、冷静に考えれば、 Jcusp0,1 = {0} であるから、これは exp(0) = 1

という自明なことしか言っていない。が、元の φ が弱ヤコビ形式、あるいは

弱正則ヤコビ形式であれば、 φ は 0 とは限らないので、この無限積は結構

複雑なものになるであろう。そのとき、この無限積は、何を意味しているの

だろうか。ボーチャーズによる解答を述べる前に、まず、元の φ が弱ヤコビ

形式、あるいは弱正則ヤコビ形式のときに、この計算がどこで破綻している

かをはっきりとさせておこう。

マースリフトにおいては、 φ はカスプ形式であるとしているので、その

フーリエ展開の係数 c(n, l) は、 n > 0 のところにしか現れない。これが、

マースリフトにおける和のとりかた
∑∞
m=1 とちょうどマッチして、 τ と ω

の対称性、すなわち S-不変性がいえたのであった。これが、もし φ がカス

プ形式でないヤコビ形式であれば、 n = 0 にもフーリエ展開の係数があらわ

れるので、 φ|k,1V (0) を補わねばならない。さらに、 φ がヤコビ形式ではな

く弱正則ヤコビ形式であれば、 n < 0 にもフーリエ係数があらわれるので、

もし S-不変性を得たいのであれば、さらなる修正が必要となってくる。

では、ボーチャーズのアイデア、すなわち、無限積 exp(−ML(φ)) におけ

る修正の様子を、具体例を通してみてみよう。

φ(τ, z) := 2φ0,1(τ, z) ∈ Jweak
0,−1

15
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のときを考える。そのフーリエ展開を

φ(τ, z) =
∑
n,l∈Z

c(n, l)qnζl

=
(
2ζ + 20 + 2ζ−1

)
+
(
20ζ2 − 128ζ + 216− 128ζ−1 + 20ζ−2

)
q

+ · · ·

とおき、

BP(φ)(Z) := qζ−1p
∏

(n,l,m)>0

(
1− qnζlpm

)c(nm,l)
と定める。ここで、無限積部分の (n, l,m) > 0 は

「m ∈ N, n, l ∈ Z」または「m = 0, n ∈ N, l ∈ Z」または「m = n = 0, l ∈ N」

を意味するものとする。この無限積のうち、 m ≥ 1 の部分は exp(−ML(φ))

であるから、修正として追加された部分は

qζ−1p
∏
n,l

(
1− qnζl

)c(0,l)
=q
(
ζ − 2 + ζ−1

)
p

∞∏
n=1

(1− qnζ)
2

(1− qn)
20 (

1− qnζ−1
)2

=∆(τ)φ−2,1(τ, z)p

である。これは、追加部分が、重さ 10 指数 1 のヤコビ形式に対応している

ことを示している。さらに、

BP(φ)(Z) := q
(
ζ − 2 + ζ−1

)
p
∏

n,m≥0

∏
l∈Z

(
1− qnζlpm

)c(nm,l)
であるから、 BP(φ) は S-不変である。以上より、（何らかの方法で BP(φ)

が H2 上の正則関数であることがいえれば） BP(φ) は重さ 10 のジーゲル保

型形式、すなわち ∆10 であることがわかる。これで、「無限積＝無限和」の

形をした等式

ML(φ10,1) = BP(2φ0,1) (= ∆10)

が示された。これは、ボーチャーズがムーンシャイン予想を解決する過程で

使われた（ものを一般化して定式化した）ＢＫＭリー環の分母公式の一例で

ある。また、 ∆35 も ∆10 と同様の方法で無限積表示を持つことがわかる。

3.3 無限積によるジーゲル保型形式の構成

前節では φ = 2φ0,1 とおいたが、本節では、一般の φ ∈ Jwh
k,0 について前節

と同様のことを考察する。すなわち、

φ(τ, z) =
∑
n,l∈Z

c(n, l)qnζl ∈ Jwh
k,0

16
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とおき、

BP(φ)(Z) := qaζ−bpc
∏

(n,l,m)>0

(
1− qnζlpm

)c(nm,l)
と定める。ここで、 (n, l,m) > 0 の意味は前節と同じであり、また、

a :=
1

24

∑
l∈Z

c(0, l), b :=
1

2

∑
l>0

c(0, l)l, c :=
1

2

∑
l>0

c(0, l)l2

とおいた。前節と同様の計算により、この無限積のうち m ≥ 1 の部分は

exp(−ML(φ)) であるから、修正として追加された部分は

qaζ−bpc
∏

(n,l)>0

(
1− qnζl

)c(0,l)
である。なお、 (n, l) > 0 は

「n ∈ N, l ∈ Z」または「 n = 0, l ∈ N」

を意味するものとする。このとき、次の命題が成り立つ。� �
命題 14. a, b ∈ Z かつ 1

2c(0, 0) ∈ Z のとき

qaζ−b
∏

(n,l)>0

(
1− qnζl

)c(0,l)
は、重み 1

2c(0, 0) 指数 c の（ヤコビ形式の）保型性を持つ。� �
Proof. 頑張って計算すればよい。

これで BP(φ) が Sp(2,Z)J についての保型性を持つことがわかった。次に

BP(φ) が S-不変であることを示したいのだが、そのためには、ひとつ補題

を準備しておく必要がある。� �
補題 15. 次の等式が成り立つ。

a− c−
∑

n>0, m<0, l∈Z

nc(nm, l) = 0

� �
Proof. まず、 ∑

n>0, m<0, l∈Z

nc(nm, l) =

∞∑
n=1

∑
l∈Z

σ1(n)c(−n, l)

と
∆′(τ)

24(2π
√
−1)∆(τ)

=
1

24
−

∞∑
n=1

σ1(n)qn

17
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より、 a−
∑

n>0, m<0, l∈Z

nc(nm, l) は

∆′(τ)φ(τ, 0)

24(2π
√
−1)∆(τ)

の（ τ での）フーリエ展開の定数項であることがわかる。一方、 c は

φzz(τ, 0)

4(2π
√
−1)2

のフーリエ展開の定数項である。したがって、示すべきことは

∆′(τ)φ(τ, 0)

24(2π
√
−1)∆(τ)

− φzz(τ, 0)

4(2π
√
−1)2

のフーリエ展開の定数項が 0 になることである。実際、計算により、この関

数は重み 2 のカスプを除いて正則な保型形式であることがわかるので、命題

1 により、フーリエ展開の定数項は 0 である。

これで、次の定理を示すことができる。� �
命題 16. 条件

1

2

∑
n>0, m<0, l∈Z

c(nm, l) ∈ Z

が成り立てば、 BP(φ) は S-不変である。� �
Proof. 頑張って計算すればよい。

以上より、（何らかの方法で BP(φ) が H2 上の正則関数であることがいえ

れば） BP(φ) は重さ 1
2c(0, 0) のジーゲル保型形式であることがわかる。な

お、命題 14 および 命題 16 における整数条件は、保型性を示す上で 1 の冪

根が出てこないようにするためのものである。したがって、指標付きの保型

形式で考えれば、これらの条件はほぼ無視できる。一方で、補題 15 は S-不

変性を示すうえで本質的であることを注意しておく。

以上が、無限積を用いて保型形式を構成するという Borcherds のアイデア

の核心部分である。このアイデアについては、離散部分群を Sp(2,Z) 以外の

ものにしたり、あるいは領域を一般の IV型領域上としたりしても、それに応

じて適当な修正を行えば、ほぼ同様の議論が可能である。しかし、実際に難

しいのは、得られた無限積表示の収束性（あるいは、より小さい収束域から

全体への解析接続の可能性）を示すことである。
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4 ボーチャーズの結果

4.1 IV型領域上の保型形式

s を自然数とし、符号 (2, s+ 2) の対称行列 S は、正定値かつ偶値（各成

分が整数かつ対角成分が偶数）である対称行列 S0 ∈ M(s,Z) をもちいて次の

ようにあらわせるものとする。

S =

 1

S1

1

 , S1 =

 1

−S0

1


このとき、 S の直交群

O(S,R) :=
{
M ∈ M(s+ 4,R) | tMSM = S

}
は、集合

HS :=
{
w ∈ Cs+4 | S[w] := twSw = 0, S{w} := twSw > 0

}
に、通常の行列演算 w 7→Mw で作用している。なお、通常の位相で O(S,R)

は４つの連結成分をもち、HS は２つの連結成分を持っている。O(S,R)のなか

で単位元を含む連結成分を Gとし、HS のなかで t(1,
√
−1, 0, . . . , 0,

√
−1, 1)

を含む連結成分を H0
S とする。また、 O(S,R) の元のうち H0

S を H0
S へう

つすもの全体のなす群を G̃ とする。 G̃ は O(S,R) の４つの連結成分のうち

の２つである。

S によって定まる IV型領域

HS :=

Z =

ωz
τ

 ∈ Cs+2

∣∣∣∣∣ ω, τ ∈ C, z ∈ Cs,
S1[ImZ] > 0, Im τ > 0


は、ちょうど H0

S を射影化したものになっている。すなわち、 PCH
0
S と HS

は、全単射

HS ∋ Z 7→


−

1
2S1[Z]

Z

1


 ∈ PCH

0
S

で対応している。この対応により、群 G̃ の領域 HS への作用が定まる。具
体的には、

M =


g0,0 g0,1 . . . g0,s+3

g1,0 g1,1 . . . g0,s+3

...
...

. . .
...

gs+3,0 gs+3,1 . . . gs+3,s+3

 ∈ G̃
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および

Z =


ω

z

τ

 =



z1

z2
...

zs+1

zs+2


∈ HS

 z =


z2
...

zs+1




に対し、

Ji(M,Z) := −1

2
gi,0S1[Z] +

s+2∑
j=1

gi,jzj + gi,s+3

とおけば、 G̃ の HS への作用は

G̃×HS ∋ (M,Z) 7→M⟨Z⟩ :=

(
Ji(M,Z)

Js+3(M,Z)

)s+2

i=1

∈ HS

とあらわせる。ここで、分母にあらわる J(M,Z) := Js+3(M,Z) は保型因子

になっている。すなわち、２条件

• ∀Z ∈ HS , J(Es+4, Z) = 1

• ∀M,M ′ ∈ G̃, ∀Z ∈ HS , J(MM ′, Z) = J(M,M ′⟨Z⟩)J(M ′, Z)

をみたす。

IV型領域 HS で定義された正則関数全体のなす集合を Hol(HS) と書くこ

とにする。整数 k ∈ Z に応じて定まる、群 G̃ の Hol(Hs) への（右からの）
作用

Hol(HS)× G̃ ∋ (F,M) 7−→ F |kM ∈ Hol(HS)

を

(F |kM)(Z) := J(M,Z)−kF (M⟨Z⟩)

で定める。

簡単のため、ここでは S がユニモジュラーであると仮定し（このとき 8|s
）、離散部分群が Γ := G∩O(S,Z)のときだけを扱う。正則関数 F ∈ Hol(HS)

が重み k の保型形式であるとは、

∀M ∈ Γ, F |kM = F

が成り立つことである。IV型領域上の保型形式については、カスプ付近で有

界であるという条件は、保型性から導かれる。すなわち、ケヒャーの主張が

成り立つ。
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� �
定理 17. F を重み k の保型形式であるとする。このとき、 F はカス

プ付近で有界である。すなわち、 F のフーリエ展開

F (Z) =
∑

n,m∈Z,l∈Zs

a(n, l,m)e(nτ + tlS0z +mω)

において、「 2nm − S0[l] ≥ 0 かつ n ≥ 0 」でなければ a(n, l,m) = 0

である。� �
なお、ケヒャーの主張よりより強く、

• 「 2nm− S0[l] > 0 かつ n > 0 」でなければ a(n, l,m) = 0

を満たすとき、 F はカスプ形式であるという。

なお、先に述べた２次のジーゲル保型形式は、IV型領域上の保型形式にお

いて、特に S0 = (2) のときに相当している。この場合、 S はユニモジュラー

ではないが、（ s = 1 という特殊事情も一部で好都合に働き）ほぼ以下の議

論と同様のことが成り立っている。

4.2 多変数ヤコビ形式

IV型領域上の保型形式に対しても、２次のジーゲル保型形式のときと同様

に、対応するヤコビ形式が定義される。すなわち、重み k の保型形式 F を

F (Z) =

∞∑
m=0

φm(τ, z)e(mω)

とフーリエ・ヤコビ展開すると、各 φm は指数 mのヤコビ形式になっている。

整数 m ∈ Z に対し、写像 im : Hol(H × Cs) → Hol(HS) を (imφ)(Z) :=

φ(τ, z)e(mω) で定め、

G̃J := {M ∈ G̃ | ∀φ, ∃ψ s.t. (i1φ)|0M = i1ψ}

とおく。この G̃J （あるいは GJ := G̃J ∩G ）を G̃ （あるいは G ）のヤコ

ビ部分群という。このとき、 M ∈ G̃J は、性質

∀m ∈ Z, ∀k ∈ Z, ∀φ, ∃ψ s.t. (imφ)|kM = imψ

をみたす。この ψ を φ|k,mM と書くことにする。この対応は、整数 k,m ∈ Z
を固定するごとに、群 G̃J の Hol(H × Cs) への（右からの）作用を定めて
いる。
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２次のジーゲル保型形式に対応するヤコビ形式について成り立つ諸性質は、

IV型領域上の保型形式に対応するヤコビ形式についても、ほぼ同様に成り立

つ。まず

G̃F :=

M =

1

M1

1

 ∈ G̃ ∣∣∣∣∣ tM1S1M1 = S1


とおくと、次の命題が成り立つ。� �
命題 18. G̃ は G̃J と G̃F で生成される。� �
次に、

S(s) :=


1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 Es 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

 ∈ G̃
F

とおく。 S(s) は G̃J にも G にも属さない。また、 S(s) の Hol(H2) への作

用は

(F |kS(s)) (τ, z, ω) = F (ω, z, τ)

である。

さきほど、離散部分群を Γ = G ∩ O(S,Z) とおいた。この Γ に対し、

ΓJ := Γ ∩ G および ΓF := Γ ∩ G̃F と定める。このとき、次の命題が成り
立つ。� �
命題 19. Γ̃ を ΓJ と ΓF で生成される群とするとき、次のことが成り

立つ。

• Γ̃ ∩G = Γ である。

• Γ は Γ̃ の正規部分群で、その指数は 2 である。

• Γ̃/Γ の完全代表系は {Es+4, S(s)} である。� �
正則関数 φ ∈ Hol(H×Cs) が重み k 指数 m の（ヤコビ形式の）保型性を

持つとは条件

∀M ∈ ΓJ , φ|k,mM = φ

が成り立つことである。２次のジーゲル保型形式に対応するヤコビ形式のと

きと同様に、（ヤコビ形式の）保型性を持つ正則関数については、次の命題が

成り立つので、実質的には m ≥ 0 のときだけを考えればよいことが、すぐ

にわかる。
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� �
命題 20. 正則関数 φ ∈ Hol(H× Cs) は重み k 指数 m の（ヤコビ形式

の）保型性を持つとする。このとき、次のことが成り立つ。

• m < 0 であれば、 φ = 0 である。

• m = 0 であれば、 φ は τ だけの関数とみなせる。（ z については

定数関数である。）� �
特に S0 がユニモジュラーであることから、

θS(τ, z) =
∑
l∈Zs

e

(
1

2
S0[l] + tlS0z

)

は、重み
s

2
指数 1 の（ヤコビ形式の）保型性を持つ。さらに、次の定理が成

り立つ。� �
命題 21. 重み k 指数 1 の（ヤコビ形式の）保型性を持つ関数と、重み

k− s
2
の保型性を持つ H 上の関数とは、次のように１対１対応している。

φ(τ, z) = f(τ)θS(τ, z)↔ f(τ)

したがって、重み k 指数 1 の（ヤコビ形式の）保型性を持つ関数 φ の

フーリエ展開

φ(τ, z) =
∑

n∈Z,l∈Zs

c(n, l)e(nτ + tlS0z)

の係数 c(n, l) は n− 1

2
S0[l] の値だけで決り、これを c

(
n− 1

2
S0[l]

)
と

書けば、

f(τ) :=
∑
n′

c(n′)qn

は、重み k − s

2
の保型性を持つ H 上の関数である。� �

4.3 ボーチャーズの定理

IV型領域上の保型形式に対応する指数１のヤコビ形式からは、２次のジー

ゲル保型形式に対応するヤコビ形式と場合とほぼ同様にして、IV型領域上の

保型形式が作れること、すなわちマースリフトが知られている。
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� �
定理 22. （マースリフト）重み k 指数 1 の（ヤコビ形式の）保型性を

持つ関数 φ のフーリエ展開

φ(τ, z) =
∑

n∈Z,l∈Zs

c

(
n− 1

2
S0[l]

)
e(nτ + tlS0z)

の係数 c(n′) は、 n′ ≤ 0 のとき c(n′) = 0 であるとする。このとき、

(ML(φ)) (Z) :=∑
n,m∈Z,l∈Zs

∑
a|(n,l,m)

ak−1c

(
1

a2

(
nm− 1

2
S0[l]

))
e
(
nτ + tlS0z +mω

)
は HS 上収束し、重み k の保型形式になる。� �
マースリフトの形から明らかなように、IV型領域上の保型形式について

も、２次のジーゲル保型形式のときと同様に、ボーチャーズのアイデアをた

どることができ、保型形式の無限積表示が得られる。重み 0 指数 1 の（ヤコ

ビ形式の）保型性を持つ関数 φ のフーリエ展開

φ(τ, z) =
∑

n∈Z,l∈Zs

c

(
n− 1

2
S0[l]

)
e(nτ + tlS0z)

の係数 c(n′)は、n′ がじゅうぶん小さければ c(n′) = 0であり、さらに n′ < 0

のとき c(n′) ∈ Z であるとする。さらに、

a :=
1

24

∑
l∈Zs

c

(
−1

2
S0[l]

)
, b :=

1

2

∑
l>0

c

(
−1

2
S0[l]

)
l,

c :=
1

4

∑
l>0

c

(
−1

2
S0[l]

)
S0[l]

としたときに、 a, c ∈ Z, b ∈ Zs がみたされているとする。ただし、 l > 0

は、 l が Zs から原点を除いた集合のちょうど半分に入っていることを意味
するものとする。この「ちょうど半分」の選びかたは、次の BP (φ) の定義

に、符号の違いしか影響を与えない。このとき、

BP(φ)(Z) :=e(aτ − tbS0z + cω)

×
∏

(n,l,m)>0

(
1− e(nτ + tlS0z +mω)

)c(nm− 1
2S0[l])

は、形式的に重み
c(0)

2
の保型性をみたす。ただし、無限積部分の (n, l,m) > 0

は

「m ∈ N, n ∈ Z, l ∈ Zs」または「m = 0, n ∈ N, l ∈ Zs」

または「m = n = 0, l > 0」
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を意味するものする。

実際、ボーチャーズは、論文 [9]において、次の定理を示した。� �
定理 23. （ボーチャーズ） BP(φ) は S1[ImZ] が十分大きなところで

収束し、さらに、解析接続を行うことにより BP(φ) は HS 上の有理型

関数とみなすことができる。すなわち、 BP(φ) は HS 上の重み
c(0)

2
の保型性をみたす有理型関数とみなせる。そして、その零点と極の場所

は c(n′) (n′ < 0) に対応する項から定まる零点の軌道だけであり、位数

は c(n′) である。� �
5 ボーチャーズ無限積の収束性

ボーチャーズの定理を示すにあたり、形式的な保型性はマースリフトより

容易に導かれるため、無限積の収束性およびその解析接続が問題となる。現

在、ボーチャーズのアイデアに基づいて構成された無限積表示について、そ

の収束性と解析接続を示す方法は３通り知られている。その方法は、見つかっ

た順に少しずつ易しくはなってはきているものの、それでも相当に煩雑な計

算を必要としている。ここでは、それぞれの方法について、煩雑な計算は省

いて、概略だけを説明する。詳細は、参考文献を見ていただきたい。

5.1 漸近展開を利用する方法

この方法は、ボーチャーズによる原論文 [9]で扱われたものである。大雑

把にいって、ボーチャーズ無限積はマースリフトの指数べきであるから、弱

正則なヤコビ形式からのマースリフトが、解析接続により、たかだか log 程

度の多価性をもった HS 上の関数とみなせることをいえばよい。そのために
は、 c(n′) のふるまいを正確に調べる必要がある。実際、 c(n′) の様子はサー

クルメソッドを使って調べることができ、

c(n) ∼2π
∑
m>0

∑
c>0

1

c

∑
0≤a<c,0≤d<c,c|(ad−1)

c(−m)e

(
an−md

c

)
I1+ s

2

(
4π
√
mn

c

)(m
n

) 1
2+

s
4

となる（ I は第１種変形ベッセル関数）。この両辺の違いは、任意の正の整

数 ϵ に対してたかだか O(exp(ϵ
√
n)) のオーダーに抑えられるので、これよ

り弱正則なヤコビ形式からのマースリフトの挙動が判明する。詳細は、ボー

チャーズによる原論文 [9]を参照にされたい。
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5.2 テータ積分表示を利用する方法

この方法は、ハーヴェイとムーアによるもの [22]であり、ブルニエによる

レクチャーノート [12]によくまとめられている。ボーチャーズによる方法と

同様、弱正則なヤコビ形式からのマースリフトが、解析接続により、たかだ

か log 程度の多価性をもった HS 上の関数とみなせることを示すのであるが、
彼らは、それを、直接計算ではなく、テータ積分を用いて示した。大雑把に

いって、マースリフトはテータ積分であり（[33]など）実際、そのテータ積

分は、弱正則ヤコビ形式に対応する重み −s
2
の保型性を持つ H 上の関数 f

をもちいて ∫
F
f(τ)θS(τ, Z)y

dx dy

y2
(τ = x+ y

√
−1)

とあらわせるのだが（詳細省略）、この積分は、そのまま計算すれば、 Z の

場所によっては発散する。そこで、この積分の積分領域を、H の SL(2,Z) に

関する基本領域 F から虚部が u より大きい部分を削ったものに変更し、さ

らに発散の度合いを少しゆるくして、積分∫
Fu

f(τ)θS(τ, Z)y1+s
dx dy

y2

を考えれば、これは s の実部がじゅうぶん大きいところで収束する。この積

分の u→ 0 での極限を考え、さらに、その s = 0 でのローラン展開の定数項

を考えれば、これがちょうどもとのテータ積分の解析接続になっており、ボー

チャーズの定理が証明できる。詳細は、ブルニエのレクチャーノート [12]を

参照されたい。

5.3 フーリエ・ヤコビ展開についての予想

ヤコビ形式の形式的な級数∑
m

φm(τ, z)e(mω)

は、そのフーリエ展開の係数が ΓF 不変であれば収束して保型形式になるで

あろうという予想がある。（実は、講演者である青木が予想しているだけであ

る。）実際、２次のジーゲル保型形式については、フルモジュラーの場合だけ

でなく、レベル付き（レベル 2, 3, 4）の場合でも、この予想は正しいことが

示されている。したがって、これらの場合には、ボーチャーズ無限積のフー

リエヤコビ展開にあらわれる（ヤコビ形式の）保型性をみたす関数（これら

は元の φ から有限回の計算で得られる）が、ケヒャーの主張を満たしている

ことをみれば、収束性が示される。ただし、この予想はどこまで正しいかわ

かっておらず、また、極や零点の情報は得られない。
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6 ボーチャーズ無限積の応用

マースリフトと違い、それを指数べきしたボーチャーズ無限積は、基本的

にヘッケ作用素との相性が良くないと、講演者である青木は考えている。実

際、ボーチャーズ無限積でヘッケ固有関数が得られることは、あまりない（保

型形式のなす空間の次元が小さいときにたまたま一致することは起き得る）

もちろん、ヘッケ作用素は保型形式たちの足し算であったから、それをかわ

りに掛け算にしてやれば、ボーチャーズ無限積との相性は良くなると思われ

る。実際、「掛け算の」ヘッケ作用素を定義して、与えられた保型形式がボー

チャーズ無限積表示を持つかどうかの判定法が、村瀬・ハイムによって研究

されている（[23]など）。

ボーチャーズ無限積の話をするにあたり必ず触れなければいけないことは、

ボーチャーズ自身によるムーンシャイン予想の解決であろう。なにしろ、ボー

チャーズはこの業績によりフィールズ賞を受賞したのだから。ムーンシャイ

ン予想の解決については、原論文 [8]のほか、さまざまな解説が書かれてい

る。本講演では保型形式をメインに据えたためにムーンシャイン予想の解決

を応用として扱ったが、時系列的には、ボーチャーズはムーンシャイン予想

を解決する過程でモンスターリー環の分母公式を得ようとして、多変数の保

型形式を無限積を用いて構成したようである。それをより一般化したものが、

今日「ボーチャーズ無限積」と称されているのである。

先に述べたように、ボーチャーズ無限積は、ヘッケ作用素の理論とは相性

が良くない。が、一方で、零点と極がはっきりと判り、しかも比較的重みの

小さい保型形式が作れることが多いため、具体的な保型形式の構成を必要と

する分野では重宝されている。実際、保型形式環の構造の決定（[1, 14]など）

やある種のモジュライ空間の射影モデルの構成（[10, 29]など）などにおい

て、ボーチャーズ無限積は、（一般論ではなく具体的な数値条件を満たす特定

の）保型形式を構成する手段として有効に利用されている。

また、大学１年で物理の授業に落ちこぼれた講演者にはまったく理解でき

ないが、ボーチャーズ無限積は、どうやら数理物理にも応用されているよう

である（[21, 28]など）。

7 おわりに

以上、いろいろと偉そうに書いてきましたが、僕自身、サマースクールで

の講演と報告集の執筆は、ボーチャーズ無限積の理解をより深めるとてもよ

い機会でした。講演を依頼されてからこの原稿が完成するまでの約１年間で、

あらためて（特に無限積関連における）保型形式の難しさを認識すると同時
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に、研究するべきテーマがまだ多く残っている（というか、ようやく手がつ

けられはじめたばかりである）ことに気づき、今後の研究のモチベーション

が大きくあがったように感じます。なによりもサマースクール世話人のみな

さま、そして、講演の準備や報告集の執筆にご協力いただいた多くの先生方

にとても感謝しています。どうもありがとうございました。
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Siegel Eisenstein級数の Fourier展開

軍司圭一

1 はじめに

本稿では Siegel Eisenstein級数の Fourier展開を扱う．Eisenstein級数は Siegel保型形式の具

体例として最も基本的なものであり，表現論的，幾何的な分野への応用を考えたときにも極めて

重要な関数である．整数論サマースクールのテーマとしては，Eisenstein 級数の Fourier 展開は

Ikeda liftの構成において重要であるが，それをおいても Fourier係数の計算は興味深い．にもか

かわらず，一般の次数の Eisenstein 級数の Fourier 展開が明示的に書き下されたのはごく最近の

ことであり，1999年の桂田氏の論文 [Kat]においてである．本稿ではMaassのレクチャーノート

[Ma]に書かれていることを中心に，Fourier展開がどのように与えられるのかを解説したい．

2 Siegel保型形式と Fourier展開

Siegel保型形式の一般論は [Kl]を参照のこと．

以下の記号を定義する．

Hn = {Z ∈Mg(C) | tZ = Z, Im(Z)≫ 0},

Γ = Γn = Sp(n,Z) = {γ ∈ GL(2n,Z) | γJntγ = Jn}, ただし Jn =

(
0 −1n
1n 0

)
,

=

{(
A B
C D

) ∣∣∣∣ A tB = B tA, C tD = D tC, A tD −B tC = 1n

}
,

Symn(Z) = {N ∈Mn(Z) | N = tN}.

Hn 上の関数 f と γ =

(
A B

C D

)
∈ Γ に対して

f |kγ(Z) = det(CZ +D)−kf((AZ +B)(CZ +D)−1)

と定める．Γ に関する重さ k の正則 Siegel保型形式の空間を

Mk(Γ ) =

{
f : Hn

正則−−→ C
∣∣∣∣ f |kγ = γ, ∀γ ∈ Γ,
n = 1のとき f は cusp ∞で正則

}
で定義する．
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f ∈Mk(Γ )とすると，f は Z 7→ Z +N , N ∈ Symn(Z)の作用で不変であるから，Z の各成分

の変数ごとに周期関数であり Fourier級数に展開される．展開をきれいに記述するため，Symn(Z)

のトレース形式に関する dual latticeを

S∗
n = {A ∈ Symn(Q) | Tr(AN) ∈ Z, ∀N ∈ Symn(Z)}

= {A = (aij) ∈ Symn(Q) | aii ∈ Z, aij ∈
1

2
Z (i ̸= j)}

と定める．S∗
n を半整数対称行列と呼ぶ．このとき f ∈Mk(Γ )は

f(Z) =
∑
A∈S∗

n

c(A) exp(2πiTr(AZ))

と展開されるが，さらに A ̸≥ 0であるときは c(A) = 0であることが示される (Koecher原理)．

よって f ∈Mk(Γ )は
f(Z) =

∑
A∈S∗

n
A≥0

c(A) exp(2πiTr(AZ))

なる形の Fourier展開を持つ．すなわち Fourier係数は半正定値な半整数対称行列をパラメーター

として持つ．

U ∈ GLn(Z)とし，

(
tU 0

0 U−1

)
∈ Sp(n,Z)での変換を考えることにより

det(U)kC(tUAU) = C(A)

なる関係式が成り立つことに注意．

3 Siegel Eisenstein級数の Fourier展開

3.1 Eisenstein級数の定義

Γn∞ =

{(
A B
0 D

)
∈ Γn

}
とおき，偶数 k に対して

Enk (Z) =
∑

(A B
C D )∈Γn

∞\Γn

det(CZ +D)−k

と定める．k が偶数より右辺は well-definedとなる．この級数は k > n + 1 (k は整数であるから

実際は k ≥ n+ 2)のとき広義一様絶対収束し，Mk(Γ )の元を定めることが示される．

注 収束を示すのはそれほど簡単ではない．[Kl]の 5章に詳しく書いてあるが，Γ\Hn の基本領域
の話などの準備が色々と必要になる．
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3.2 Symmetric co-prime pair

この話の目的である Enk (Z) ∈ Mk(Γ ) の Fourier 係数を計算する．そのためにはず定義の中の

和をとる集合 Γ∞\Γ を詳しく調べる．

補題 1 (1) C,D ∈Mn(Z)に対して(
∗ ∗
C D

)
∈ Γ ⇐⇒

{
(i) C tD が対称行列

(ii) あるM,N ∈Mn(Z)が存在して CM +DN = 1n となる

が成り立つ．(i) の条件を symmetric，(ii) の条件を co-prime と呼び，(i),(ii) を満たす組

(C,D) ∈Mn(Z)⊕2 を symmetric co-prime pairと呼ぶ．Mn で symmetric co-prime pair全

体のなす集合を表す．

(2) 集合の全単射

Γ∞\Γ ↔ GLn(Z)\Mn,

(
∗ ∗
C D

)
7→ (C,D)

が存在する．ただし GLn(Z) ∋ U はMn ∋ (C,D)に (UC,UD)で作用し，Mn はこの作用

で保たれる．

証明) (1)⇐のみ示す．CM+DN = 1nとなるM,N ∈Mn(Z)を取ったとき，A = tN+tMNC,

B = −tM + tMNDとおくと，A tB −B tA = 0, A tD −B tC = 1n が計算で確かめられる．すな

わち

(
A B

C D

)
∈ Γn である．

(2)は容易．

次に symmetirc co-prime pair (C,D)に対して，C の階数ごとに集合を分割する．すなわち次

のように定める．0 ≤ r ≤ nに対して

Mr
n = {(C,D) ∈Mn | rankC = r}

とおく．特に
M0

n = {(0, U) | U ∈ GLn(Z)} ≃ GLn(Z)

である．Mr
n もまた GLn(Z)の作用で保たれている．このとき Eisenstein級数は

Enk (Z) =
n∑
r=0

En,rk (Z),

En,rk (Z) =
∑

(C,D)∈GLn(Z)\Mr
n

det(CZ +D)−k

と分解される．En,0k (Z) = 1であり，また各 En,rk (Z)はもはや保型形式にはならないことに注意．
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3.3 階数が低い場合

r < nに対して GLn(Z)\Mr
n の代表系を書くため，次の記号を用意する．まず

Λn,r = {Q ∈Mn,r(Z) | ∃S ∈Mn,n−r(Z) s.t. (Q,S) ∈ GLn(Z)}

とおく．各 Q ∈ Λn,r に対して Q̃ = (Q, ∗) ∈ GLn(Z)を一つ取って固定しておく．

補題 2 GLn(Z)\Mr
n の代表系は次で与えられる．{((
C ′ 0
0 0

)
tQ̃,

(
D′ 0
0 1n−r

)
Q̃−1

) ∣∣∣∣ (C ′, D′) ∈ GLr(Z)\Mr
r

Q ∈ Λn,r/GLr(Z)

}
この補題より

En,rk (Z) =
∑
Q

∑
(C′,D′)

det

((
C ′ 0
0 0

)
tQ̃Z +

(
D′ 0
0 1n−r

)
Q̃−1

)−k

=
∑
Q

∑
(C′,D′)

det

( (
C ′ 0
0 0

)
tQ̃ZQ+

(
D′ 0
0 1n−r

)
︸ ︷︷ ︸

(⋆)

)−k

であるが，

(⋆) =

(
C ′W +D′ ∗

0 1n−r

)
, W = (tQ̃ZQ̃の左上 (r, r)-block)

であるから，結局

En,rk (Z) =
∑
Q

∑
(C′,D′)∈GLr(Z)\Mr

r

det(C ′Z[Q] +D′)−k, (Z[Q] = tQZQ ∈ Hr) (3.1)

となる．よって En,rk の Fourier 展開は，次数の低い Eisenstein 級数 Erk(Z) の Fourier 展開に帰

着されることになる．

実際 z ∈ Hr として
Erk(z) =

∑
B∈S∗

r

C ′(B) exp(2πiTr(Bz))

となっているならば

En,rk (Z) =
∑

Q∈Λn,r/GLr(Z)

∑
B∈S∗

r

C ′(B) exp(2πiTr(BZ[Q]))

=
∑
Q,B

C ′(B) exp(2πiTr(QBtQZ))

を得る．rankQBtQ < rであるから，これは正定値でないような A ∈ S∗
n に対しての Fourier係数

を与えていることになる．一方で後に示す通り (命題 1)，En,nk (Z)の Fourier係数 C(A)は Aが正

定値でないと消えてしまうため，低い階数の Fourier係数はこの計算で尽きていることがわかる．
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3.4 正定値の場合

前節の議論から En,nk (Z)の Fourier展開を考えればよいことが分かる．このときは C が正則行

列になるので

En,rk (Z) =
∑

(C,D)∈Mn
n

det(CZ +D)−k

=
∑
(C,D)

detC−k det(Z + C−1D)−k

と書けるが，symmetricの条件より C−1Dは対称行列である．

補題 3 次の全単射の対応がある．

(C,D) ∈ GLn(Z)\Mn
n

1:1←→ Symn(Q), (C,D) 7→ C−1D

証明) 逆写像は次で構成される．T ∈ Symn(Q)に対して，単因子論より U, V ∈ GLn(Z)が存在

して

UV T =

ν1/δ1 . . .

νn/δn

 , (νi, δi) = 1, δi|δi+1, δi > 0

となる．このとき T に対して
δ1 . . .

δn

U−1,

ν1 . . .

νn

V

 ∈ GLn(Z)\Mn
n

が逆写像を与えている．実際 GLn(Z)\Mn
n → Symn(Q) → GLn(Z)\Mn

n が恒等写像であること

以外は容易．これを示すには，(C,D), (C1, D1) ∈Mn
n に対して C−1D = C−1

1 D1 ならば，(C,D)

と (C1, D1)が GLn(Z)-同値であることを言えばよい．U = C1C
−1 とおくと UC = C1 ∈Mn(Z),

UD = D1 ∈ Mn(Z) であるから (C,D) が co-prime であることより U ∈ Mn(Z)．同様に

U−1 = CC−1
1 ∈Mn(Z)となるので，結局 U ∈ GLn(Z)である．U(C,D) = (C1, D1)から主張を

得る．

T ∈ Symn(Q) に対して，証明中の記号を使って δ(T ) =
∏
i δi とおく．(C,D) ↔ T ならば

δ(T ) = | detC|となっている．さらに S ∈ Symn(Z)とすると δ(T + S) = δ(T )である．これは

(C,D)↔ T とすると (
∗ ∗
C D

)(
1n S
0 1n

)
=

(
∗ ∗
C CS +D

)
∈ Sp(n,Z)
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だから補題 1より (C,CS +D) ∈ Mn
n であり，Mn

n ∋ (C,D + CS)↔ T + S となっていること

から分かる．以上のことより

En,nk =
∑

T∈Symn(Q)

δ(T )−k det(Z + T )−k

=
∑

T∈Symn(Q)
mod Symn(Z)

δ(T )−k
∑

S∈Symn(Z)

det(Z + T + S)−k (3.2)

と書ける．

次に Z = X + iY ∈ Hn として，Fourier展開∑
S∈Symn(Z)

det(Z + S)−k =
∑
A∈S∗

n

ξn(Y,A, k) exp(2πiTr(AX)) (3.3)

を考える． このとき Fourier係数 ξn(Y,A, k)は

ξn(Y,A, k) =

∫
Symn(R)

det(X + iY )−k exp(−2πiTr(AX)) dX

で与えられるが，(3.3)の右辺の級数が収束する範囲 (k > n)ではこれは正則関数になるから，

ξn(Y,A, k) = ξ̃n(A, k) exp(−2πTrY )

とかけている．この式を X 7→ X + T と置き換えて (3.2)に代入すると

E
(n)
k (Z) =

∑
T

δ(T )
∑
A∈S∗

n

ξ̃n(A, k) exp(2πiTr(AT )) exp(2πiTr(AZ))

=
∑
A∈S∗

n

ξ̃n(A, k)bn(A, k) exp(2πiTr(Z)) (3.4)

但し
bn(A, k) =

∑
T∈Symn(Q)
mod Symn(Z)

δ(T )−k exp(2πiTr(AT ))

を得る．(3.4)に現れる ξn 及び bn を以後詳しく見ていこう．

3.5 合流型超幾何関数

ξn(Y,A, k) は合流型の超幾何関数と呼ばれており，n = 1 の場合は古典的，n = 2 の場合は

Kaufold ([Kau]) で扱われており，一般の n に対しては Siegel が明示式を求めている．さらに

Shimura([Sh1])はより一般の場合の詳しいを行っている．結論を述べよう．

Γm(s) = πm(m−1)/4
m−1∏
j=0

Γ (s− j/2)

とおく．
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命題 1 ([Si, (111)], [Sh1, (3,15),(4.7K),(4,10)]) A ∈ S∗
n とする．このとき

ξ̃n(A, k) =


2−

n(n−1)
2 (−2πi)nk

Γn(k)
(detA)k−

n+1
2 A≫ 0のとき

0 それ以外

が成り立つ．

すなわち ξ̃n(A, k) は A が正定置のときのみ意味を持ち，ガンマ関数の積と detA のべきとで

表されている．[Sh1] ではもっと広い範囲の関数が扱われており，任意の対称行列 A と α, β ∈ C
(re(α+ β)≫ 0)に対して

ξn(Y,A;α, β) =

∫
Symn(R)

det(X + iY )−α det(X − iY )−β exp(−2πiTr(AX)) dX

を考え (複素数べきは適切に定義している)，それを (α, β) ∈ C2 に対して解析接続したものが考察

されている．その結論は，Aの符号を (p+, q−)としたとき

ξn(Y,A;α, β) =
Γn−p−q(α+ β − n+1

2 )

Γn−q(α)Γn−q(β)
× (α, β の正則関数)

となるというものである．よって k > n+ 1の仮定の下では，正定値でない Aに対しては Γn−q(β)

の寄与のおかげで ξn(Y,A, k) = ξn(Y,A; k, 0) = 0を得る．

3.6 Siegel級数

s ∈ Cとする．
bn(A, s) =

∑
T∈Symn(Q)
mod Symn(Z)

δ(T )−s exp(2πiTr(AT ))

は Siegel級数 (あるいは singular級数)とよばれる．各 T ∈ Symn(Q)は

T = Tp1 + Tp2 + · · ·+ Tpr , Tpi ∈ Symn(Q), δ(Tpi) = peii , (pi は素数)

と分解され，この分解は Symn(Q)/ Symn(Z) の中で一意である．実際 mT ∈ Symn(Z) となる

m ∈ Zを取り，1/m =
∑
i qi/p

fi
i と分解して Tpi = (qim/p

fi
i )T とおけばよい．この分解におい

て δ(T ) =
∏
i δ(Tpi)が成り立つことから，bn(A, s)は各素数ごとの積に分かれる Euler積表示を

持つ．すなわち
bn(A, s) =

∏
p

bpn(A, s)

と分解される．ここに

bpn(A, s) =
∑

T∈Symn(Qp)
mod Symn(Zp)

δ(T )−sep(Tr(AT ))

7
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であり，ep は

ep : Qp/Zp ≃
∪
m

1

pm
Z/Z e2πi(·)

−−−−→ C×

で与えられる指標である．また T ∈ Symn(Qp)に対しての δ(T )は pべきとなるようにとるもの

とする．

bpn(A, s)は数多くの数学者によって研究されてきた．n = 2の場合は Kaufhold ([Kau])が明示

式を与えており，nが一般の場合も Siegel, Feito, Shimura, Kitaokaなどの研究を経て，その明示

式は 1999年，Katsurada ([Kat])によりようやく完全に解決された．明示式をすべて書き下すに

は記号の準備も大変であり，原論文を参照していただきたい．ここでは大雑把な形といくつかの性

質をあげるのに留めておく．

まず bpn(A, s)は p−s の Q-係数有理式となることが知られている．Shimura ([Sh2])では Lang-

landsの結果 ([La])を引用して証明しているが，より初等的に示すこともできると思われる．

Siegel級数は Riemanゼータ関数の Euler因子と多項式の積の形で表すことができる．Euler因

子をすべて決定したのが以下に紹介する Kitaoka の結果である．記号の準備として，n を偶数，

Q(
√

(−1)n det(2A))/Q の判別式を DA とし，χA を 2 次拡大に付随する指標とする．すなわち

χA は素数 pに対して

χA(p) =

(
DA

p

)
で定まる指標である．(−1)n det(2A) = DAf

2
A で fA ∈ Nを定める．

命題 2 ([Ki, Theorem 2]) A ∈ Symn(Q)に対して，ある Fp(A, T ) ∈ Z[T ]が存在して

bn(A, s) =


(1− p−s)

n/2∏
j=1

(1− p2j−2s)(1− χA(p)p−s+n/2)−1 n: even

(1− p−s)

n−1
2∏
j=1

(1− p2j−2s) n: odd


× Fp(A, p−s)

と表される．Fp(A, T )はほとんどすべての pに対して 1となる．

この Fp(A, T ) を書き下したのが Katsurada の論文 [Kat] である．後ほど nが小さい場合の実

例を述べる．

以上をまとめて次の定理を得る．

定理 1 (主結果) n > k + 1とする．Eisenstein級数の Fourier展開

En,rk (Z) =
∑

A∈S∗
n,A≥0

C(A) exp(2πiTr(AZ))

に対して次が成り立つ．
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(1) A≫ 0のとき
C(A) = ξ̃n(A, k)

∏
p

bpn(A, k)

なる形の Euler積表示を持つ．それぞれの具体的な形については命題 1及び 命題 2を参照の

こと．

(2) rankA = r < nのとき．このときは A = QA′tQとなる Q ∈ Λn,r 及び S∗
r ∋ A′ ≫ 0を取る

ことができ
C(A) = ξ̃r(A

′, k)
∏
p

bpr(A
′, k)

が成り立つ．

4 いくつかの注意と例

4.1 Siegel級数に関する注意

Siegl級数に関して，知られていることをいくつか注意しておく．Katsurada[Kat]は明示式を計

算するに当たり，同論文で以下のような関数等式を示している．簡単のため nが偶数のときのみ書

いておくが，nが奇数のときにも関数等式がある．

命題 3 nを偶数とする．このとき関数等式

Fp(A, p
−n−1T−1) = (p

n+1
2 T )−fAFp(A, T )

が成り立つ．

これは Ikeda liftを構成する上で重要な等式である．

Siegel 級数は局所密度との関係でも重要である．S ∈ Symm(Z) と T ∈ Symn(Z) に対して，

集合
{X ∈Mm,n(Z/plZ) | tXSX ≡ T mod pl}

を考える．上の集合を濃度を Apl(S, T )と書いたとき，

αp(S, T ) = lim
l→∞

p−l(n(n+1)/2−mn)Apl(A, T )

と置き，これを局所密度と呼ぶ．右辺は極限の形をとっているが，実は lが十分大きなところでは

stableになっている．

命題 4 Hk =
1

2

(
0 1k

1k 0

)
とする．このとき S∗

n ∋ A≫ 0に対して

bpn(A, k) = αp(Hk, A)

が成り立つ．
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すなわち Siegel級数は局所密度を用いて表示できる．一方で局所密度は大雑把にいって，Zp 上
での 2次形式の表現数の個数を記述するものであるから，これらの素数 pに関する無限積は Z上
での 2次形式の表現数，すなわち theta級数と関係が深い．実際に上の命題は Eisenstein級数が

theta級数を用いて表示できるという「Siegel-Weil公式」の基礎になるものである．上記命題も含

め，このあたりは Arakawaによる解説 [Ar]がまとまっていて読みやすい．

4.2 実例

次数が小さい場合の Eisenstein級数の Fourier係数を具体的に書き下してみる．

• n = 1の場合

この場合はよく知られているように，Fourier係数には約数のべき乗和が現れる．その様子

を観察してみよう．

Siegel級数の計算はこの場合非常に初等的である．m ∈ Z>0 に対して bp1(m, s)を計算する．

m = ptm′, (p,m′) = 1と書いたとき

bp1(m, s) =
∑

r∈Qp mod Zp

δ(r)−sep(mr)

= 1 +
∞∑
l=1

p−ls
∑

u∈(Z/pl)×
exp

(
2πim′u

pl−t

)
.

である．ここで u = u2p+ u1, u2 ∈ Z/pl−1, u1 ∈ (Z/p)× と分解すると

bp1(m, s) = 1 +
∞∑
l=1

p−ls
∑

u2∈Z/pl−1

exp 2πi

(
m′u2
pl−t−1

) ∑
u1∈(Z/p)×

exp 2πi

(
m′u1
pl−t

)
.

となる．指標の直交性から真ん中の和は l ≥ t+2で消えてしまうため，これは有限和であり

bp1(m, s) = 1 +

t+1∑
l=1

p−ls+l−1
∑

u1∈(Z/p)×
exp 2πi

(
m′u1
pl−t

)
となる．最後の和は

∑
u1∈(Z/p)×

exp 2πi

(
m′u1
pl−t

)
=

{
p− 1 l ≤ tのとき,
−1 l = t+ 1のとき

であるから，結局

Sp(n, s) = 1 +

t∑
l=1

pl(1−s)−1(p− 1)− p(1+t)(1−s)−1

= (1− p−s)
t∑
l=0

p(1−s)l
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である．すなわちこのときは

Fp(m,T ) =

ordpm∑
l=0

(pT )l

が成り立つ．

よって

b1(m, k) =
∏
p

bp1(m, k) =
1

ζ(k)

∏
p

ordpm∑
l=0

p−(k−1)

である．k が偶数であることに注意して，

ξ1(m, k) =
(2πi)k

(k − 1)!
mk−1

とあわせると，結局

C(m) =
(2πi)kσk−1(m)

ζ(k)(k − 1)!
, ただし σl(m) =

∑
d|m

dl

を得る．これはよく知られた結果と一致する．

• n = 2のとき

命題 1より

ξ̃2(A, k) =
(2π)k det(A)k−3/2

2
√
πΓ(k)Γ(k − 1/2)

であり，命題 2から

b2(A, k) =
L(k − 1, χA)

ζ(k)ζ(2k − 2)

∏
p

F2(A, p−k)

である．Fp(A, T ) の具体的な形を [Kau] に従って記述してみよう．A =

(
a1 a2

a2 a3

)
に対

して
α1 = ordp(gcd(a1, 2a2, a3)), α = ordp fA

と定めたとき

Fp(A, T ) =

α1∑
l=0

(p2T )l

{
α−l∑
m=0

(p3T 2)m − χA(p)pT

α−l−1∑
m=0

(p3T 2)m

}

が成り立つ．
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Functoriality Principle

吉田敬之（京都大学）

本稿は整数論 summer schoolでの 90分講演のために用意した原稿に手を
入れたものである. Functoriality principle はそれだけで優に summer school
のテーマになりうるもので, 短くまとめるのには無理があるが, 勘所は書けて
いると思う. 志村ー谷山予想の一般化についての最後の節は講演では話せな
かったが, 興味ある問題なので簡単にふれておいた. また参加者には思った
より若い人が多かったので, 勉強等の参考のための文献案内を最後に付けた.

記号. 体 F 上の代数群 G と F の拡大体 K に対して, G(K) は G の
K 有理点の成す群を表す. より一般に G が可換環 R 上の group scheme, S
が R-algebra のとき, G(S) は G の S-valued points の成す群を表す. global
field とは有限次代数体, または有限体上の一変数代数函数体のことである.
F は global field とする. FA, F

×
A によってそれぞれ F のアデール環, イ

デール群を表す. G は F 上の代数群とする. G のアデール化を GA と書く.
FA を F -algebra とみたときGA = G(FA) である. GA の 既約 automorphic
representation 全体の集合を A(GA) と書く. 本文では reductive algebraic
group を単に reductive group と呼んだ.

§0. Motivation

E は Q 上定義された elliptic curve とする. 志村ー谷山予想によれば
Hecke eigenform f ∈ S2(Γ0(N)) があって

(0.1) L(s, E) = L(s, f)

となる. ここに N は E の conductor である. この予想は非常に深いものを
含んでいて思考実験によって functoriality principleの原型を得ることができ
る. これをまず説明しよう.

(1) E は虚二次体 K で虚数乗法をもつとする. このとき Deuring によれ
ば K×

A/K
× の Hecke指標（量指標）ψ があって L(s, E) = L(s, ψ)となる. ψ

は GL(1, KA) 上の automorphic form とみなせるから, ψ 7→ f は GL(1, KA)
上の automorphic form からGL(2, KA) 上の automorphic form への対応を
与えている. 量指標の L 函数に対応する modular form はHecke によって構
成されたが, これは endoscopic lift のもっとも簡単な例になっている.
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(2) F は実二次体, E は F 上定義された elliptic curve とする. 志村ー
谷山予想を naive に拡張すれば Γ = SL(2,OF ) についての weight が (2, 2)
の Hilbert modular form f があって L(s, E) = L(s, f) となる. 1 初め
に Q 上定義された elliptic curve E0 があり E は E0 を F 上定義された
elliptic curve とみなすことで得られているとする. 即ち E は E0 の F へ
の base change E = E0 ⊗Q F である. このとき E0 に対応する elliptic
modular form f0 から Hilbert modular form f への対応が得られ, 両者は
L(s, f) = L(s, f0)L(s, f0 ⊗ χ) の関係で結ばれている. ここに χ は F に対応
する Dirichlet 指標である. f0 が elliptic curve から得られていない場合でも
この関係で elliptic modular form f0 から得られる Hilbert modular form f
がある, というのが土井ー長沼 lift, あるいは base change lift である.

(3) D は総実体 F 上の quaternion algebra とする. このとき D×
A 上の

automorphic formの空間はGL(2, FA)上の automorphic formの空間にHecke
作用素の固有値を保って含まれている. 即ち A(D×

A) ⊂ A(GL(2, FA))である.
これは Eichler-Shimizu-Jacquet-Langlandsによる結果であるが, functoriality
の簡単な例である.

(4) (0.1) 式に戻り, f に対応する GL(2,QA) の automorphic representa-
tion を π = ⊗vπv とする. v = p が素数のとき, E が p で potential good
reduction を持つための必要十分条件は πp が special 表現ではないことであ
る (Langlands-Deligne-Carayol).

志村ー谷山予想を一般化して次の問題が考えられる. F は代数体として

ρλ : Gal(F/F ) −→ GL(d,Eλ)

を λ-adic representation とする. ρλ はmotivic と仮定する. ρλ に対応する
automorphic representation は何か. これについては最後の節でふれること
にする.

§1. Reductive groups

この節では L群を定義するのに必要な代数的閉体上の reductive groupの
理論を復習する.
四つ組

Ψ = (X,Φ, X̌, Φ̌)

を考える. ここに X ∼= Zn, X̌ = Hom(X,Z) はX の dual, Φ ⊂ X と Φ̌ ⊂ X̌
は有限集合である. Φ から Φ̌ への bijection があると仮定し, α ∈ Φ をこの
bijectionで写したものを α̌ と書く. X と X̌ の paringを ⟨ , ⟩で表す. α ∈ Φ
に対して

sα(x) = x− ⟨x, α̌⟩α, x ∈ X,
1F の類数が 1 より大きい場合は GL(2, FA) 上の automorphic form によって定式化す

ればよい. F は任意の代数体でもよい. この場合の証明はまだ得られていない.
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α̌ ∈ Φ̌ に対して
sα̌(y) = y − ⟨y, α⟩α̌, y ∈ X̌

とおく. この状況で次の条件 (1), (2) が成り立つとき, Ψ は root datum であ
るという.

(1) ⟨α, α̌⟩ = 2, ∀α ∈ Φ.

(2) sα(Φ) ⊂ Φ, sα̌(Φ̌) ⊂ Φ̌, ∀α ∈ Φ.

Φ は（空集合でないならば）Bourbaki の意味での root system になる.
F は体とする. F により F の分離閉包を表す. F が標数 0 ならば F は

F の代数的閉包である. G は F 上定義された connected reductive group と
する. G を F 上定義された reductive group とみなす. このとき root datum

R(G, T ) = (X∗(T ),Φ, X∗(T ), Φ̌)

が得られる. ここに T は (F 上に定義された) G の maximal torus, X∗(T ) =
Hom(T,Gm)は T の character group, Φは rootの集合,X∗(T ) = Hom(Gm, T )
は T の cocharacter group, Φ̌ は coroot の集合である.

定理 1.1. Ψ は root datum で Φ は reduced と仮定する. F = F と仮定
する. このとき F 上定義された connected reductive group Gで R(G, T ) = Ψ
をみたすものが存在する. G の F 上の同型類は唯一つである.

定理 1.1 は本質的に Chevalley による存在定理である. Φ が reduced と
は α, nα ∈ Φ, 2 ≤ n ∈ Z とはならないことを言う.

G の F 上に定義された Borel 部分群 B を B ⊃ T ととる. このとき
root は positive root と negative root に分かれ, simple root が決まる. ∆ を
simple root の集合, ∆̌ を simple coroot の集合とする.

R0(G,B, T ) = (X∗(T ),∆, X∗(T ), ∆̌)

とおき, これを based root datum という. R0(G) とも書く.

例 1.2.

G = GL(n), T =

t =

t1

t2
. . .

tn




とする. ϵi : t 7→ ti は T の character を定義し

X∗(T ) = Zϵ1 ⊕ Zϵ2 · · · ⊕ Zϵn

3
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である. ϵ̌i : u 7→


1

. . .

u
. . .

1

 ((i, i) 成分に u をおく) は T の

cocharacter を定義し

X∗(T ) = Zϵ̌1 ⊕ Zϵ̌2 · · · ⊕ Zϵ̌n

である. u ∈ Gm に対し

ϵi(ϵ̌j(u)) =

{
u, i = j,

1, i ̸= j

から, ⟨ϵi, ϵ̌j⟩ = δij となる.

Φ = {ϵi − ϵj | 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j},

Φ̌ = {ϵ̌i − ϵ̌j | 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j}

である. B を上半三角行列からなる群ととったとき positive roots の集合 Φ+

は
Φ+ = {ϵi − ϵj | 1 ≤ i < j ≤ n}

である. よって
∆ = {ϵ1 − ϵ2, ϵ2 − ϵ3, . . . , ϵn−1 − ϵn}

となる. 同様に
∆̌ = {ϵ̌1 − ϵ̌2, ϵ̌2 − ϵ̌3, . . . , ϵ̌n−1 − ϵ̌n}

である.
G の外部自己同型群 Out(G) について

(1.1) Out(G) ∼= Aut(R0(G)) ∼= Aut(G,B, T, {uα}α∈∆)

が成り立つ. ここに uα ̸= 1 は α に対応する root 部分群から任意に取った
自明でない元で, Aut(G,B, T, {uα}α∈∆) は B, T , {uα}α∈∆ を stabilize する
Aut(G) の部分群を表す. (1.1) から次の定理が得られる.

定理 1.3. 完全列

1 −→ Inn(G) −→ Aut(G) −→ Out(G) −→ 1

は分裂する.
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§2. L-groups
F は体とする. G は F 上定義された connected reductive group とす

る. G を F 上定義された reductive group とみなし, F 上定義された G の
maximal torus T と T を含む Borel 部分群 B をとる. このとき based root
datum R0(G) = (X∗(T ),∆, X∗(T ), ∆̌) が定まるが準同型

(2.1) µG : Gal(F/F ) −→ Aut(R0(G))

が得られる. (2.1) を簡単に説明しておこう. σ ∈ Gal(F/F ) をとる. σ(B) は
G の Borel 部分群であるから, g ∈ G(F ) があって σ(B) = gBg−1 となる.
σ(T ) は σ(B) に含まれる maximal torus であるから, σ(T ) = gTg−1 でもあ
る. χ ∈ X∗(T ) に対し σχ ∈ X∗(σ(T )) を

(σχ)(σ(t)) = σ(χ(t)), t ∈ T

で定める.
χσ(t) = (σχ)(g−1tg), t ∈ T

とおくと, χσ ∈ X∗(T ) である. 対応 χ 7→ χσ は X∗(T ) の自己同型であり,
positive roots を positive roots に写している. X∗(T ) への作用についても同
様である.
定理 1.1 により, C 上の connected reductive group LG0 を

(2.2) R0(
LG0) = (X∗(G), ∆̌, X

∗(T ),∆)

と取ることができる. LG0 を connected L-group という. LG0 は G の F 上
の同型類にのみ依存する.

例 2.1. 例 1.2 により G = GL(n) のとき LG0 = GL(n) である.
例 2.2. G は semisimple とする. G が simply connected ならば LG0

は adjoint type である. G が古典型のとき, G 7→ LG0 で type An, Dn は
type An, Dn に写り, type Bn, Cn は入れ代わる. 例えば G = SL(n) のとき
(type An−1, simply connected), LG0 = PSL(n,C) ∼= PGL(n,C) (type An−1,
adjoint type) である.

(1.1) から

Aut(R0(
LG0)) ∼= Aut(R0(G)) ∼= Out(LG0)

である. (最初の同型は定義から明らか.) (2.1) により, 準同型

Gal(F/F ) −→ Out(LG0)

を得る. さらに定理 1.3 により準同型

µLG : Gal(F/F ) −→ Aut(LG0)
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が得られる. (µLG は
LG0 による内部自己同型を除いて決まっている.) µLG を

用いて半直積

(2.3) LG = LG0 oGal(F/F )

を作る. これを G の L-group という.
L-group の Weil form と呼ばれる variation を定義しよう. このために

Weil 群について説明する. 一般に F が体, K ⊂ F は F の有限次 Galois 拡
大体とする. Kab は F に含まれる K の最大 Abel 拡大体を表す. このとき
完全列

1 −→ Gal(Kab/K) −→ Gal(Kab/F ) −→ Gal(K/F ) −→ 1

があり, この完全列は cohomology class ηK/F ∈ H2(Gal(K/F ),Gal(Kab/K))
を定める.

F は non-archimedian local field, [K : F ] = n とする. このとき

H2(Gal(K/F ), K×) ∼= Z/nZ

であって, H2(Gal(K/F ), K×)は fundamental classと呼ばれるcanonical gen-
erator ξK/F を持つことが知られている. 局所類体論により dense injection
K× −→ Gal(Kab/K) があり, ξK/F をこの写像で写したものが ηK/F である.
ξK/F を用いて群拡大

1 −→ K× −→ WF,K −→ Gal(K/F ) −→ 1

を作る. WF,K を relative Weil 群という. Fur により F に含まれる F の
最大不分岐拡大体を表す. Fur ⊂ Kab である. WF,K は Gal(Kab/F ) の元で
Gal(Fur/F ) に制限したとき Frobenius 写像のベキになっているものが成す
群と一致する. L ⊃ K が F の有限次 Galois 拡大体であるとき, 自然な準
同型 WF,L −→ WF,K がある. この写像について projective limit をとり絶対
Weil 群 WF を定義する.

WF = lim←−WF,K .

WF は Gal(F/F ) の元でGal(Fur/F ) に制限したとき Frobenius 写像のベキ
になっているものが成す群と一致する
次にWeil-Deligne group scheme W ′

F を定義しよう. q を F の剰余体の元
の数, p を剰余体の標数とする. g ∈ WF が Fur に制限して Frobenius 写像の
n 乗であるとき, ∥g∥ = q−n とおく. R は p が可逆であるような可換環とす
る. W ′

F (R) は R×WF に

(x1, g1)(x2, g2) = (x1 + ∥g1∥x2, g1g2)

で演算を定義した群とする. W ′
F は functor R 7→ W ′

F (R) を represent する
Z[1/p] 上の group scheme として定義される. (WF , W

′
F (R) は inertia group
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I を含むので, I の単位元の基本近傍系を WF , W
′
F (R) の単位元の基本近傍

系とすることで位相群の構造を与えておく.)
F は archimedean local field とする. F = C のとき WF = C× と定義す

る. F = R のとき WR は自明でない群拡大

1 −→ C× −→ WR −→ Gal(C/R) −→ 1

として定義する. WR は Hamilton quaternion algebra H を用いてWR =
⟨C×, j⟩ と書くことができる.

F は global field とする. CF = F×
A /F

× によりF のイデール類群を表す.
[K : F ] = n のとき

H2(Gal(K/F ), CK) ∼= Z/nZ

であって, H2(Gal(K/F ), CK)は fundamental classと呼ばれる canonical gen-
erator ξK/F を持つことが知られている. 函数体の場合は局所体の場合と同
様なので, F は代数体とする. 大域類体論により全射 (Artin map) CK −→
Gal(Kab/K) があり, kernel は CK の単位元の連結成分 DK である. ξK/F を
この写像で写したものが ηK/F である. ξK/F を用いて群拡大

1 −→ CK −→ WF,K −→ Gal(K/F ) −→ 1

を作る. WF,K を relative Weil 群という. L ⊃ K が F の有限次 Galois 拡
大体であるとき, 自然な準同型 WF,L −→ WF,K がある. この写像について
projective limit をとり絶対 Weil 群 WF を定義する.

WF = lim←−WF,K .

自然な写像 WF −→ Gal(F/F ) があるから, νLG を用いて半直積

LG = LG0 oWF

を作ることができる. これを L-group の Weil form という. WF を WF,K 或
いは Gal(K/F ) で置き換えた構成もできる. 適宜使い分ければよい.
以下 (2.3) を L-group として使う. Weil form を用いた場合も同様で本質

的に同じ結果になる. L-group には直積位相を入れておく.

πG : LG −→ Gal(F/F )

を canonical homomorphism とする.

定義 2.3. P ⊂ LG が parabolic subgroup ⇐⇒ P は closed subgroup,
πG(P ) = Gal(F/F ) かつ P ∩ LG0 は LG0 の parabolic subgroup.

∆ の部分集合全体の成す集合（ベキ集合）をP(∆) と書く. P(∆) と G
の parabolic subgroup で F 上定義されるものの F 上の共役類は一対一に対
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応する. よって G の parabolic subgroup で F 上定義されているもののF 上
の共役類は P(∆) の部分集合 P0(∆) と一対一に対応する. ∆ と ∆̌ の間には
bijection があるから, P(∆) と P(∆̌) の間に bijection がある. この bijection
で P0(∆) に対応するものを P0(∆̌) と書く.

定義 2.4. LG の parabolic subgroup P が relevant ⇐⇒ P ∩ LG0 （の C
上の共役類）はP0(∆̌) の元に対応する.

G が F 上 quasi-split, 即ち G は F 上に定義されるBorel subgroup をも
つとする. このとき全ての parabolic subgroup は relevant になる.
定義 2.5. G, H は connected reductive groupとする. 準同型 φ : LH −→

LG が L-homomorphism ⇐⇒ πH = πG ◦ φ かつ φ|LH0 : LH0 −→ LG0 は複
素 Lie 群としての morphism である.

§3. Functoriality Principle

1◦. F は local fieldとする. F が non-archimedeanのとき,W ′
F =W ′

F (C),
F が archimedean のときW ′

F = WF とおく. G は F 上に定義された con-
nected reductive group とする.

定義 3.1. 準同型 ϕ : W ′
F −→ LG は次の三条件 (i), (ii), (iii) をみたすと

き, Langlands parameter であるという.
(i) 図式

W ′
F

ϕ−−−→ LGy y
Gal(F/F ) Gal(F/F )

は可換である.
(ii) ϕ は連続であり, ϕ(Ga) は LG0 の unipotent 元である. ϕ は semisimple
element を semisimple element 2 に写す.
(iii) ϕ の像が LG の parabolic subgroup P に含まれるならば, P は relevant
である.

LG0 による内部自己同型で移りあうとき Langlands parameter は同値で
あるという. Φ(G) = Φ(G/F ) により, Langlands parameter の同値類の集合
を表す. Π(G(F )) により G(F ) の既約 admissible 表現の同値類全体の集合
を表す.

Local Langlands Conjecture. 各 ϕ ∈ Φ(G) に対し有限集合 Πϕ =
Πϕ(G(F )) ⊂ Π(G(F )) が定まって

Π(G(F )) = ⊔ϕ∈Φ(G)Πϕ

2LG の元は第一成分である LG0 の元が semisimple のとき, semisimple という. F が
archimedean のとき, W ′

F の元は全て semisimple と定義する. F は non-archimedean とす
る. W ′

F = CoWF ∋ (x, g) は ∥g∥ ̸= 1 または, ∥g∥ = 1, x = 0 のとき, semisimple という.
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が成り立つ.

Πϕ を L-packetという. Πϕ はいくつかの条件をみたすと予想されている.
例えば条件として

Πϕ が discrete series の表現を含む⇐⇒ Πϕ は discrete series の表現から
なる⇐⇒ ϕ(W ′

F ) はいかなる proper Levi subgroup にも含まれない
がある. G = GL(n) のとき Local Langlands conjecture は Harris-Taylor-
Henniart により証明された. このとき各 Πϕ は唯一つの元からなる. 一般に
は Πϕ はかなり複雑な内部構造をもつ. これについては Arthur [A3] を参照
されたい.

r : LG −→ GL(n,C)

は L-groupの表現とする. r|LG0は複素解析的であるとする. このとき π ∈ Πϕ

の L 函数と ϵ-factor を

L(s, π, r) = L(s, r ◦ ϕ),

ϵ(s, π, r, ψ) = ϵ(s, r ◦ ϕ, ψ)

によって定義する. ここに ψ は加法群 F の自明でない指標であり, 右辺は
W ′
F の表現 r ◦ ϕ の L 函数と ϵ-factor である.
G, H は F 上に定義された reductive group とする. L-homomorphism

φ : LH −→ LG

が与えられたとする. ϕ ∈ Φ(H)を Langlands parameter（の同値類）とする.
φ◦ϕ : W ′

F −→ LGは Langlands parameterの定義 3.1の条件 (i), (ii)をみた
すが, G が quasi-split ならば条件 (iii) も成り立つ. よって G が quasi-split
のとき, L-homomorphism は functoriality map

(3.1) Πϕ(H) −→ Πφ◦ϕ(G)

を誘導する. G = GL(n) のとき Πφ◦ϕ(G) は唯一つの表現からなるが, Πϕ(H)
は一般に複数個の表現を含むから, (3.1) は多対一対応である.

2◦. F は global field, G は F 上に定義された connected reductive group
とする. v は F の place とする. Gal(F v/Fv) ⊂ Gal(F/F ) 3 により, 自然な
inclusion LGv =

L(G/Fv) ⊂ LGが得られる. π を G(FA)の既約 automorphic
representation とする. このとき

π = ⊗vπv, πv ∈ Π(G(Fv))

3この inclusion は v の上にある F の素因子の取り方に依存する.
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と既約な局所表現 πv のテンソル積に分解できる. r : LG −→ GL(n,C) を
L-group の表現とする. F の各 place v に対し制限にとり r は L(G/Fv) の表
現 rv を与えるから, L 函数と ϵ-factor を

L(s, π, r) =
∏
v

L(s, πv, rv),

ϵ(s, π, r) =
∏
v

ϵ(s, πv, rv, ψv)

によって定義する. ここに ψ は FA の自明でない指標でF に制限すると自明
になるものである. L(s, π, r) を定義する無限積は Re(s) が十分大きいとき収
束することが示される. L(s, π, r) の全 s 平面への有理型解析接続と函数等式

L(s, π, r) = ϵ(s, π, r)L(1− s, π̃, r̃)

が予想される. (ここに˜は contragredient をとることを表す.)

今H は F 上に定義された connected reductive groupでL-homomorphism
φ : LH −→ LGが与えられたとする. F の各 place vについてL-homomorphism
φv : L(H/Fv) −→ L(G/Fv) が得られる. ρ = ⊗vρv を H(FA) の既約 au-
tomorphic representation とする. Local Langlands conjecture を仮定する.
Langlands parameter ϕv ∈ Φ(H/Fv) があって ρv ∈ Πϕv となる. G は F 上
quasi-split とする.

Problem on Functoriality. G(FA) の既約 automorphic representation
π = ⊗vπv で πv ∈ Πφv◦ϕv , ∀v をみたすものが存在するであろうか.

これが成り立てば, functoriality correspondence

A(HA) ∋ ρ 7→ π ∈ A(GA)

で local な対応 ρv 7→ πv が (3.1) と consistent になっているものが得られた
ことになる. π を ρ の functorial image という. (一般には local L-packet は
複数個の元を含むので, π は一意的には決まらないことに注意.) この問題に
対する答え (conjectual answer) は π の保型形式の空間における重複度 m(π)
を与える公式（予想）によって得られる. これについて簡単にふれておこう.
(用語と記号の説明は省く.) π に対応する global Langlands parameter を ϕ
とする. ϕは tempered parameterと仮定する. Labesse-Langlands-Kottowitz
によれば

m(π) = |Sϕ|−1
∑
x∈Sϕ

ϵϕ(x)⟨x, π⟩,

⟨x, π⟩ =
∏
v

⟨x, πv⟩v
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の形である. この仮定下で local L-packet は generic な表現を含むと考えら
れるので π を generic とする. ⟨x, π⟩ = 1 ゆえ

∑
x∈Sϕ

ϵϕ(x) ̸= 0 ならば問題
の答えは肯定的である. とくにG = GL(n) ならば |Sϕ| = 1 ゆえ問題の答え
は肯定的である.

3◦. Examples.
(1) D は F 上の quaternion algebra とする. D の乗法群 D× が定義

する F 上の代数群を H とする. 即ち H は任意の F -algebra A に対して
H(A) = (D ⊗F A)× を充たす代数群である. このとき

LH = GL(2,C)×Gal(F/F )

である. G = GL(2)/F ととる. LH = LG であるから恒等写像を L-
homomorphism としてとると correspondence

A(HA) ∋ ⊗vπ′
v −→ ⊗vπv ∈ A(GA)

が得られる. D が v で split していると, D(Fv) = GL(2, Fv) ゆえ π′
v =

πv で対応する. これは Jacquet-Langlands-Shimizu correspondence である.
π = ⊗vπv がこの対応の image にはいる条件は (π が無限次元のとき), Dv が
division algebra になる v について πv は principal series の表現ではないと
いうものである.

(2) [F : Q] = 2, H = GL(2)/Q, G = ResF/Q(GL(2)) とする. L-group の
finite form を用いると4

LG = GL(2,C)2 oGal(F/Q),

LH = GL(2,C)×Gal(F/Q)

である. σ を Gal(F/Q) の生成元とする. L-homomorphism LH −→ LG を

LH ∋ (g, σi) −→ (g, g, σi) ∈ LG

で定義する. LG の表現 r : LG −→ GL(4,C) を

r((g1, g2), σ
i) =

(
g1 0
0 g2

)
wi, w =

(
0 12
12 0

)
で定義する. ρ ∈ A(HA) の functorial image π はA(GA) にあり

L(s, π, r) = L(s, ρ)L(s, ρ⊗ χ)

4一般に Restriction of scalars での L-group の変化は induced group の概念を用いて記
述される. [B] 参照.
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が確かめられる. ここに χ は拡大 F/Q に対応する F×
A の指標である.

GA = G(QA) = GL(2, FA) ゆえ π に対応する GL(2, FA) の表現を ρ̃ と書
くと L(s, π, r) = L(s, ρ̃) であり

L(s, ρ̃) = L(s, ρ)L(s, ρ⊗ χ)
となる. ρ 7→ ρ̃ は土井ー長沼 lifting である. この対応の像は Gal(F/Q) で不
変な表現として特徴づけられる.

(3) H = GL(2)/F , G = GL(n+ 1)/F とする. L-homomorphism LH −→
LG を

LH ∋ (g, σ) −→ (ρn(g), σ) ∈ LG

によって定義する. ここに ρn は n 次の対称テンソル表現である. functorial
imageの存在は n = 2のとき Gelbart-Jacquet, n = 3のとき Shahidi-H.Kim,
n = 4 のとき H. Kim によって証明された. この場合の functoriality が全て
の n に対して証明されれば Ramanujan 予想, Selberg 予想, Sato-Tate 予想
などが解けることが知られていて, この問題は重要である. n ≥ 3 のときは
endoscopic lift ではない. 将来の理論の試金石となる場合であろう.

(4) G = GSp(n) とする.

LG0 = (GL(1,C)× Spin(2n+ 1,C))/A, A = {1, a}
である. ここに a = (a1, a2), a1 = −1 ∈ GL(1,C), a2 は Spin(2n + 1,C) の
center の位数 2 の元である. π は GA の既約 automorphic representation と
する. Spin(2n+1,C)の (2n+1)次元表現 (standard representation) stを用
いて L 函数をつくる. (st は被覆写像 Spin(2n+ 1,C) −→ SO(2n+ 1,C) か
ら得られる.) L(s, π, st) を π の standard L 函数という. Spin(2n+ 1,C) は
spinor 表現 spin をもつ. これは 2n 次元の表現である. L(s, π, χ⊗ spin) を π
の spin L 函数という. ここに χ は GL(1,C) の位数 2 の指標で χ(−1) = −1
をみたす. n ≥ 4 のとき L(s, π, χ⊗ spin) の解析接続は知られていない.

§4. 志村ー谷山予想の一般化
E と F は有限次代数体とする. M は F 上の motive, 係数の体は E と

する. E の finite place λ に対して λ-adic representation

ρλ : Gal(F/F ) −→ GL(d,Eλ)

がある. ここで考えたい問題は ρλ に対応する automorphic representationを
記述することである. 以下 [Y] に述べた考え方をなるべく簡単に説明する.

M の Betti realization HB(M) は E 上の d 次元ベクトル空間である. d
を M の rank という. HB(M) ⊗Q C は Hodge 分解をもつ. これから M
の weight が定義されるが, M は pure weight と仮定する. これを w とお
く. Hodge 分解により, Hodge 群 Hg(M) が定義される. Hg(M) は E 上の
connected group である. M は polarizable と仮定する. このときHg(M) は
reductive となる. H を Im(ρλ) の Zariski closure とする.
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予想 4.1. H は E 上に定義された代数群で λ によらない. H0 を H の
単位元の連結成分とすると, H0 = Hg(M) である.

これは E = Qのときには良く知られた予想である. 一般の場合は E = Q
のときと, compatibleになっている. 以下これを仮定する. F の有限次 Galois
拡大体 K を

H0 ∩ ρλ(Gal(F/F )) = ρλ(Gal(F/K))

ととる. 埋め込み Eλ ⊂ C を決めておくと, これから完全列

(4.1) 1 −→ H0(C) −→ H(C) −→ Gal(K/F ) −→ 1

が得られる. (4.1) から H0 の外部自己同型群への準同型

φ : Gal(K/F ) −→ Out(H0) ∼= Aut(R0(H
0))

が得られる.

命題 4.2. F 上の connected reductive group G を次の条件をみたすよ
うに取ることができる. (i) G は F 上 quasi-split. (ii) LG0 = H0(C). (iii)
µG = φ.

M に対応する automorphic representation は GA 上に存在するのではな
いかと考えられる. 5 σ ∈ Gal(K/F ) に対し, σ̃ ∈ H(C) を σ̃ を (4.1) の準同
型で写したものが σ になるようにとる.{

f(σ, τ)σ̃τ = σ̃τ̃ ,

a(σ)n = σ̃nσ̃−1, n ∈ H0(C)

とおく. a(σ) ∈ Aut(H0(C)) である. このとき {a(σ), f(σ, τ)} は因子団で
条件

(4.2)

{
i(f(σ, τ))a(στ) = a(σ)a(τ),

f(σ, τ)f(στ, ρ) = (a(σ)f(τ, ρ))f(σ, τρ)

をみたす. ここに i(f(σ, τ)) は f(σ, τ) による内部自己同型を表す. 定理 1.3
により完全列

1 −→ Inn(H0) −→ Aut(H0) −→ Out(H0) −→ 1

は split するから, π : Aut(H0) −→ Out(H0) を canonical homomorphism と
すると, 準同型 s : Out(H0) −→ Aut(H0) があって π ◦ s = id となる. この
とき ασ ∈ H0(C) があって

(4.3) s(π(a(σ))) = i(ασ)a(σ)
5G = GL(d)/E 上に存在するというのは良く知られた予想である. ここでは群を minimal

にとることを考える. minimal と GL(d) の中間の場合も以下と同様に扱える.
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となる. σ̃ を ασσ̃ でとりかえると, 因子団 {a(σ), f(σ, τ)} は同値な因子団
{aZ(σ), fZ(σ, τ)} に変わる. ここに{

aZ(σ) = i(ασ)a(σ),

fZ(σ, τ) = ασ(a(σ)ατ )f(σ, τ)α
−1
στ

である. (4.3) から σ 7→ aZ(σ) は準同型である. ここで因子団の条件 (4.2) の
最初のものを見ると i(fZ(σ, τ)) = 1 がわかる. これは fZ(σ, τ) は H0(C) の
中心 Z(H0(C)) に入っていることを意味する. 即ち 2-cocycle
fZ ∈ Z2(Gal(K/F ), Z(H0(C))) が得られた.

定理 4.3. fZ の cohomology 類 (∈ H2(Gal(K/F ), Z(H0(C)))) は M に
のみ依存する.

ρλ から得られる fZ の cohomology 類は, 補助的な役割をはたす σ̃, ασ,
s の取り方に依らないことが確かめられる. 予想 4.1 から λ にも依らないこ
とがわかる. ρλ の Gal(F/F ) への制限が abelian の場合には, fundamental
class 6 とも関係し, この cohomology 類は基本的であると考えられる.

v は F の finite place とする. ρλ を制限することにより λ-adic represen-
tation

ρλ,v : Gal(Fv/Fv) −→ H(Eλ) ⊂ GL(d,Eλ)

を得る. これから連続準同型

ψv : W
′
Fv
−→ H(Eλ) ⊂ H(C)

が得られる. fZ は分解体 L を持つと仮定する. 即ち L は K を含む F の有
限次 Galois 拡大体で, fZ を Gal(L/F ) に inflate した 2-cocycle は split する
と仮定する. このとき可換図式

1 −−−→ LG0 −−−→ LG −−−→ Gal(L/F ) −−−→ 1∥∥∥ y y
1 −−−→ H0(C) −−−→ H(C) −−−→ Gal(K/F ) −−−→ 1

がある. ψv を Langlands parameter ϕv : W ′
Fv
−→ LG に持ち上げることが

できる. v が infinite place のときは, HB(M) の Hodge 分解から Langlands
parameter ϕv を得る. 志村ー谷山予想の一般化は次のように定式化される.

予想 4.4. 既約 automorphic representation π = ⊗vπv ∈ A(GA) があっ
て πv ∈ Πϕv , ∀v をみたす.

fZ の splitting field が存在するかどうか. これについては [Y] に書いた筆
者の研究を参照されたい.
最後に次の（おそらく重要な）問題を述べておく.

6Weil 群の項を参照.
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問題 4.5. Langlands functoriality 以外に (automorphic representation
に関係する) “functorial な現象”は存在するか.

筆者は答えは肯定的であろうと考えている.
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42 (1995), 1301–1307
も予想について論じようというとき, 必読であろう.

第一節. 代数群については, Borel, Humphreys の有名な教科書がある.
Springer の書いた本もよいであろう. 問題点は主に代数的閉体の上で理論を
展開していることである. 任意の体の上の reductive group の詳しい理論に
はBorel-Tits の論文
A. Borel and J. Tits, Groupes réductifs, Publ. Math. IHES 27 (1965), 55–150
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がある. SGA3 は最初から任意の scheme 上の group scheme の理論を作って
いるが, 大部で読みにくいであろう. また reductive group の理論の本質的な
ところではChevalley の結果を使っている. Root 系については
N. Bourbaki, Groupes et algèbres de Lie, Chapitre IV, V, VI
を参照すればよい.

第二節. Weil 群については Artin-Tate “Class field theory”が詳しい.
Weil の原論文も面白い. Weil はイデール類群 CK の連結成分 DK の存在が
Riemann 予想の解決を阻んでいるのではないか, と考えていた. 函数体のと
きは DK = {1} でGal(Kab/F ) を用いて Weil 群は簡単に構成できるが, 代
数体のときはそうはいかない. DK の克服が原論文のテーマであるが気魄が
伝わってくると思う. L-group については References であげた Vogan の論
文が面白い. L-group の構成と Local Langlands Conjecture の定式化を問題
にしている.

第三節. multiplicity formula については [A1] と
J. -P. Labesse and R. P. Langlands, L-indistingushability for SL(2), Can. J.
Math. 31 (1979), 726–785,
R. Kottwitz, Stable trace formula: cuspidal tempered terms, Duke Math. J.
51 (1984), 611–650,
を参照. Arthur が新しい本を書いたそうである. Net で Arthur Arxiv に出
ている. 私はまだ読んでいない.

第四節. Motive については AMS, Proc. Symposia pure Math. Vol. 55
(Part 1) “Motive”が良い. 好きな論文から読んでいくと勉強になる. Hodge
group については Springer Lecture Note 900 にあるDeligne の論文 (Milne
のノート) が良い. Motive の category の簡潔な構成等については
U. Jannsen, Motives, numerical equivalence, and semi-simplicity, Invent.
Math. 107 (1992), 447–452
の一読をお勧めする. 現在Motiveについての幾何学的な興味はmixed motive
と scheme 上の motive に移ってきている. しかし algebraic cycles について
の重要な予想 (Hodge, Tate 等) には大きな進展はないようである.

16
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Seesaw dual pairとテータリフト

大阪市立大学大学院理学研究科　山名俊介

本稿は三章からなる. 一章では, seesaw dual pairの定義, 例, その基本等式を
解説する. Weil表現やHowe予想については, 松本久義先生の原稿でも解説される
けれど, 本稿でも記述した. 二章では, seesaw dual pairの基本等式が Siegel-Weil
公式, L函数の積分表示の理論, ダイコトミー現象などとともにどのように応用
されるか基本的なアイデア解説した. 三章では三つの例, 即ち, Rallis内積公式,
トーラス周期と L函数の中心値, 三重積 L函数の中心値に関する Jacquet予想に
二章の議論が応用され, 周期と L函数の特殊値が関係するメカニズムが解説され
る. これら以外の様々な seesaw dual pairの基本等式に関しては, Kudlaの論説
[19]などを参照されたい. 最後に、筆者に講演の機会を与えて下さった軍司圭一
先生と成田宏秋先生に感謝を述べます. 成田先生には本稿に目を通していただき,
多くの助言と訂正をいただきました.

1 Seesaw dual pairと seesaw等式

1.1 Seesaw dual pairの定義

F を局所体もしく大域体とする. 簡単のため, F の標数は 0であるとする. シンプ
レクティック群 G = SpN の部分群の組 (G,H)は, Gの Gでの中心化群が H で
あり, H の Gでの中心化群が Gであるとき, dual pairと呼ぶのであった.

定義 1.1. Gの dual pairの組 (G,H), (G′,H ′)はG′ ⊃ GかつH ⊃ H ′であると
き, seesaw dual pairと呼ばれる.

注意 1.2. (1) 定義 1.1及び本章の議論は, dual pairを係数制限して得られる部
分群の組 (weakly dual pair)に拡張できる. 詳細は, Kudlaの論説 [19]を
参照.

(2) 良く知られているように, 名称の由来は下記の図式にある:

G′

G

H

H ′

Q
Q

Q
Q

Q
Q´

´
´

´
´́
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1.2 Seesaw dual pairの例

例 1 (直和分解型). ⟨ , ⟩ : W × W → F を F 上のベクトル空間W 上の非退化交
代形式, ( , ) : V × V → F を F 上のベクトル空間 V 上の非退化対称形式とし,
O(V )を対応する直交群とする. テンソル積≪ , ≫= ( , ) ⊗ ⟨ , ⟩は, ベクトル空
間W = V ⊗F W 上の交代形式を与え, (Sp(W ), O(V ))は Sp(W)の dual pairに
なる. W が互いに直交するシンプレクティック部分空間による分解W = W1 +W2

を持てば, 下記の seesaw pairが得られる:

O(V ) × O(V )

O(V )

Sp(W )

Sp(W1) × Sp(W2)

HHHHHHH©©©©©©

一方, V = V1 + V2を V の直交分解とすれば, 下記の seesaw pairが得られる:

O(V1) × O(V2)

O(V )

Sp(W )

Sp(W ) × Sp(W )

©©©©©©©HHHHHH

一般の分解W = W1 + · · · + Wr, V = V1 + · · · + Vs に関しても同様である.
二章で扱われる seesaw pairは全て直和分解型である.

例 2. K/F を二次拡大とし, σをGalois群Gal(E/F )の生成元とする. (W ∗, ⟨ , ⟩∗)
をK 上の歪エルミート空間とし, (V ∗, ( , )∗)をK 上のエルミート空間, U(W ∗)
と U(V ∗)をそれぞれのユニタリ群とする. ≪ , ≫∗= TrK/F (( , )⊗ ⟨ , ⟩σ)は, ベ
クトル空間W∗ = V ∗ ⊗K W ∗ 上の交代形式を与え, (U(W ∗), U(V ∗))は Sp(W∗)
の dual pairになる. F 上の二次形式付き空間 (V, ( , ))が存在して, V ∗がその σ-
エルミートな拡張, すなわち,

V ∗ ≃ V ⊗F K, (x ⊗ α, y ⊗ β)∗ = ασ(x, y)β, (x, y ∈ V, α, β ∈ K)

であると仮定する. さらに R = RK/F を F への係数制限とし, F 上のシンプ
レクティックベクトル空間 (RK/F W ∗, TrK/F ⟨ , ⟩∗)を考える. このとき, W∗ は
V ⊗F RK/F W ∗ とシンプレクティックベクトル空間として同型であるから, 以下
の seesaw pairが得られる:

Sp(RK/F W ∗)

U(W ∗)

U(V ∗)

O(V )

b
b

b
b

b
bb´

´
´

´
´́

例 3. U1と U2を F 上のベクトル空間とし, U∗
1 と U∗

2 をそれぞれの双対空間とす
る. 自然なペアリング U1 ⊗U∗

2 ×U∗
1 ⊗U2 → F を W̃ = U1 ⊗U∗

2 + U∗
1 ⊗U2の交

代形式に拡張すれば, (GL(U1), GL(U2))は Sp(W̃ )の dual pairになる. 例 1のシ
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ンプレクティックベクトル空間 (W, ⟨ , ⟩)の polarizationを選べば, 同型 V ≃ V ∗,
W ′ ≃ (W ′′)∗ がそれぞれ ( , ), ⟨ , ⟩により定まり,

W ≃ V ⊗ W ′ + V ⊗ W ′′ ≃ V ⊗ (W ′′)∗ + V ∗ ⊗ W ′′

であるから, 以下の seesaw pairが得られる:
Sp(W )

GL(W ′′)

GL(V )

O(V )

Q
Q

Q
Q

QQ"
"

"
"

"
"

1.3 局所テータ対応

F を局所体とし, 自明でない F の指標 ψ を固定する. Gが Gの部分群であると
き, G̃はGのメタプレクティック被覆 G̃ = MpN でのGの逆像を表すことにする.
(G,H)が Gの dual pairであるとき, Weil表現 ωψ の G̃ × H̃ に引き戻しを考え
る. G̃の (genuine)既約許容表現 πに対して, ωψ[π] = ωψ/ ∩f ker f とおく. ここ
で, f は全ての 0でない G同変写像 ωψ → π を渡る. G̃と H̃ は可換であるから,
H̃ の滑らか (genuine)表現 Θψ(π)が存在して, ωψ[π] ≃ π £ Θψ(π)となる. 以下
では, ψはしばしば省略される.

予想 1.3 (局所 Howe予想). Θ(π)は, もし 0でなければ, 唯一つの既約商 θψ(π)
を持つ.

対応 π 7→ θψ(π)はテータ対応と呼ばれる.

注意 1.4. (1) 局所 Howe予想はほとんど全ての場合に証明されている. 剰余標
数が 2でない非アルキメデス体の場合の証明は [37]を参照. F がアルキメ
デス体の場合の証明は [12]を参照. 本稿では簡単のために, 局所 Howe予想
をしばしば仮定する.

(2) (G,H)がシンプレクティック群と奇数次直交群の dual pairでなければ, 被
覆 Mp(W ) → Sp(W ) は G と H 上分裂することが知られている (証明は
[25, 20]参照). Mp(W )は奇数次直交群上分裂するが, シンプレクティック群
上は分裂しない. 一般に分裂は一意的ではない. 分裂の具体的構成がKudla
[20]に与えられている.

簡単のため以下では, 分裂 G × H → Mp(W )があるとする. 適当な分裂を固
定し, G̃ (もしくは H̃)の genuineな表現と G (もしくは H)の表現を同一視すれ
ば, Howe対応は Gの表現とH の表現の間の対応を与える.

命題 1.5 (局所 seesaw等式). (G,H), (G′,H ′)を seesaw dual pair, π を Gの既
約表現, σをH ′ の既約表現とするとき, 以下の同型が成り立つ:

HomG(Θ(σ), π) ≃ HomH′(Θ(π), σ).
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Proof.

HomG×H′(ω, π £ σ) ≃ HomG×H′(π £ Θ(π), π £ σ) ≃ HomH′(Θ(π), σ).

同様に,
HomG×H′(ω, π £ σ) ≃ HomG(Θ(σ), π)

も成り立つ.

1.4 大域テータ対応

F を代数体, A をそのアデール, ψ を A/F の非自明な指標とする. G̃A を G =
Sp(W)アデール群G(A)のメタプレクティック被覆とし, (ωψ, S)を G̃AのWeil表
現とする. (G, H)を Gの dual pairとする. (π, Vπ)を G(A)の既約尖点的保型表
現であるとする. πv と θψv (πv)は殆ど全ての素点で不分岐であり, 制限テンソル
積 ⊗vθψv (πv)を考えることができる.

予想 1.6 (大域 Howe予想). ⊗vθψv (πv)はH(A)の保型表現である.

この予想には微妙な反例が早くから知られているし, 正確な予想を定式化で
きるだけの研究結果もまだない. Wの polarization W = X + Yを固定すれば,
Schwartz空間 S(X(Fv))上にWeil表現は実現でき, Weil表現の Schrödinger模
型と呼ばれる. Kv を G(Fv)の適当な極大コンパクト部分群とし, K ′

v を H(Fv)
の極大コンパクト部分群とする. v がアルキメデス素点であるとき, gv を G(Fv)
のリー環の複素化とし, hv を H(Fv)のリー環の複素化とするとき, Schwartz空
間 S(X(Fv))のKv × K ′

v の作用に関して有限な元からなる部分空間 S(X(Fv))は
(gv,Kv) × (hv,K ′

v)-加群である (実は適当な Fock空間と一致する). v が非アル
キメデス素点であるとき, S(X(Fv)) = S(X(Fv))とおき, S(X(A)) = ⊗vS(X(Fv))
とする. 被覆 G̃A → G(A)は唯一の分裂 G(F ) → G̃A を持ち, 任意の Schwartz函
数 ϕ ∈ S(X(A))に対して, テータ函数

Θ(ϕ)(g) =
∑

x∈X(F )

(ωψ(g)ϕ)(x)

は任意の g ∈ G̃A 及び γ ∈ G(F )に対して, Θ(ϕ)(γg) = Θ(ϕ)(g)を満足する (む
しろ分裂はこの性質から決定される). 任意の ξ ∈ Vπ に対して

θϕ(ξ)(h) =
∫

G(F )\G(A)

ξ(g)Θ(ϕ)(g, h)dg

はH(A)上の保型形式になる. H(A)の作用で不変なベクトル空間

θψ(π) = {θϕ(ξ) | ϕ ∈ S(X(A)), ξ ∈ Vπ}

を保型表現 πの群Hへのテータリフトと呼ぶ. θψ(π)は, 0でないとき, ⊗vθψv (πv)
を (少なくとも既約商として)実現し, 大域 Howe予想を確かめることができる.
しかし, θψ(π)の非消滅の判定は微妙な問題である.
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ξ1, ξ2がG(A)上の保型形式であり, 少なくとも一方が尖点形式であるとき, 内
積 ⟨ξ1, ξ2⟩G を以下のように定義する.

⟨ξ1, ξ2⟩G =
∫

G(F )\G(A)

ξ1(g)ξ2(g)dg.

次の等式は単なる積分の順序交換から得られる.

命題 1.7 (大域 seesaw 等式). (G,H), (G′,H ′) を seesaw dual pair, (π, Vπ) を
G(A)の既約尖点的保型表現, (σ, Vσ)をH ′(A)の既約尖点的保型表現とするとき,
尖点形式の組 (ξ, ξ′) ∈ Vπ × Vσ と ϕ ∈ S(X(A))に対して, 以下の等式が成り立つ:

⟨θϕ(ξ), ξ′⟩H′ = ⟨θϕ(ξ′), ξ⟩G.

注意 1.8. (1) θϕ(ξ)と θϕ(ξ′)はそれぞれH ′(A)と G(A)に制限されている. 核
函数Θ(ϕ)(g, h)とΘ(ϕ)(g′, h′)は共通の制限Θ(ϕ)(g, h′)を持つけれども, 函
数Θ(ϕ)(g′, h)は存在しない. この事実が, 形式的に導かれる命題 1.7の等式
から様々な興味深い等式が得られる理由と考えられる.

(2) 応用上は, 命題 1.7を ξあるいは ξ′が尖点的でない保型形式である場合に適
用しなければならないことが多い. 詳しくは, 三章の例を参照.

2 seesaw machine

2.1 Siegel-Weil公式

Siegel-Weil公式とは, テータ函数のある種の積分と Eisenstein級数の間の等式で
あり, 両辺が絶対収束する領域で, Siegel [36] により証明され, Weil [39] により
全ての古典群に一般化された. この等式は絶対収束域の外に, Kudlaと Rallis[22]
により拡張され, regularized Siegel-Weil公式と呼ばれている. 本稿で扱う seesaw
等式は全て, この regularized Siegel-Weil公式と結びつけて応用されるので, その
解説を手短にする. 詳しくは, [22]や [40, 41]を参照.

G = Sp2n, H = O(V ), m = dimV が偶数の場合を考える. まず F を局所体
とする. (G,H)をGの dual pairとする. 適当に固定した分裂G×H → Mp(W )
によりGのWeil表現 ωを引き戻して, G×H の表現が得られる. X = V nとする
と, Schrödinger模型 S(V n)への O(V )の作用は, 線形作用 ω(h)ϕ(x) = ϕ(h−1x)
により定めるられる. V の判別式から定まる F の二次指標を χV と書く. Gの
ジーゲル放物型部分群 P の作用は

ω
((

a 0
0 ta−1

))
Φ(x) = χV (det a)|det a|m/2Φ(xa), a ∈ GLn(F ),

ω
((

1 b
0 1

))
Φ(x) = ψ(tr(b(x, x))/2)Φ(x), b ∈ Symn(F )

により与えられる. ここで, x = (x1, . . . , xn) ∈ V nに対して, (x, x) = 1
2 ((xi, xj)) ∈

Symn(F )と書いた.

I(s) = IndG
P ((χV | |s)˚det)

=
{

f (s) : G → C
∣∣∣ f (s)

((
a b
0 ta−1

)
g
)

= χV (det a)|det a|s+(n+1)/2f (s)(g)
}

,
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s0 = (m − n − 1)/2とおけば, G-同変, H-不変な写像

S(V n) → I(s0), Φ 7→ f
(s0)
Φ (g) = (ω(g)Φ)(0)

が得られる. Rallisの定理 [30, 25]より, この写像の像は, H の自明表現のGへの
テータリフト Θψ(1l)と同一視できる. G = O(n, n), H = Sp2j のときにも, 同様
の写像と退化主系列表現 I(s)の部分表現が得られる.
以下, F を代数体, V を F 上の二次形式付き空間とする. 上の議論により

Φ ∈ S(V n(A))に対して, G(A)の誘導表現 I(s)の切断 f
(s)
Φ が f

(s0)
Φ = ⊗vf

(s0)
Φv
を

拡張して得られる. 任意の I(s)の切断 f (s) に対して, アイゼンシュタイン級数

E(f (s))(g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

f (s)(γg)

が構成される. Langlands の理論 (cf. [2]) より, E(f (s)) は全平面に有理型に
解析接続され, 函数等式 E(f (s)) = E(M(s)f (s)) を満たす. ここで, 絡作用素
M(s) : I(s) → I(−s)は, N を P のべき単根基, w ∈ G(F )を適当なWeyl元とし
て, 積分

M(s)f (s)(g) =
∫

N(F )\N(A)

f (s)(wug)du

により定義される. 一方, テータ函数の積分

θϕ(1)(g) =
∫

H(F )\H(A)

Θ(ϕ)(g, h)dh

はH の自明表現 1lのテータリフトと考えられる. 1lは一般に尖点的ではないので,
この積分が収束する保証はない (後で扱う全ての例で発散する).

定理 2.1 (Siegel-Weil公式). 適当な条件の下, 任意の ϕ ∈ S(V n(A))に対して

E(f (s)
ϕ )|s=s0 = θϕ(1).

注意 2.2. (1) 左辺はアイゼンシュタイン級数の有理型解析接続であり, 適切な
条件下で臨界点 s0で正則である. 右辺のテータ積分はWeilの収束条件 [39,
Proposition 8] が満たされない場合は, regularizeする必要がある.

(2) 他の古典群の場合の類似の等式については, [14, 40, 41]を参照.

練習問題 2.3. (1) F = Q, ( , )が正定値, L ⊂ V (F )を極大偶整数格子でユニ
モジュラー (従って, mは 8の倍数)であるとする. {Lj}を Lの種の中の類
の代表系, ϵ(Lj) = #O(V ) ∩ GL(Lj),

θLj (Z) =
∑

x∈Ln
j

eπ
√
−1tr((x,x)Z), Z ∈ Symn(C), ℑZ > 0

とするとき,

Em/2(Z) =

∑
j ϵ(Lj)−1θLj (Z)∑

j ϵ(Lj)−1
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を定理 2.1から導け (ヒント: ϕ∞ = e−πtr((x,x)), ϕ∞ を L ⊗ Ẑの定義関数,
ϕ = ϕ∞ ⊗ ϕ∞ とおいて, 定理 2.1の等式の両辺を計算すればよい).

(2) (1)の両辺の Fourier係数を計算して (軍司先生の原稿あるいは [34, 35]参
照), Siegel公式を導け.

2.2 仮定 1: 基本等式

H ′ がH の部分群であるとき, H(A)の保型形式 f のH ′ 周期を

PH′(f) =
∫

H′(F )\H′(A)

f(h)dh

により定義する. f が 0でないことを証明する一つの方法は, PH′(f) ̸= 0を証明す
ることである. H(A)の保型表現 (π, Vπ)は, ある f ∈ Vπ が存在して PH′(f) ̸= 0
であるとき, H ′により区別されると言い, PH′(π) ̸= 0と書く. 特別なクラスのH
とH ′に対して, H ′周期が保型L函数の特殊値と密接に関係することがある. 本章
では, seesaw pairの観点からそのような現象をやや公理的に議論してみたい. 後
の具体例に適用できるように詳しい設定は明かさず, 収束などの問題も論じない.

(π, Vπ) を G(A) の既約尖点的保型表現, (π∨, Vπ∨) を π の反傾表現とする.
Vπ∨ = Vπ と取ることができることに注意する. 以下の seesaw図式を考える.

G′ θϕ(1) = E(f (s)
ϕ )|s=s0

G ξ ∈ Vπ

Hθϕ(ξ)

H ′
1l

Q
Q

Q
Q

Q
Q´

´
´

´
´́

大域 seesaw等式を適用すれば, Siegel-Weil公式より

PH′(θϕ(ξ)) = ⟨θϕ(ξ), 1⟩H′

= ⟨ξ, E(f (s)
ϕ )⟩G|s=s0

= lim
s→s0

∫
G(F )\G(A)

ξ(g)E(f (s)
ϕ )(g)dg

が得られる. πのテータリフトの周期の研究は, Rankin-Selberg型のゼータ積分

Z(ξ∨, f (s)) =
∫

G(F )\G(A)

ξ∨(g)E(f (s))(g)dg (ξ∨ ∈ Vπ∨ , f (s) ∈ I(s))

の特殊値の研究に帰着される.

2.3 仮定 2: 積分表示の理論

Eisenstein級数の理論より, ゼータ積分 Z(ξ∨, f (s))は E(f (s))が正則である開部
分集合上収束し, 全平面上の有理型函数を定め, 函数等式

Z(ξ∨, f (s)) = Z(ξ∨,M(s)f (s))

を満たす. 更に以下を仮定する.
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(1) 純テンソル ξ = ⊗vξv と f (s) = ⊗vf
(s)
v に対して, 以下の Euler積を持つ:

Z(ξ∨, f (s)) =
∏
v

Zv(ξ∨v , f (s)
v ).

(2) 不分岐データ ξ∨0,v, f
(s)
0,v のゼータ積分は, ある L群の表現 r :LG → GLN (C)

に対して, πv の Langlandsの L因子を与える:

Zv(ξ∨0,v, f
(s)
0,v ) = L(s + 1/2, πv, r).

(3) 任意の F の素点 v, 任意の G(Fv)の既約許容表現 πv に対して, 局所ゼータ
積分は全平面に有理型解析接続を持ち, ある有理型函数 Γ(s, πv, ψv)が存在
して, 局所函数等式

Zv(ξ∨v , f (s)) = Γ
(
s + 1

2 , πv, ψv

)
Zv(ξ∨v ,Mv(s)f (s)) (ξ∨v ∈ π∨

v , f (s)
v ∈ Iv(s))

を満たす. ここで, Mv(s) : Iv(s) → Iv(−s)はM(s)と類似の絡作用素.

通常は簡単な Euler因子による修正項が (2)に混入するが, 以下では省く.
以上の仮定により, 悪い素点の集合 S に関して,

Z(ξ, f (s)) = LS
(
s + 1

2 , π, r
)∏

v Zv(ξv, f
(s)
v )

が成り立つ (Z(ξ, f (s))の函数等式は sと −sを結び付けるが, LS(s, π, r)の函数
等式は sと 1− sを結びつけることに注意する). ゼータ積分の解析を L函数の解
析に帰着させるには, 悪い素点でのゼータ積分を制御する必要がある. このため
には, 部分 L函数では上手くいかないので, 悪い素点での L因子を定義して, 完全
L函数を考える必要がある.

2.4 仮定 3: L因子, ε因子, γ因子

暫く F の素点 v を固定し, subscript v を省く. すなわち, F = Fv, G = G(Fv),
I(s) = Iv(s), π を Gの既約許容表現とする. 絡作用素M(s)の正規化M†(s)を
適当に定義し, γ 因子を函数等式の比例因子として定義する. すなわち,

Z(ξ∨,M†(s)f (s)) = γ
(
s + 1

2 , π, ψ
)
Z(ξ∨, f (s)).

γ因子の特徴付けは比較的容易である (正規化を上手く定義して,必要な条件を全て
満たすことを証明するのは容易ではないが). 例えば, πが誘導表現 IndG

P σの部分表
現である時の関係式 γ(s, π, ψ) = γ(s, σ, ψ)などのいくつかの性質により一意的に
決定される (Shahidiの理論 [33]や Lapidと Rallis [24]の “Ten commandments”
を参照). しかし, L因子と ε因子を定義する問題はより微妙である. K-有限な函
数 f (s) : G′ × C → Cは sに関して正則かつ任意の s ∈ Cに対して f (s) ∈ I(s)で
あるとき, I(s)の正則切断と呼ばれる. I(s)の切断 f (s)は正則切断 f

(s)
1 と f

(s)
2 が

存在して, f (s) = f
(s)
1 + M†(−s)f (−s)

2 と書けるとき, 良い切断と呼ばれる. 以下
の良い切断の特徴付けも知られている:
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命題 2.4 ([11, 42]). 以下の条件は同値.

• f (s) は良い切断.

• f (s) は ℜs ≥ 0で正則かつM†(s)f (s) は ℜs < 0で正則.

Tateの L因子の積を局所 Euler因子と呼ぶことにして, 以下を仮定する:

(1) πが既約であるとき, 局所Euler因子L(s, π)と単函数 ε(s, π, ψ)が存在して,
以下の性質を満たす.

• 任意の ξ∨ ∈ π∨ と任意の良い切断 f (s) に対して, Z(ξ∨, f (s))/L(s +
1/2, π)は整函数.

• 任意の s′ ∈ Cに対して, ある ξ∨ ∈ π∨ とある良い切断 f (s) が存在し
て, Z(ξ∨, f (s))/L(s + 1/2, π)|s=s′ ̸= 0.

• 任意の ξ∨ ∈ π∨ と切断 f (s) に対して次の函数等式が成り立つ:

Z(ξ∨,M†(s)f (s))
L

(
1
2 − s, π∨) = ε

(
s + 1

2 , π, ψ
) Z(ξ∨, f (s))
L

(
s + 1

2 , π
) .

(2) π が不分岐であるとき, L(s, π) = L(s, π, r). さらに ψ も不分岐ならば,
ε(s, π) = 1.

(3) 正規化されたゼータ積分を次のように定義する:

Z∗(ξ∨, f (s)) = Z(ξ∨, f (s))/L(s + 1/2, π).

任意の実部が非負の複素数s′に対して,射Z∗(s′) : (ξ∨, f (s′)) 7→ Z∗(ξ∨, f (s′))
は 0でない

HomG(π∨ ⊗ I(s′),C) ≃ HomG(I(s′), π)

の 0でない元を定める.

注意 2.5. (1) 次の関係式は基本的である:

ε(s, π, ψ) = γ(s, π, ψ)
L(s, π)

L(1 − s, π∨)
.

(2) 仮定 3(2)を帰結するには仮定 2(2)だけでは不十分であることに注意する.

(3) 定義より局所ゼータ積分の族と L因子の解析的性質は一致する. 従って, 保
型 L函数の解析的性質の解析がゼータ積分の解析に帰着される.

(4) 稠密な sに関して, dimHomG(π∨ ⊗ I(s′),C) ≤ 1を証明すれば, 仮定 2(3)
が導かれる. 詳しくは, [27]の Part B, §12の Bernsteinの原理を参照.

再び F を代数体, πを G(A)の既約尖点的保型表現とし, L函数と ε函数を

L(s, π) =
∏
v

L(s, πv), ε(s, π) =
∏
v

ε(s, πv, ψv)

により定義する. sの実部が十分大きいとき,無限積L(s, π)は絶対収束する. ε(s, π)
は実質的に有限積であり, ψの取り方によらない. さらに, 仮定より L(s, π)は全
平面上の有理型函数に解析接続され, 函数等式 L(s, π) = ε(s, π)L(1 − s, π)を満
たし, L(s, π)の極の集合は E(f (s))の極の集合に含まれる.
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2.5 仮定 4: ダイコトミー

簡単のために以下では, s0 = 0とする. 今までの議論より, ξ∨ = ⊗vξ∨v ∈ π∨ と
ϕ = ⊗vϕv ∈ S(X(A))に対して,

PH′(θϕ(ξ)) = L(1/2, π)
∏
v

Z∗
v (ξ∨v , f

(0)
ϕv

).

θ(π)がH ′ により区別されるためには, 以下の二条件が必要かつ十分である:

• (大域的条件) L(1/2, π) ̸= 0;

• (局所的条件) 任意の vに対して, Z∗
v (0)|Θv(1l) ̸= 0.

有用な判定条件を得るためには, 局所的条件を上手く解釈する必要がある. 局所
seesaw等式より

Z∗
v (0)|Θv(1l) ∈ HomG(Θv(1l), πv) ≃ HomH′(Θv(πv),C),

であるから, 局所的条件よりHomH′(Θv(πv),C) ̸= 0が従うことが分かる. この逆
が成り立つ場合を見るために, 次の二つの図式の存在を仮定する:

G′

G

H+

H ′
+

Q
Q

Q
Q

QQ´
´

´
´

´́
G′

G

H−

H ′
−

Q
Q

Q
Q

QQ´
´

´
´

´́

(H ′
+,H+)と (H ′

−,H−)は内部形式である. ϵ = ±に対して, H ′
ϵ(Fv)の表現 π

の G′(Fv)へのテータリフトを Θϵ
v(π)と書くと, 多くの場合に

Iv(0) = Θ+
v (1l) ⊕ Θ−

v (1l) (2.1)

が成り立つ. 故に

dim HomG(Iv(0), π) = dimHomG(Θ+
v (1l), π) + dimHomG(Θ−

v (1l), π)

= dimHomH′
+
(Θ+

v (π),C) + dimHomH′
−
(Θ−

v (π),C)

HomH′
+
(Θ+

v (π),C)かHomH′
−
(Θ−

v (π),C)のどちらか一方だけが 0でないとき, こ
のような現象はダイコトミーと呼ばれる.

2.6 Gross-Prasad的結論

以上の仮定の下, 次の結果が証明される:

定理 2.6. πを G(A)の既約尖点的保型表現とする.

(1) 以下の条件は同値である:

• PH′(θ(π)) ̸= 0;
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• L(1/2, π) ̸= 0かつ全ての素点 vで HomG(Θ(πv),C) ̸= 0.

(2) さらに, 以下の条件も同値である:

• ある内部形式 H0 と H ′
0 が存在して, π の H0 へのテータリフトは H ′

0

により区別される;

• L(1/2, π) ̸= 0.

Proof. Z∗
v (0)|Θϵ

v(1l) ∈ HomH′
ϵ
(Θϵ

v(π)より,

Z∗
v (0)|Θϵ

v(1l) ̸= 0 ⇒ HomH′
ϵ
(Θϵ

v(π),C) ̸= 0.

一方, (2.1)より Z∗
v (0)|Θ+

v (1l) ̸= 0または Z∗
v (0)|Θ−

v (1l) ̸= 0であるから, ダイコト
ミーより逆も成立する. 従って, (1)はこれまでの議論より明らかである.

(2.1)より直和分解

I(0) = R+ ⊕ R−, Rϵ = ⊕(ϵv)v :
Q

v ϵv=ϵΘϵv
v (1l).

が成り立つことが分かる. 絡作用素 M(s) は s = 0 で R− に −1 倍で作用する
ので (cf. 注意 2.7(2)), R− は Eisenstein 級数の中心値に寄与せず, ゼータ積分
の中心値にも寄与しない. H ′ の F 上の内部形式 H ′

i の自明表現の G′ へのテー
タリフトをΘH′

i
(1l)と書くと, Minkowski-Hasseの定理 (或いはその類似)により,

R+ = ⊕H′
i
ΘH′

i
(1l)が成り立つ. L函数の定義より

L(1/2, π) =
∑

i

Z(ξi, f
(s)
i )|s=0 =

∑
i

Z(ξi, f
(s)
ϕi

)|s=0 = PH′
i
(θϕi(ξi)).

従ってある iが存在して PH′
i
(θϕi(ξi)) ̸= 0. これが証明したいことであった.

注意 2.7. (1) θ(π)が H ′ により区別されるためには, HomH′(A)(Θ(π),C) ̸= 0
が必要である. 故に全ての F の素点 vでHomH′(Fv)(Θv(πv),C) ̸= 0である
ことが必要である.

(2) 正規化された絡作用素M†
v (s)は s = 0で, Θϵ

v(1l)に恒等写像もしくは−1倍
で作用し, 次の同値が容易に分かる:

HomH′
ϵ
(Θϵ

v(π),C) ̸= 0 ⇔ ε(1/2, π, ψv) = M†(0)|Θϵ
v(1l).

従って, HomH′
ϵ
(Θϵ

v(π),C) ̸= 0を満たす符合 ϵはルート数 ε(1/2, π, ψv)に
より特定できる. この現象はイプシロンダイコトミーと呼ばれる.

(3) L 函数の微分には, R− から来る Eisenstein 級数も寄与する. このような
Eisensetein級数は, 本稿のテータリフトの幾何的な類似物と考えられる算
術的テータリフトなどのより深い現象と関わりがある. 興味ある読者は [23]
などを参照.
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3 seesaw machineの応用

3.1 例 1: doubling seesawとRallis内積公式

doubling法は全ての古典群に適用可能だが、簡単のために本稿では, 奇数次直交
群の場合だけを記述する. F を代数体, (V, ( , ))を n次元二次形式付きベクトル
空間とし,

V � = V ⊕ V, V1 = V ⊕ {0}, V2 = {0} ⊕ V

とおく. 二次形式 ( , )� : V � × V � → F を次のように定義する:

(x + y, x′ + y′)� = (x, x′) − (y, y′) (x, x′ ∈ V1, y, y′ ∈ V2).

G = O(V )と G� = O(V �)をそれぞれ V と V � の直交群とする.
G(A)の既約尖点的保型表現 π の Sp2j へのテータリフトを θj(π)と書く. 以

下の結果が知られている:

定理 3.1 (Rallis [30]). (1) j ≥ nならば, θj(π) ̸= 0.

(2) θj(π) ̸= 0ならば, 任意の j′ ≥ j に対して, θj′(π) ̸= 0.

(3) j0 を θj0(π)が消えない最小の非負整数であるとき, θj0(π)は既約尖点的保
型表現である.

以下では, j = (n − 1)/2の場合を考え, H = Spn−1, H̃ = Mpn−1, θ(π) =
θn−1(π)とおき, 次の seesaw図形を考える.

G × G

G�

Sp(W )

Sp(W ) × Sp(W )

©©©©©©©HHHHHH

Weil表現 ωψ の G × H̃ への標準的な分裂に関する引き戻しを ωψ,V と書く (これ
は二次形式 ( , )に依存する). a ∈ F×に対して, ψa(x) = ψ(ax), aV = (V, a( , ))
とおく. ca ∈ GSp2n(n−1) が similitude因子 aを持つとき,

ωψa,V ≃ ωψ,aV ≃ ωca

ψ,V

である. 下記の seesaw machine

G × G ξ1 ∈ Vπ, ξ̄2 ∈ Vπ

G� E(f (s)

σ(ϕ1⊗ϕ̄2)
)|s=0

Sp(W )1l

Sp(W ) × Sp(W )θϕ1(ξ1)θϕ2(ξ2)

©©©©©©©HHHHHH

から (σは適当な部分 Fourier変換), 内積 ⟨θϕ(ξ), θϕ(ξ)⟩H を形式的に計算すると,

⟨θϕ(ξ), θϕ(ξ)⟩H = Z(ξ £ ξ, f
(s)

σ(ϕ⊗ϕ)
)|s=0.
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ここで, ξ ∈ Vπ, ξ∨ ∈ Vπ∨ , I(s)の正則切断 f (s) に対して, 次の積分を考えた:

Z(ξ £ ξ∨, f (s)) =
∫

G(F )×G(F )\G(A)×G(A)

ξ(g)ξ∨(g′)E((g, g′); f (s))dg1dg2.

以上の議論を正当化するためには, 積分の順序の入れ替えやジーゲル・ヴェイユ
公式の Eisenstein級数の収束域の外への拡張をする必要がある. 興味ある読者は,
Kudlaと Rallis による論文 [22], Wee Teck Ganと武田氏の論文 [6]あるいは筆者
の論文 [40, 41]を参照されたい. 直交群の場合には, 以下のようにWee Teck Gan
と武田氏により全ての場合に内積公式が拡張されている (他の群では, ある種の場
合にはジーゲル・ヴェイユ公式の拡張は知られていない):

V の特殊直交群の L群は, nが奇数のとき, Sp(n − 1,C) × Gal(F/F ), nが偶
数のとき, SO(n,C) o Gal(F/F )である. nが偶数かつ V の判別式体 E が F と
異なるとき, ϵ = diag[1, 1, . . . , 1,−1] ∈ O(n,C) \ SO(n,C)とすれば, ガロア群の
作用は Gal(E/F )を経由して, g 7→ ϵgϵ−1 により与えられる. それ以外の場合の
作用は自明である. nが奇数のとき, N = n − 1, nが偶数のとき, N = nとして,
std :LG → GLN (C)を標準的な準同型として, 標準 L函数を考える.
注意 3.2. (1) 非連結群 Gの L群は定義されていないことに注意する. Adams

[1]によると, Gの L群は nが奇数のとき, Sp(n−1,C)×Z/2Z×Gal(F/F ),
nが偶数のとき, O(n,C) o Gal(F/F )とするのが良いそうである.

(2) 同様の構成が ( , ) = 0, G = GL(V )の場合にも適用できるが, 得られる L
函数は Godement-Jacquetの L函数 (定義は [7]参照) と異なる.

P = {g ∈ G� | V △g = V △}を G� のジーゲル放物型部分群とする. 有限
coset分解 G�(F ) =

∏
i P (F )γi(G(F ) × G(F ))を使うと, 上の積分が∫

G(F )×G(F )\G(A)×G(A)

ξ(g)ξ∨(g′)
∑

γ∈P (F )\P (F )γi(G(F )×G(F ))

f (s)(γ(g, g′))dgdg′

の和に等しいことが分かる. main orbitの P (F )\G(F ) × G(F ) = G(F ) × e以外
の項は 0になることが分かるので, 結局

Z(ξ £ ξ∨, f (s)) =
∫

G(A)

⟨π(g)ξ, ξ∨⟩Gf (s)((g, e))dg

となる (詳しくは, [27]を参照). 同型 π ≃ ⊗vπv, π∨ ≃ ⊗πv, I(s) ≃ ⊗vIv(s)を適
当に固定する. ξv ∈ πv, ξ∨v ∈ π∨

v , f
(s)
v ∈ Iv(s)に対して,

Z(ξv £ ξ∨v , f (s)
v ) =

∫
G(Fv)

⟨πv(g)ξv, ξ∨v ⟩f (s)
v ((g, e))dg

とおく. πv が不分岐のとき不分岐データ ξv,0, ξ∨v,0, f
(s)
v,0 に対して,

Z(ξv,0 £ ξ∨v,0, f
(s)
v,0) = L(s, πv, std)⟨ξv,0, ξ

∨
v,0⟩bv(s)−1,

bv(s) =
[n/2]∏
j=1

ζv(2s + n + 1 − 2j).
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となる. 従って, ξ = ⊗vξv, ξ∨ = ⊗vξ∨v , f (s) = ⊗vf
(s)
v であるとき, S を悪い素点

の集合とすれば,

Z(ξ £ ξ∨, f (s)) =
∏
v∈S

Z(ξv £ ξ∨v , f (s)
v ) · LS(s, π, std)/bS(s).

γ 因子の理論は [24]を参照. L因子と ε因子に関しては [26, 11, 42]を参照.
以上により, L函数 L(s, π)の解析的性質 (有理型解析接続, 函数等式, 極の位

置)を Eisenstein級数の解析的性質から知ることができる.

命題 3.3 ([21, 42]). 無限積 L(s, π)は右半平面ℜs > n
2 で絶対収束し, 全平面上の

有理型函数に解析接続される. L(s, π)は有限集合X =
{
1− n

2 , 2− n
2 , . . . , n

2

}
\
{

1
2

}
に高々一位の極を持ち, 函数等式 L(s, π) = ε(s, π)L(1 − s, π)を満たす.

注意 3.4. GLN の標準 L函数と異なり, この L函数には極が存在する. 極の存在
理由はテータリフトの理論から説明することができる. 詳細は [22, 6, 42]などを
参照.

局所 seesaw等式より, 大域的なテータリフトが 0でないための局所的条件は

HomMpn−1
(Θ(πv) £ Θ(πv),C) ̸= 0

であり, これは πv の局所テータリフトが 0でないことと同値である. 各素点 vに
対して, sgnv : O(Vv) → µ2を直交群の determinant指標とする. 素点の有限集合
T に対して, sgnT =

∏
v∈T sgnv とする. T の位数が偶数であれば, sgnT は保型的

指標である. 任意の素点 vに対して,

L(s, πv ⊗ sgnv) = L(s, πv), ε(s, πv ⊗ sgnv, ψv) = ε(s, πv, ψv)

は容易に証明できるので, #T が偶数なら L(s, π ⊗ sgnT ) = L(s, π)である.
直交群の場合には, 以下のテータダイコトミーが証明されている.

定理 3.5 (Gan-Savin [5]). F を非アルキメデス体, πをGの既約許容表現とする.

Θ+(1l) = Θ(1l),

Θ−(1l) = Θ(1l) ⊗ sgn,

Θ+(π) = Θ(π),

Θ−(π) = Θ(π ⊗ sgn)

とおく. このとき, Θ+(π)かΘ−(π⊗ sgn)どちらか一方だけが 0ではない. さらに

Z∗(0)|Θϵ(1l) ̸= 0 ⇔ Θϵ(π) ̸= 0.

以上より仮定 1～4が全て確かめられたので, 以下の結論が従う.

定理 3.6 (cf. [41]). πを O(V )の既約尖点的保型表現とし, L(s, π)が整函数であ
るとする. このとき, 以下の条件は同値である:

• θ(π) ̸= 0;
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• L(1/2, π) ̸= 0かつ任意の素点 vに対して, θv(πv) ̸= 0;

• L(1/2, π) ̸= 0かつ任意の素点 vに対して, πv(−1) = ε(Vv)ε(1/2, πv).

L(1/2, π) ̸= 0ならば, 偶数個の素点の集合 T が存在して, θ(π ⊗ sgnT ) ̸= 0.

注意 3.7. 仮定の L函数が正則性から, θ(π)は尖点的であり, Rallis内積公式が適
用できる.

3.2 例 2: トーラス周期と L函数の中心値

B を代数体 F 上の四元数代数とし, Z ≃ F× を B の中心, (π, Vπ)を B×(A)の既
約尖点的保型表現とする. π の中心指標を χπ で表し, χπ = 1を仮定する. E を
F 上二次元の半単純代数とし, EがBに埋め込まれていると仮定する. すなわち,
ある B×の元 bが存在して, B = E ⊕Eb, T = E×は B×の極大トーラスである.
Waldspurger [38]は, f ∈ Vπ のトーラス周期

PT (f) =
∫

Z(A)T (F )\T (A)

f(t)dt

を研究している. O(B)を B のノルム形式の直交群, 次の seesaw図形

SL2 × SL2

SL2

O(B)

O(E) × O(Eb)

HHHHHHH©©©©©©

の similitude版

(GL2 × GL2)0

GL2

GSO(B)

(GSO(E) × GSO(Eb))0

HHHHHHH©©©©©©

を考える. ここで,

(GL2 × GL2)0 = {(g, g′) ∈ GL2 × GL2 | det g = det g′}

とおいた. (GSO(E) × GSO(Eb))0 も同様に定義する.
πを GL2(A)の既約尖点的保型表現とし, χπ = 1とする. GL2(A)の別の既約

保型表現 π′とGL2(A)のある誘導表現 I(s)の中心指標の積が自明であるとき, 次
のゼータ積分を考える:

Z(f, f ′; f (s)) =
∫

Z(A)GL2(F )\GL2(A)

f(g)f ′(g)E(f (s))(g)dg

(f ∈ Vπ, f ′ ∈ Vπ′ , f (s) ∈ I(s)).
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Jacquet [18]より, このゼータ積分はテンソル積M2(C) ⊗ M2(C) ≃ M4(C)が与
える四次元表現 r : GL2(C)×GL2(C) → GL4(C)に関するGL2 ×GL2の L函数
L(s, π × π′, r)を与える.
次の accidental同型

GSO(E) ≃ E×, GSO(B) ≃ B× × B×/{(z, z−1) | z ∈ F×}.

に関しては成田先生の原稿を参照. Jacquet-Langlands対応により, πと対応する
B×の保型表現を πB により表すとき (πB が存在しなければ, 形式的に πB = 0と
する), 後者の同型を使って,

θ(π) ≃ πB £ (πB)∨ ≃ πB £ πB

か成り立つ事実は良く知られている. 下記の seesaw machineより, ξ ∈ Vπ に対し
て, ある ξB

1 , ξB
2 ∈ VπB が存在して,

PT (ξB
1 )PT (ξB

2 ) = Z(ξ̄, E(f (s)
ϕ )|s=0; f

(s)
ϕ′ )|s=0

=
∏
v

Zv(ξ̄v, f
(0)
ϕv

; f (s)
ϕ′

v
)|s=0

= LS(1/2, π × θ(1l), r)
∏
v∈S

Zv(ξ̄v, f
(0)
ϕv

; f (s)
ϕ′

v
)|s=0

= L(1/2,BCE(π))
∏
v∈S

Z∗
v (ξ̄v, f

(0)
ϕv

; f (s)
ϕ′

v
)|s=0

が成り立つ. BCE(π)は πの GL2(E)への基底変換を表す.

(GL2 × GL2)0
E(f (s)

ϕ )E(f (s)
ϕ′ )|s=0

GL2 ξ ∈ Vπ

GSO(B)

(GSO(E) × GSO(Eb))01l

HHHHHHH©©©©©©

Weil表現や Siegel-Weil公式や基本等式の similitude群への拡張については,
[3]を参照. 以下のダイコトミーが知られている.

定理 3.8 (Tunnel, H. Saito [32]). F を局所体, GL2(F )の既約許容表現 πの局所
Jacquet-Langlands対応を πJL(存在しなければ πJL = 0とおく)と書くとすると

dim HomE×(π,C) + dimHomE×(πJL,C) = 1.

以上の議論によりWaldspurgerによる次の結果が得られる:

定理 3.9 (Waldspurger [38]). π を GL2(A)の既約尖点的保型表現とし, E を F
上二次の半単純な代数とする. 以下の条件は同値である:

• L(1/2,BCE(π)) ̸= 0;

• ある四元数代数 B ⊃ E に対して, f ∈ VπB が存在して PT (f) ̸= 0.
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さらに任意の E を含む四元数代数 B に対して, 以下の条件も同値である:

• PT (πB) ̸= 0;

• L(1/2,BCE(π)) ̸= 0かつ全ての素点 vで HomE×
v

(πBv
v ,C) ̸= 0.

実際の定理では, 周期の平方 PT (f)2 の値が明示的に計算されている. [13]や
Wee Teck Gan氏のノート [3]にも詳しい説明があるので, 参照されたい.

3.3 例 3: 三重積 L函数の中心値に関する Jacquet予想

(πi, Vπi) (i = 1, 2, 3)を GL2(A)の既約尖点的保型表現とし, χπ1χπ2χπ3 = 1を仮
定する. Bを代数体F 上の四元数代数とし, πB

i を 3.2節と同様に定める. fB
i ∈ πB

i

に対して, 三重双線形形式

I(fB
1 , fB

2 , fB
3 ) =

∫
Z(A)B×(F )\B×(A)

fB
1 (g)fB

2 (g)fB
3 (g)dg

を考える. r : GL2(C) × GL2(C) × GL2(C) → GL8(C)をテンソル積により定ま
る八次元表現とする. 次の結果は Jacquetに予想され, Harrisと Kudla [9, 10]が
証明した.

定理 3.10 (Jacquet予想→ Harris-Kudlaの定理). 上の設定の下, 以下の条件は
同値である:

• L(1/2, π1 × π2 × π3, r) ̸= 0;

• ある四元数代数 B に対して, fB
i ∈ VπB

i
が存在して I(fB

1 , fB
2 , fB

3 ) ̸= 0.

さらに, このような B は, 次の条件により一意的に決まる: 全ての素点 vで

HomB×
v

(πBv
1,v ⊗ πBv

2,v ⊗ πBv
3,v ,C) ̸= 0.

注意 3.11. (1) 定理 3.6のように, 定理 3.9や 3.10の局所的な条件もルート数に
より言い換えることができる. 詳しくは, 各文献を参照.

(2) 定理3.9と3.10は, Gross-Prasad予想 [8]の特別な場合である. Gross-Prasad
予想は, 市野氏と池田氏 [13]により精密化されている.

三重積 L函数 L(s, π1 ×π2 ×π3, r)の積分表示は, Garrett [4]により発見され,
Piatetski-Shapiroと Rallis [28]や池田保氏 [15, 16, 17], Ramakrishnan [31]によ
り詳しく研究され, L因子や ε因子も全ての素点で定義されている.
次のゼータ積分

Z(f1, f2, f3; f (s)) =
∫

Z(A)(GL2(F )3)0\(GL2(A)3)0
f1(g1)f2(g2)f3(g3)

× E(f (s))(g1, g2, g3)dg1dg2dg3 (fi ∈ Vπi , f (s) ∈ I(s))

は 2.3節と 2.4節の仮定を全て満たし, 三重積 L函数 L(s, π1 × π2 × π3, r)の積分
表示を与える. 次の seesaw machine
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GSp6
E(f (s)

ϕ )|s=0

(GL3
2)

0
f1, f2, f3

fB
1 , fB

2 , fB
3 (GSO(B)3)0

GSO(B)1l

Q
Q

Q
Q

Q
Q´

´
´

´
´́

より, fi ∈ Vπi に対して, ある fB
i ∈ VπB

i
が存在して,

I(fB
1 , fB

2 , fB
3 )2 = Z(f̄1, f̄2, f̄3; f

(s)
ϕ )|s=0

=
∏
v

Zv(f̄1,v, f̄2,v, f̄3,v; f (s)
ϕv

)|s=0

= L(1/2, π1 × π2 × π3, r)
∏
v∈S

Z∗
v (f̄1,v, f̄2,v, f̄3,v; f (0)

ϕv
)|s=0

が成り立つ. 仮定より (π1 ⊗ π2 ⊗ π3)∨ ≃ π1 ⊗ π2 ⊗ π3 に注意する. Weil表現や
Siegel-Weil公式や基本等式の similitude群への拡張については, [9]を参照. 次の
ダイコトミーは Prasad [29]により証明されている.

定理 3.12 (D. Prasad [29]). F を局所体, B を F 上の四元数体, 任意の GL2(F )
の既約許容表現の三つ組 (π1, π2, π3)に対して

dimHomGL2(F )(π1 ⊗ π2 ⊗ π3,C) + dimHomB×(πB
1 ⊗ πB

2 ⊗ πB
3 ,C) = 1.

以上を組み合わせれば, 定理 3.10が得られる.
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Math. 113 (1965) 1–87.

[40] S. Yamana, On the Siegel-Weil formula: The case of singular forms, Compos.
Math. 147 (2011) 1003–1021.

[41] S. Yamana, On the Siegel-Weil formula for quaternionic unitary groups, Am. J.
Math. (to appear)

[42] S. Yamana, L-functions and theta correspondence for classical groups, (preprint)

289



Theta対応に現れる Cohomological表現

早田孝博 (山形大学)

1 導入

この小文では「コホモロジカル表現」,「導来関手加群 (derived functor module)」,「エー・キュー・

ラムダ (Aq(λ))」などと呼ばれている実半単純リー群の表現の定義を Knapp-Voganの教科書

[KV] Anthony W. Knapp and David A. Vogan, Jr. Cohomological induction and unitary representa-

tions, volume 45 of Princeton Mathematical Series. Princeton University Press, Princeton, NJ,

1995.

に従って行うことが目的である (§2, §3). これは保型形式論によく現れる正則離散系列表現を含む

表現のクラスである. Aq(λ)については,もともと

[VZ] David A. Vogan, Jr. and Gregg J. Zuckerman. Unitary representations with nonzero cohomol-

ogy. Compositio Math., 53(1):51–90, 1984.

が初期の論文であり,ここで Aq(λ)は有限次元表現係数のリー環の相対コホモロジーが消えない表

現として定義された. この論文は読みやすく,実用上も十分なものである. 一方 [KV]においては,ま

ず (g,K)-加群のカテゴリー C(g,K)上のいくつかの導来関手を定義し, いろいろな誘導がこれで説

明されることを示している. そのうちのひとつが,コホモロジカル・インダクションで,特に θ-stable

放物型部分対 (q, L ∩ K)の一次元表現からの誘導表現が Aq(λ)であると構成的に定義している. ま

た必要な基礎知識が Appendixに網羅されていて詳しい. イントロでコホモロジカルな表現を巡る

歴史にも触れており,この分野に関する一通りの概観が得られる.

§4では改めて離散系列表現を導入する. これは結果的には導来関手加群の特別な場合になる. こ

れは

[Kn] Anthony W. Knapp. Representation theory of semisimple groups, volume 36 of Princeton

Mathematical Series. Princeton University Press, Princeton, NJ, 1986. An overview based on

examples.

によった.

§5では, Aq(λ)の例として Sp(2,R)の場合を計算した。θ-stable放物型部分リー環 qの分類や付

随するルートデータを計算し,表現の不変量である無限小指標や極小 K-タイプなどをリストアップ

してある。
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§6では, Aq(λ)が現れる例として, Jian-Shu Liの論文

[Li] Jian-Shu Li. Theta lifting for unitary representations with nonzero cohomology. Duke Math.

J., 61(3):913–937, 1990.

に従い, Sp(2,R)における Howe対応をとりあげた. この論文では,十分レギュラーな離散系列表現

に Howe 対応で対応する表現は Aq(λ) であることを示している. 方針としては、実形によらず g-

加群としてのみで決まるという無限小指標の対応 [Pr2]および片側コンパクトの場合に帰着させて

K-タイプの対応 [松本 2]を見ることにより, Voganの一意性定理から像が Aq(λ)であることを結論

付けている. 「十分レギュラー」という条件がついているのは,行先の Aq(λ)の正値条件をみたす必

要があったからである (この正値条件も後述する 19◦ より強い). だから §6の表は完全なものでは
なく実際にもうすこし条件を緩められ、Aq(λ)は正値条件を満たさない場合でも,例えば「離散系列

の極限」のような既約なユニタリ表現になることがある. (Sp,O)の Howe対応のこの場合も計算し

たものに片側コンパクトのとき [西山],一般には [P]に記述されている.

リー環のコホモロジーについてはこの記事では触れなかったが, [BW] が成書であり, 一読を薦

める.

全体を通してリー環論,実リー群の表現の用語は [KV]のものを使用したが,標準的なものだと信

じる. この記事がこの分野の学習の一助になれば幸いである.

2 コホモロジカル・インダクション

1◦. gを複素リー環, K をコンパクト・リー群とする. 次の三条件

1. K のリー環の複素化は gの部分リー環である. すなわち k := Lie K ⊗ C ⊂ g.
2. K の g上の作用は k上の随伴作用 AdK の延長になっている (同じ記号で書く. )

3. d(AdK(K)) = ad(k) ⊂ ad(g)

を満たすとき,対 (g,K)と記述する.

2◦. 二つの対 (h, L), (g,K)に対し対の射 ι : (h, L)→ (g,K)とはリー環の準同型 ιalg とリー群の準同

型 ιgp の対 ι = (ιalg, ιgp)であって

1. ιalg|l = d ιgp

2. ιalg ◦ AdL(l) = AdK(ιgp(l)) ◦ ιalg (l ∈ L)

を満たすものと定義する.

3◦. 対 (g,K) に対し, C(g,K) を次の条件を満たす対象 V たちから成るカテゴリーであると定義

する.

1. V は局所 K-有限な K-加群である.

2. V は g-加群であって, X ∈ g, k ∈ K, v ∈ V のとき, k(Xv) = (Ad(k)X)kvが成りたつ.
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3. X ∈ kの微分作用は X ∈ gとしての作用と一致する.

一般に K-加群 V に対し, VK = {v ∈ V | dimC K · v < ∞}を K-有限ベクトルのなす空間とする. する

と 1の条件は VK = V と書ける.

4◦. 対 (g,K)に対し, U(g)を普遍包絡環, R(K)を K 上の K-有限ディストリビューションのなす集

合とするとき,次で定義される R(g,K)をヘッケ環という.

R(g,K) := U(g) ⊗U(k) R(K) ' R(K) ⊗U(k) U(g)
= U(g) ⊗C R(K)/〈X · w ⊗ T − X ⊗ w ∗ T 〉X∈U(g),w∈U(k),T∈R(K)

R(g,K)が K-有限性から擬単位元を持つので R(g,K)は一意に C空間になり,両側 K-有限な環にな

る. C(g,K)は左 R(g,K)加群のカテゴリーと同値になる. すなわち

Homg,K(V,W) = HomR(g,K)(V,W)

5◦. ι : (h, L)→ (g,K), Z ∈ C(g,K)に対し,忘却型関手 F = Fh,L
g,K : C(g,K)→ C(h, L)を

1. F(V) = V

2. r · v = ι(r) · v r ∈ R(h, L)

で定義する. F は完全共変関手 (exact covariant functor)になる.

6◦. 関手 P = Pg,K
h,L : C(h, L)→ C(g,K)を

1. P(V) = R(g,K) ⊗R(h,L) V

2. r ∈ R(g,K)に対し, r(ω ⊗ v) = (rω) ⊗ v

で定義する. Pは右完全共変関手 (right exact)になる.

7◦. 関手 I = Ig,K
h,L : C(h, L)→ C(g,K)を

1. I(V) = HomR(h,L)(R(g,K),V)K

2. (rφ)(x) := φ(xr) φ ∈ I(V), r, x ∈ R(g,K)

で定義する. I は左完全共変関手 (left exact)になる.

8◦. 命題. h ⊂ gのとき, Pg,K
h,K , Ig,K

h,K は完全である.

9◦. V ∈ C(h, L)の射影分解

· · · → X j → X j−1 → · · · → X0 → V → 0 (完全)

を考える. このとき関手 Pによって得られる C(g,K)の列

· · · → P(X j)
∂ j−1→ P(X j−1)→ · · · → P(X0)→ 0

を考えたとき, Pの導来関手 P j を P j(V) = Ker(∂ j−1)/ Im(∂ j)で定義する. P0(V) = P(V)である. 同

様に入射分解から左完全な I に対し,その導来関手 I j(V)が定義される.
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10◦. gの実形を g0 とする. すなわち g0 ⊗ C = g. また g0 には θ : g0 → g0 対合と非退化二次形式
〈·|·〉 : g0 × g0 → Rが付随しているとする. 次の条件を満たすとき,対 (g,K)は簡約対 (reductive pair)

であると定義する.

1. 〈·|·〉の gへの拡張は Ad(K)-不変,また ad(g)-歪対称である.

2. Lie(K) = k0 = g0(θ; 1)が成りたつ. また, p0 = g0(θ;−1)とおくと, g0 = k0 + p0 である. このと

き k0, p0 はそれぞれ負定値,正定値である.

3. p0 ⊥ k0 である.

11◦. 簡約対 (g,K)に対し, h0 ⊂ g0 を θ-stableカルタン部分リー環とする. すなわち θ(h0) = h0. (複

素)放物型部分リー環 qのレビ分解を q = l+ uとする. qが, θq = qかつ l ⊃ hを満たすとき, θ-stable

放物型部分リー環と呼ぶ. θ-stableという性質から lは実形 l0 ⊂ g0 をもつ. L∩ K はリー環 l0 ∩ k0 を
持つコンパクト部分群である. このとき対 (q, L ∩ K)は 1◦ を満たし,特に, (θ-stable)放物型部分対

と呼ぶ. また対 (l, L ∩ K)は簡約対になる.

12◦. t0 = h ∩ k0, a0 = h ∩ p0 と定める. ∆(g, h), ∆(k, t), ∆(l, h)などでそれぞれのルート系を定める.

δG, δc, δL でそれぞれ, g, k, lの正ルートの半分和を表わす. また ∆(u)で uに含まれるルートを表わ

し, δ(u)でその半分和を表わす. λ ∈ h∗ に対し,
√
−1t0 + a0 上の値を実と定めることにより, Re(λ)が

定義される.

13◦. Z ∈ C(l, L ∩ K)に対し, Z# = Z ⊗C ∧topuとおく. (l, L ∩ K)加群として ∧topu ' C2δ(u) である.

Z のコホモロジカル・インダクション L j, R j を以下のように定義する.

L j(Z) :=
(
Pg,K
g,L∩K

)
j
◦ Pg,L∩K
q̄,L∩K ◦ F q̄,L∩K

l,L∩K (Z#)

R j(Z) :=
(
Ig,K
g,L∩K

) j ◦ Ig,L∩K
q,L∩K ◦ Fq,L∩K

l,L∩K (Z#)

ただし, q̄ = l + ūは逆向き放物型リー環 (opposite)を表す. このとき,

L j(Z),R j(Z) : C(l, L ∩ K)→ C(g,K)

は共に共変関手になる.

14◦. 消滅定理 [KV, 5.35]. S := dimC(u ∩ k)とおく. j > S であれば, L j(Z) = R j(Z) = 0.

15◦. [Kn, §VIII.5]. WG をワイル群とする. U(g)の中心 Z(g)は Harish-Chandra写像

γg : Z(g)→ U(h)WG

により, U(h)のWG により固定される元全体と同型になる. よって χ : Z(g)→ Cは,ある λ ∈ h∗/WG

により,
χ(z) = χλ(z) = λ(γg(z)) (z ∈ Z(g))

と表される. V ∈ C(g,K)上 Z(g)がスカラー χλ で作用するとき, V は無限小指標 χλ (あるいは単に

λ)を持つという.

16◦. g0 はある実リー群 Gのリー環であるとすると L ⊂ Gとなるが,このとき,
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条件 (5.7) 「Lは Gの既約連結成分すべてと交わる」

と設定する.

17◦. 定理 [KV, 5.25]. 条件 (5.7) を仮定する. Z ∈ C(l, L ∩ K) が無限小指標 λ を持つとき, L j(Z),

R j(Z) ∈ C(g,K)は無限小指標 λ + δ(u)を持つ.

18◦. 定理 [KV, 5.99]. 条件 (5.7) を仮定する. また Z ∈ C(l, L ∩ K) が無限小指標 λ を持ち, かつ

admissibleであるとする. さらに条件

〈Re λ + δ(u) | α〉 ≥ 0 (α ∈ ∆(u))

を満たすならば, 0 ≤ j < S に対し, L j(Z) = R j(Z) = 0 であり, さらに (零かもしれないが)

LS (Z) ' RS (Z)が成りたつ.

19◦. 定理 [KV, 8.2]. 条件 (5.7)を仮定する. また Z ∈ C(l, L∩ K)が無限小指標 λを持つ admissible

な既約 (l, L ∩ K)加群であるとする. λが正値条件

正値条件 〈Re λ + δ(u) | α〉 > 0 (α ∈ ∆(u))

を満たすならば, LS (Z) ' RS (Z)であり,かつこれらは零でない既約 (g,K)-加群になる.

3 Aq(λ)

§2に加えて,以下の設定を行う. Gを連結な簡約実リー群とし, K をその極大コンパクト部分群と

する. また, t0 を k0 の極大可換部分リー環とし, hを tを含む θ-stableカルタン部分代数とする. 前 §
に従って,簡約対 (g,K)および放物型部分対 (q, L ∩ K)を考える. ∆(u)が正になるように ∆(g, h)の

正系を定める. 連結にとったので,条件 (5.7)は満たされる.

20◦. Z ∈ C(l, L ∩ K)として,最高ウェイト λ ∈ h∗ が 〈λ | ∆(l, h)〉 = 0をみたす 1次元 (l, L ∩ K)加

群 Cλ をとる. Cλ は無限小指標 λ + δL を持つ. このとき,

Aq(λ) := LS (Cλ), Aq(λ) := RS (Cλ)

と定義する.

21◦. 系 [KV, 5.109]. 上の条件のもと,

1. Aq(λ)は無限小指標 λ + δG を持つ.

2. λが正値条件
〈Re λ + δ(u) | α〉 > 0 (α ∈ ∆(u))

を満たすならば, Aq(λ) ' Aq(λ)は既約かつ非零になる.

22◦. (g,K)加群 V において, K-加群としての V に現れる K の既約表現を K-タイプという. 最高

ウェイトが µ ∈
√
−1t∗0 の K-タイプが極小 K-タイプであるとは,

√
〈µ + 2δc | µ + 2δc〉が極小である,

と定義する.

23◦. 定理 [KV, 9.70,10.24]. 上の条件のもと,
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1. λ|t0 が実, λ|a0 が純虚ならば,ユニタリ化可能.

2. Aq(λ) の K-タイプの最高ウェイトは λ をワイル元で動かしてうまく ∆(k, t) に関して正にと

ることにより,
λ + 2δ(u ∩ p) +

∑
α∈∆(u∩p)

nαα (nα ∈ Z≥0)

の形で表される. 特に極小 K-タイプは λ + 2δ(u ∩ p)の最高ウェイトを持つ.

24◦. 注意. 23◦ の K-タイプの公式は u ∩ pにのみ依存している. したがって二つの異なる q, q′ で

あっても u ∩ pが同じであれば Aq(λ) ' Aq′(λ)である.

4 離散系列表現

記号,設定などは §3を引き継ぐ. ただし Gの中心はコンパクトと仮定する.

25◦. G の既約ユニタリ表現 D に対し K-有限ベクトル全体 DK は (g,K) 加群である. v,w ∈ DK ,

x ∈ Gに対しユニタリ内積に関しての行列係数 〈x · v,w〉が G上の二乗可積分関数であるとき, Dを

離散系列表現という. (g,K)加群 DK も乱用して離散系列表現と呼ぶ.

26◦. 離散系列表現の存在定理 [Kn, 12.20]. 離散系列 (g,K)加群が存在する必要十分条件は G が

コンパクトカルタン部分群を持つことである. すなわち h = t.

27◦. 25◦ のもと,「ランク条件 h = t」を,以下仮定する.

28◦. 定理 [Kn, 9.20]. µ ∈ (
√
−1h)∗ を固定する. µ > 0となるような正系をとる. Λ = µ+ δG − 2δc

が K の最高ウェイトの生成する格子に入ると仮定する. もし µが非特異ならば,つまり,ワイルの壁

にのっていないならば次の三条件で特徴付けられる離散系列 Dµ が一意に存在する.

1. Dµ の無限小指標は µである.

2. Dµ はただひとつの極小 K-タイプ Λを重複度 1で持つ.

3. Dµ の K-タイプは
Λ +

∑
α∈∆(p), α>0

nαα (nα ∈ Z≥0)

の形に表される.

29◦. WG, WK をそれぞれ G, K のワイル群とする. このとき Dµ ' Dµ′ となるのは µ = wµ′ となる

w ∈ WK が存在するときに限る. このことと 15◦ により,特に,同じ無限小指標 µを持つ互いに同型

でない離散系列は |WG/WK |個存在する.

30◦. 離散系列 Dµ において, µを Harish-Chandraパラメータという. また, Λを Blattnerパラメー

タという.

一般に, V ∈ C(g,K) の無限小指標を HC = HC(V) と表し, 極小 K-タイプを BL = BL(V) と

表すことにする. すると HC(Dµ) = µ, BL(Dµ) = Λ である. また, HC(Aq(λ)) = λ + δG (21◦),

BL(Aq(λ)) = λ + 2δ(u ∩ p) (23◦)である.
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31◦. 例: G = SL(2,R) とする. K = S O(2) であり τk(

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ

) = eikθ とおく. δG = 1 であ

る. 同じ無限小指標 µを持つ離散系列表現は |WG/{1}| = 2個ある. k ≥ 2として

D+k−1 =
⊕
l∈Z≥0

τk+2l, D−k−1 =
⊕
l∈Z≥0

τ−k−2l,

0
b

τk
b

τk+2
b

τk+4
b

D+k−1

を考えると HC(D±k−1) = ±(k − 1), BL(D±k−1) = ±kとなる. (無限小指標を (k − 1)と書いても −(k − 1)

と書いてもワイル群で同値なので指標としては変らないのだが、28◦ により、HCは正系を考慮し

たものにしている.)

32◦. 例: G = Sp(2,R)とする. K ' U(2)となる. rank(G) = rank(K)より G はランク条件 を満し

離散系列表現を持つ. |WG/WK | = 4である. G は C2-ルート系 {±(e1 ± e2),±2e1,±2e2}を持つ. コン

パクト正ルートを e1 − e2 と固定する. (k1, k2)→ k1e1 + k2e2 で R2 と (
√
−1h)∗ を右図のように同一

視する. 最高ウェイト Λ = (Λ1,Λ2)の K-タイプは symΛ1−Λ2 ⊗ detΛ2 になる.

(I). µ = (µ1, µ2) ∈ Iのとき, δG = (2, 1), δc = (1/2,−1/2)より

Λ = (µ1 + 1, µ2 + 2).

(II). µ = (µ1, µ2) ∈ IIのとき, δG = (2,−1), Λ = (µ1 + 1, µ2).

(III). µ = (µ1, µ2) ∈ IIIのとき, δG = (1,−2), Λ = (µ1, µ2 − 1).

(IV). µ = (µ1, µ2) ∈ IVのとき, δG = (−1,−2), Λ = (µ1 − 2, µ2 −
1).

regular
dominant
integral

bc

bcbc

bc

bcbc

bc bc

I

II

IIIIV

33◦. 定理 [KV, 11.178]. ランク条件 のもと, Aq(λ) は q がボレル部分群 b であるとき, つまり

h = lであるとき離散系列 (g,K)加群になる. またすべてのボレル部分群を動かすことにより離散系

列は Ab(λ)で尽される.

5 Sp(2,R)の導来関手加群

ここでは G = Sp(2,R)とする. ランク条件 が成立しているので, h = tである. 32◦ の設定を継続

し (
√
−1h)∗ は R2 と同一視する. 23◦(2)より, ∆(k, h)の正系は固定してよい.

34◦. θ-stable放物型部分リー環 qは次のようにして得られる. α ∈ ∆(g, h)に対し, gα をルート空間

とする. ∆(k, h)の正系に関して非負な ξ ∈ (
√
−1h)∗ をとる毎に次のように qを構成する.

q = l + u (複素)

l = h +
∑

α∈∆(g,h), 〈α,ξ〉=0

gα, u =
∑

α∈∆(g,h), 〈α,ξ〉>0

gα

実際は ξ が同じワイルの部屋,または境界成分に入っていると同じ qを定める. 特に ξ = 0のとき,

q = gとなる. 35◦∼ 44◦ により Sp(2,R)の θ-stable放物型部分リー環 q = l + uはすべて尽くされる.
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35◦.
q = Q3,0

(0)

L = K, l = k

u = g(2,0) + g(1,1) + g(0,2) = p+

δG = (2, 1)

δ(u ∩ p) = (
3
2
,

3
2

)

×
ξ

36◦.
q = Q3,0

L = T, l = t

u = p+ + g(1,−1)

δG = (2, 1)

δ(u ∩ p) = (
3
2
,

3
2

)

×ξ

37◦.

q = Q2,0

l = t + g(0,2) + g(0,−2)

L ' U(1) × Sp(1,R)
u = g(2,0) + g(1,1) + g(1,−1)

δG = (2, 1)

δ(u ∩ p) = (
3
2
,

1
2

)

×ξ

38◦.

q = Q2,1

L = T, l = t

u = g(2,0) + g(1,1)

+ g(0,2) + g(1,−1)

δG = (2,−1)

δ(u ∩ p) = (
3
2
,−1

2
)

×
ξ

39◦.

q = Q1,1

l = t + g(1,1) + g(−1,−1)

L ' U(1) × SL(2,R)
u = g(2,0) + g(1,−1) + g(0,−2)

δG = (2,−1)
δ(u ∩ p) = (1,−1)

×
ξ

40◦.

q = Q1,2

L = T, l = t

u = g(2,0) + g(1,−1)

+ g(0,−2) + g(−1,−1)

δG = (1,−2)

δ(u ∩ p) = (
1
2
,−3

2
)

×
ξ

41◦.

q = Q0,2

l = t + g(2,0) + g(−2,0)

L ' Sp(1,R) × U(1)
u = g(0,−2) + g(1,−1) + g(−1,−1)

δG = (−1,−2)

δ(u ∩ p) = (−1
2
,−3

2
)

×ξ

42◦.
q = Q0,3

L = T, l = t

u = p− + g(1,−1)

δG = (−1,−2)

δ(u ∩ p) = (−3
2
,−3

2
)

×
ξ
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43◦.

q = Q0,3
(0)

L = K, l = k

u = g(0,−2) + g(−1,−1) + g(−2,0)

= p−

δG = (−1,−2)

δ(u ∩ p) = (−3
2
,−3

2
) ×

ξ

44◦.
q = Q0,0, l = g, L = G

×ξ

45◦. 次に, Sp(2,R) の Aq(λ) を求める. 都合上 λ := AQ(Aq(λ)) と定める. Cλ は L の一次元表現

であり, 〈λ | ∆(l, h)〉 = 0 であった (20◦). λ が正値条件 を満たすときそれぞれの θ-stable q の Aq(λ)

の無限小指標 (白丸), 極小 K- タイプ (黒丸) および K-タイプの最高ウェイト格子上の分布 (斜線

部) を, 46◦∼ 49◦ に, 図示した. なお, 24◦ より, q = Q3,0
(0) のときは q = Q3,0 と, q = Q0,3

(0) のときは

q = Q0,3 と同じ Aq(λ) を与える. また, q = Q0,0 = g のときは単位表現になる. さらに q = Qi, j と

Q j,i は互いに反傾関係であるため, R2 内の各パラメータは (x, y) 7→ (−y,−x)で読みとることができ

る (46◦,47◦,48◦). 49◦ は自己双対的である。

46◦. q = Q3,0 のとき,

AQ : λ = (λ1, λ2), λ1 ≥ λ2 ≥ 0
HC : λ + (2, 1)
BL : λ + (3, 3)

Aq(λ) : 正則離散系列表現
×

bc

b

47◦. q = Q2,0 のとき,

AQ : λ = (λ1, λ1), λ1 ≥ −1
HC : λ + (2, 1)
BL : λ + (3, 1)

Aq(λ) : ユニタリ最高ウェイト表現

×

bc b

48◦. q = Q2,1 のとき

AQ : λ = (λ1, λ2), λ1 ≥ −λ2 ≥ 0
HC : λ + (2,−1)
BL : λ + (3,−1)

Aq(λ) : 大離散系列表現

×

bc b

9

298



49◦. q = Q1,1 のとき,

AQ : λ = (λ1,−λ1), λ1 ≥ −1
HC : λ + (2,−1)
BL : λ + (2,−2)

Aq(λ) : non-tempered表現

×

bc

b

6 Sp(2,R)の Howe対応

50◦. Howe対応の記号を整理する. Howe対応については [松本 2]を参照のこと. G1,G2 ⊂ Spを

dual pairとし, (ω,P)を Spの Fockモデル (=Weil表現の (g,K)-加群)とする.

R(gi, K̃i,P) = {V : 既約 (gi, K̃i)加群 | V は Pの商加群 }

で定義すると, Howe対応 V2 = θ(V1)とは次の全単射である.

θ : R(g1, K̃1,P) 3 V1 ↔ V2 ∈ R(g2, K̃2,P): 全単射

by V1 ⊗ V2 ∈ R(g1 + g2, K̃1 · K̃2,P)

ここでは,片側が Sp(2,R)の場合の Howe対応をここまで用意したパラメータを利用して記述す

る. “even case”のとき,

G1 = O(4), O(2), O(2, 2), G2 = Sp(2,R),

の dual pairを考える. また, S O0(3, 2) ' Sp(2,R)とみることができるので

G1 = S̃L(2,R), G2 = O(3, 2)

の dual pairを考える. この場合に, [Li, 6.2]を適用する.

51◦. G1 = O(4), G2 = Sp(2,R)のとき. V1 は有限次元表現. V2 = θ(V1)は正則離散系列表現になる.

V1 of O(4) V2 of Sp(2,R)

HC (a1, a2) (a1, a2)
(a1 > a2 ≥ 1)

BL (a1 − 1, a2) (a1 + 1, a2 + 2)
AQ (a1 − 2, a2 − 1)
q Q3,0

52◦. G1 = O(2), G2 = Sp(2,R)のとき. V1 は二次元既約表現. V2 は離散系列ではないユニタリ最
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299



高ウェイト表現になる.
V1 of O(2) V2 of Sp(2,R)

HC a1 (a1, 1)
(a1 ≥ 2)

BL a1 (a1 + 1, 1)
AQ (a1 − 2, 0)
q Q2,0

53◦. G1 = O(2, 2), G2 = Sp(2,R)のとき. V1 は HCが (a, b)の「正則離散系列表現」であって、そ

の極小 K-タイプは 4次元既約表現 IndK1
K◦1
τa+1 � τb となるもの (31◦)である. V2 = θ(V1)は大離散系

列表現になる.
V1 of O(2, 2) V2 of Sp(2,R)

HC (a, b) (a,−b)
(a > b ≥ 1)

BL (a + 1, b) (a + 1,−b)
AQ (a − 2, 1 − b)
q Q2,1

54◦. G1 = S̃L(2,R), G2 = Sp(2,R) ∼ S O0(3, 2) ⊂ O(3, 2)のとき. V1 は「genuine」な離散系列表現,

V2 = θ(V1)はパラメータによって,「スカラー」正則離散系列または non-temperedな Aq(λ)になる.

V1 of S̃L(2,R) V2 of Sp(2,R)

HC a − 1/2 (a,−a + 1)
(a ≥ 2)

BL a + 1/2 (a,−a)
AQ (a − 2, 2 − a)
q Q1,1

V1 of S̃L(2,R) V2 of Sp(2,R)

HC −b + 1/2 (b, b − 1)
(b ≥ 2)

BL −b − 1/2 (b + 1, b + 1)
AQ (b − 2, b − 2)
q Q3,0

(0)
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二つの楕円保型形式から重さ半整数 Siegel 保型形式

へのリフト∗

林田秀一
(大阪大学インターナショナルカレッジ)

0 要旨

0.1 内容

kを自然数としたとき、重さ 2k − 2と重さ 2k − 4の楕円保型形式から重さ k − 1
2 の次

数 2 のジーゲル保型形式へのリフトが、伊吹山-林田 [HI 05] で予想されていた。特にこ

のリフトの行き先のジーゲル保型形式は、次数 2のプラス空間に属する。ここで、プラス

空間とは、Kohnen plus 空間の高次元への拡張であり、レベル 1に相当する空間である。

（普通、重さ半整数のジーゲル保型形式を考える場合は、レベルが 4で割り切れる必要が

あるが、プラス空間は部分空間であり、ニューホームの空間にあたる空間である。）

このリフトの予想を部分的 (k が偶数で、かつ構成したジーゲル保型形式が消えないと

いう仮定の下) に証明したので、この論説ではその証明について解説を行いたい。

0.2 証明の方針

２つの楕円保型形式から次数２の重さ半整数のジーゲル保型形式を構成する方法は、重

さ半整数の場合での宮脇-池田リフト (cf. 池田 [Ik 06]) の構成の類似により与えられる

（この構成法は池田保氏のご指摘による）。構成には、Duke-Imamoglu-伊吹山-池田リフ

ト (以下、池田リフトと略す)、フーリエ・ヤコビ展開、指数 1のヤコビ形式と重さ半整数

のジーゲル保型形式との対応、の３つを用いる。この構成した重さ半整数のジーゲル保型

形式が、ヘッケ作用素の同時固有関数となるという事実を、マース関係式を一般化するこ

とにより証明する。つまり、次数 3の重さ半整数のジーゲル保型形式に対し、フーリエ・

∗ 第 19回整数論サマースクール 2011年 9月 9日 報告集原稿。
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ヤコビ係数の間の関係式を示す。

謝辞：オーガナイザーの軍司圭一さん、成田宏秋さんには、講演の機会を頂き、またサ

マースクールの期間を通じて大変お世話になりました。深く感謝いたします。

1 マース関係式

1.1 ヤコビ形式とマース関係式

ジーゲル保型形式の定義については、報告集の軍司 [Gu 11a]を参照されたい。楕円保

型形式から次数 2 のジーゲル保型形式へのリフトで斎藤・黒川リフトというのがある。

H. Saito と N. Kurokawa[Ku 78] により独立に予想され、H. Maass、A. Andrianov、D.

Zagier (cf. [EZ 85])により証明が与えられた。そのリフトは、間に重さ半整数の一変数

保型形式の空間と指数 1 のヤコビ形式の空間を経由することにより証明が与えられてい

る。記号で書くと次の通りである。k を偶数とすると、次の３つの同型を得る

S2k−2(SL(2,Z)) ∼= S+
k− 1

2

(Γ
(1)
0 (4)) ∼= J

(1) cusp
k,1

∼= SMaass
k (Sp(2,Z))

ここで、S+
k− 1

2

(Γ
(1)
0 (4)) は、重さ k の Kohnen プラス空間で、J (1) cusp

k,1 は次数 1 かつ

指数 1 で重さ k のヤコビ尖点形式の空間 (ただしレベルは 1)、更に、SMaass
k (Sp(2,Z))

はマース空間である。それぞれの空間の定義については、報告集の坂田 [Sk 11]、高瀬

[Tk 11]、伊吹山 [Ib 11] などを参照されたい。特に、上記の３つの同型写像はそれぞれの

空間のヘッケ作用素の作用と可換である。(ただし、一番左の志村対応は、kが奇数でも成

り立つ。)

マース関係式とは、次数 2 のジーゲル保型形式のフーリエ係数の間の関係式である。

F ∈ Sk(Sp(2,Z))を次数 2のジーゲル尖点形式とし、F (Z) =
∑
N A(N)exp(2πitr(NZ))

を F のフーリエ展開とする。F がマース関係式を満たすとは、任意の半整数対称行列(
n r

2
r
2 m

)
に対して、関係式

A

((
n r

2
r
2 m

))
=

∑
d|(n,m,r)

dk−1A

((
nm
d2

r
2d

r
2d 1

))
.

を満たすときにいう。マース関係式を満たす重さ k のジーゲル尖点形式のなす部分空間

を SMaass
k (Sp(2,Z)) と表した。次数 2のジーゲル・アイゼンシュタイン級数は尖点形式

ではないが、この関係式を満たす。

自然数 lに対し、Vl、Ul をそれぞれヤコビ形式の指数を l、l2 倍する作用素とする。(ヤ

コビ形式および Vl、Ul の定義については [EZ 85, p.41]、あるいは報告集の伊吹山 [Ib 11]、

2
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菅野 [Su 11]、青木 [Ao 11]を参照されたい。) Mk(Sp(2,Z))、Sk(Sp(2,Z)) をそれぞれ、

重さ k の次数 2のジーゲル保型形式とジーゲル尖点形式のなすベクトル空間とする。

F ∈Mk(Sp(2,Z)) を重さ k の次数 2のジーゲル保型形式とし、そのフーリエ・ヤコビ

展開を

F ( τ zz ω ) =
∑
m

ψm(τ, z)qm

とする。ここで、q := e2πimω とおいた。ϕm は重さ k で指数mのヤコビ形式である。

Vl の定義より、次の補題が従う。

補題 1.1. F がマース関係式を満たす必要十分条件は、任意の自然数mに対し

ψm = ψ1|Vm

を満たすことである。（この両辺のフーリエ係数を見比べたものがマース関係式である。）

補題 1.2. F がマース関係式を満たす必要十分条件は、任意の自然数 mと任意の素数 p

に対し、

ψm|Vp = ψmp + pk−1ϕm
p
|Up

を満たすことである。

証明. 補題 1.1 と Vm の結合の関係式 Vm ◦ Vn =
∑
d|(m,n) d

k−1Vmn
d2
◦ Ud より従う。(こ

の関係式の証明は [EZ 85, p.43] 参照 (ちなみに、[EZ 85, p.43] の式 (10) 左辺の Ul′ は

Vl′ の誤植)。Vn, Ud 達を作用させた後のフーリエ係数を見比べることで得られる。) ⊓⊔

自然数 l に対し T (l) を Sk(SL(2,Z)) に作用するよく知られたヘッケ作用素とする。

補題 1.3. ϕを重さ k、指数mのヤコビ尖点形式とするとき、次の二点を満たす。

(1) ϕ(τ, 0) ∈ Sk(SL(2,Z))

(2) 任意の自然数 lに対し、(ϕ|Vl)(τ, 0) = (ϕ(τ, 0))|kT (l)

証明. これらは定義より直接得られる。 ⊓⊔

1.2 Pullback

次に、マース空間に属する次数 2 のジーゲル保型形式の pullback について述べたい。

記号 Hn を n次のジーゲル上半空間とする。

3
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F ∈Mk(Sp(2,Z)) を重さ kの次数 2のジーゲル保型形式とする。F の H1 ×H1 → H2

での pullback を考えると、F ( τ 0
0 ω ) は τ の関数として楕円保型形式であり、ω の関数と

しても楕円保型形式である。ω を固定し、F ( τ 0
0 ω )を τ の関数とみて、その展開を

F ( τ 0
0 ω ) =

∑
i

ui(τ)fi(ω) (1.1)

とする。ここで、{fi}i は Mk(SL(2,Z))のヘッケ作用素の同時固有関数達の基底とする。

{fi}i が直交基底であることより、{ui}i は一意に定まる。更に、F がジーゲル保型形式
の変換公式を満たすことより、各 ui は重さ k の楕円保型形式となる (ただし、ヘッケ作

用素の同時固有関数とは限らない)。

恒等式 F ( τ zz ω ) = F ( ω z
z τ ) を考慮すると、pullback により、写像

Mk(Sp(2Z))→ (Mk(SL(2,Z))⊗Mk(SL(2,Z)))sym

が得られる。つまり、F ( τ 0
0 ω ) =

∑
i,j

Ci,j(F ) fi(τ)fj(ω) と書いた時に、行列 (Ci,j(F ))i,j

は対称行列である。

今、更に F がマース関係式を満たすと仮定する。補題 1.2と補題 1.3の (2)より、任意

の自然数mと任意の素数 pに対し、

ψm(τ, 0)|T (p) = ψmp(τ, 0) + pk−1ψm
p

(τ, 0)

となる。この両辺に qm を掛けて、mについて和をとることで、

F ( τ 0
0 ω ) |τT (p) =

∑
m

(ψm(τ, 0)|T (p))qm

=
∑
m

(ψmp(τ, 0) + pk−1ψm
p

(τ, 0))qm

= F ( τ 0
0 ω ) |ωT (p)

を得る。ここで、上記において F ( τ 0
0 ω ) |τT (p) は F ( τ 0

0 ω ) を τ の関数と見て

ヘッケ作用素 T (p) を、F ( τ 0
0 ω ) |ωT (p) は F ( τ 0

0 ω ) を ω の関数と見てヘッケ作

用素 T (p) を作用させている。(最後の等式は、楕円保型形式のヘッケ作用素が、

(
∑
m

amq
m)|kT (p) =

∑
m

(amp + pk−1am
p

)qm で与えられることによる。) よって、

∑
i

(ui|T (p)) (τ) fi(ω) = F ( τ 0
0 ω ) |τT (p) =

∑
i

ui(τ)ai(p)fi(ω)

4
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となる。ここで、ai(p)は fi の p番目のフーリエ係数である。すなわち、任意の素数 pに

対し、ui|T (p) = ai(p)fi であり、ui = Ci,i(F )fi となる。つまり、F がマース関係式を

満たす場合は、

F ( τ 0
0 ω ) =

∑
i

Ci,i(F )fi(τ)fj(ω)

である。(これは F 自体が次数 2のジーゲル保型形式として、ヘッケ作用素の同時固有関

数でなくても成り立つ。) つまり、pullback により線形写像

MMaass
k (Sp(2,Z))→ (Mk(SL(2,Z))⊗Mk(SL(2,Z)))diag (1.2)

が得られる。ここで、上記の (Mk(SL(2,Z))⊗Mk(SL(2,Z)))diag は、Mk(SL(2,Z))⊗
Mk(SL(2,Z)) の部分空間で、

∑
i,j Ci,jfi ⊗ fj ∈ Mk(SL(2,Z)) ⊗ Mk(SL(2,Z)) の

(Ci,j)i,j が対角行列となる空間である。

Remark. 次の事柄が既に知られている。

1. 写像 (1.2)は、マース関係式から直接導くこともできる (市野 [Ic 05, Lemma1.1]

参照 )。

2. F をマース空間に属するジーゲル保型形式でヘッケ作用素の同時固有関数とした

ときに、上記の Ci,i(F ) の絶対値は、6次のオイラー因子を持つある L-関数の特殊

値などを使って記述できる (市野 [Ic 05, Theorem2.1]参照 )。

3. F ∈ Mk(Sp(2,Z)) の pullback が (Mk(SL(2,Z))⊗Mk(SL(2,Z)))diag に入った

としても、F がマース空間に属するとは限らないが、F (( τ zz ω )) の z に関するマク

ローリン展開の係数達 (τ, ω の関数達 )が、微分作用素に関するある適当な条件を

満たすときに、F はマース空間に属する (Heim[He 10]参照 )。

この論説では、次数 2の重さ整数のジーゲル保型形式の代わりに、次数 3の重さ半整数

のジーゲル保型形式でこれと同様のことを考察する。つまり、次数 3の重さ半整数のある

良いジーゲル保型形式を対角成分に制限し、次数 1と次数 2のジーゲル保型形式（ただし

重さ半整数）の対称性にあたる性質を導く。その事実から、２つの楕円保型形式から重さ

半整数の次数２のジーゲル保型形式へのリフティングが得られることになる。

2 主結果

群 Γ
(n)
0 (4) をシンプレクティック群 Sp(n,Z) ⊂ M2n,2n(Z) の部分群で、Γ

(n)
0 (4) :=

{(A B
C D ) |C ≡ 0n mod 4} とおく。M+

k− 1
2

(Γ
(n)
0 (4)) を次数 n の一般化プラス空間とする。
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M+
k− 1

2

(Γ
(n)
0 (4)) は次数 n で重さ k − 1

2 のジーゲル保型形式のなす空間の部分空間であ

る。k を偶数としたとき、次数 n で重さ k かつ指数 1 のヤコビ形式のなす空間 J
(n)
k,1 と

M+
k− 1

2

(Γ
(n)
0 (4))の同型対応が成り立つ。(この同型は Eicher-Zagier[EZ 85] n = 1、伊吹

山 [Ib 92] n > 1 により与えられた。また、表現論的な解釈が高瀬 [Tk 99]で与えられて

いる。報告集の高瀬 [Tk 11]を参照されたい。)

次のリフティング予想は、伊吹山-林田 [HI 05]により与えられていた。

予想 1 ([HI 05]). k を自然数とし、f と g をそれぞれ重さ 2k − 2と 2k − 4の正規化さ

れた楕円保型形式でヘッケ作用素の同時固有関数とする。この時、Ff,g ∈ S+
k− 1

2

(Γ
(2)
0 (4))

で、ヘッケ作用素の同時固有関数となるものが存在し、その L-関数は

L(s,Ff,g) = L(s, f)L(s− 1, g)

を満たす。

ここで、重さ半整数のジーゲル保型形式の L-関数は、Zhuravlev [Zh 84]により与えら

れている。その L-関数は次で与えられる。F を次数 nのジーゲル保型形式でヘッケ作用

素の同時固有関数とし、{α±
i,p} を F の p-parameter とした時に、

L(s, F ) :=
∏
p

n∏
i=1

{(
1− αi,pp−s+k−3/2

)(
1− α−1

i,pp
−s+k−3/2

)}−1

で定義する。ただし、上記の積で pは F のレベル N を割らないところをはしるとする。

プラス空間の場合は、指数 1でレベル 1のヤコビ形式の空間と同型となるので、そちらか

らヘッケ作用素を引用する。つまり、プラス空間に属するジーゲル保型形式の場合は、上

記の無限積はすべての素数 p をとることとする。L(s, f) および L(s, g) は、それぞれ f

と g のよく知られたヘッケの保型 L-関数である。

上記の予想は、オイラー因子の具体的な数値計算に根拠があった。(この予想の数値計

算や次数 2のプラス空間の構造定理、および吉田リフトとの関連などに関しては、[HI 02]

にも解説があるので、興味のある方はそちらも参照されたい。尚、伊吹山知義氏により、

次数 2のジーゲル保型形式での志村対応型予想 [Ib 08]が立てられているが、そこに出て

くる次数 2のプラス空間は Nebentype (指標付き)のベクトル値の空間であり、上記の予

想 1 のプラス空間はスカラー値の Haupttype (指標無し) の空間であるので、予想 1 と

[Ib 08]の志村対応型予想の直接の関係はない。)

次の定理が、表題のリフティングである。
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定理 2.1. k が偶数の時、上記の予想 1 の f と g から Ff,g ∈ S+
k− 1

2

(Γ
(2)
0 (4)) を構成する

ことができ、Ff,g ̸= 0であれば、F はヘッケ作用素の同時固有関数で、その Zhuravlev

L-関数は、予想 1 の中の等式を満たす。即ち、L(s,Ff,g) = L(s− 1, g)L(s, f) である。

3 Ff,g の構成
この節では、定理 2.1 の Ff,g の構成について解説する。筆者はこの構成を池田保氏よ

りご指摘頂いた。

k を偶数とし、g ∈ S2k−4(SL(2,Z)) をヘッケ作用素の同時固有関数で正規化された

尖点形式とする。ここで、正規化という意味は、g =
∑
m

b(m) qm とフーリエ展開した時

に、b(1) = 1 となることである。池田リフトを用いて、g から I(g) ∈ Sk(Sp(4,Z))を構

成する。(k が偶数という条件はここで必要。) I(g) は次数 4のジーゲル尖点形式であり、

ヘッケ作用素の同時固有関数となる。I(g) の 1 番目のフーリエ・ヤコビ係数を I1(g) と

する。つまり、

I(g) ( τ z
tz ω ) =

∑
m∈Z>0

(Im(g)(τ, z))e2πimω

(ここで τ ∈ H3, ω ∈ H1, z ∈M3,1(C)) と I(g)をフーリエ・ヤコビ展開したときに、各

Im(g)は次数 3、重さ k、指数mのヤコビ尖点形式となるが、I1(g)だけ取り出す。重さ

k − 1
2 の次数 3のジーゲル尖点形式で、I1(g)と対応するものが存在する。このジーゲル

尖点形式を Gとする。まとめると、以下の通りである。

g ∈ S2k−4(SL(2,Z))→ I(g) ∈ Sk(Sp(4,Z))→ I1(g) ∈ J (3) cusp
k,1 → G ∈ S+

k− 1
2

(Γ
(3)
0 (4))

ここで、J (3) cusp
k,1 は重さ k、指数 1、次数 3のヤコビ尖点形式のなす空間とした。

Remark. 講演の際に、吉田敬之氏により、I1(g) が恒等的にゼロでないかどうか、質問を

受けた。I1(g) は恒等的にはゼロではない ([Ha 11a]参照 )、しかし、一般に Sk(Sp(n,Z))

に属するヘッケ作用素の同時固有関数の 1st フーリエ・ヤコビ係数がゼロでないかど

うかという問題の答えは、まだ知られていない。特に n = 2 の場合、つまり次数 2 の

Sk(Sp(2,Z))の場合は、Kohnen-Skoruppa [KS 89] の結果により、1st フーリエ・ヤコビ

係数の非零がいえれば、その次数 2のジーゲル保型形式のスピノル L-関数の解析接続と

関数等式の別証明が与えられることになり、重要である。講演の際に述べることはできな

かったが、ここで吉田氏に感謝したい。
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埋め込み H2 × H1 → H3 による G の pullback を考える。

G ( τ 0
0 ω ) =

∑
h

Fh,,g(τ)h(ω) (3.1)

ここで、τ ∈ H2、ω ∈ H1 で上記の和の h は S+
k− 1

2

(Γ
(1)
0 (4)) のヘッケ作用素の同時固有

関数で、基底をはしる。

上記で g ∈ S2k−4(SL(2,Z)) から G ∈ S+
k− 1

2

(Γ
(3)
0 (4)) を構成したが、一方において、

f ∈ S2k−2(SL(2,Z))からは志村対応で f に対応する f̂ ∈ S+
k− 1

2

(Γ
(1)
0 (4))が存在する。そ

こで、上記 (3.1)の G の展開を用いて、

Ff,g := Ff̂ ,g

と定めることにする。Ff,g ∈ S+
k− 1

2

(Γ
(2)
0 (4)) となることは、G の保型性と、プラス空間

の定義から分かる。これにより、k が偶数の場合は、写像

S2k−2(SL(2,Z))⊗ S2k−4(SL(2,Z))→ S+
k− 1

2

(Γ
(2)
0 (4)) ((f, g) 7→ Ff,g)

が得られる。

Remark. 上記の写像は、S2k−2(SL(2,Z))⊗ S2k−4(SL(2,Z)) の代わりに、Kohnen プ

ラス空間の２つからの写像

S+
k− 1

2

(Γ
(1)
0 (4))⊗ S+

k− 3
2

(Γ
(1)
0 (4))→ S+

k− 1
2

(Γ
(2)
0 (4))

と見たほうが、双線形写像になるので自然である、と以前 Zagier氏によりご指摘を頂い

た。確かにそのほうが自然ではあるが、[HI 05]での予想は重さ整数の保型形式の組から

のリフトとしているので、この論説では、[HI 05]に従うこととする。

定理 2.1 を証明するために、示すべきことは、(1) Ff,g がヘッケ作用素の同時固有関
数、(2) Ff,g の L-関数が f と g の L-関数の積で書き表せる、という二点である。(1)と

(2)について、次の節で解説を与える。

4 重さ半整数ジーゲル保型形式 G の Fourier-Jacobi 展開と

一般化マース関係式

前節で定めた Gの Fourier-Jacobi 展開を考察し、その一般化マース関係式をこの節で

述べたい。
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4.1 Gの Fourier-Jacobi 展開

k を偶数とし、関数 G ∈ S+
k− 1

2

(Γ
(3)
0 (4)) を 3 節で与えたものとする。つまり、G は

ヘッケ作用素の同時固有関数 g ∈ S2k−4(SL(2,Z)) から池田リフト、Fourier-Jacobi 展

開、Eichler-Zagier-伊吹山対応の３つを経由することで構成できた。

定理 2.1 を証明する為に、G の Fourier-Jacobi 展開を考える

G (( τ z
tz ω )) =

∑
m≡0,3 mod 4

ϕm(τ, z)qm,

ここで、τ ∈ H2, ω ∈ H1, z ∈M2,1(C)であり、G の Fourier係数がプラス空間の条件を

満たすので、自然数 mは m ≡ 0, 3 mod 4 となるものをはしる。ϕm は重さ k − 1
2 の指

数mのヤコビ形式となる。

Remark. ϕm の保型性は、Gの保型性より示せるが、その群はフルモジュラー Sp(2,Z)

ではなくレベル４、つまり Γ
(2)
0 (4)に関してである。ただし、Gはプラス空間の元である

ので、ϕm のフーリエ係数にもある条件がつく。つまり、ϕm は重さが半整数ではあるが、

ヤコビ形式の中のプラス空間にあたるような部分空間に属していて、レベルが 1であると

みなせる。

4.2 一般化マース関係式

斎藤・黒川リフトの古典的な証明には、ヤコビ形式の指数を変える作用素 Vl が重要で

あったように、重さ半整数のヤコビ形式の空間に対しても、指数を変える作用素を導入す

ることができ、リフトの証明において有用である。

J
(2)
k,m を次数 2、重さ k、指数mのヤコビ形式のなす空間とし、pを奇素数とする。i = 1,

2に対して、

V
(2)
p,i : J

(2)

k− 1
2 ,m
→ J

(2)

k− 1
2 ,mp

2

となる作用素 V
(2)
p,i が定義できる。(cf. [Ha 11b].) この V

(2)
p,i はヘッケ作用素のように、ヤ

コビ群での両側剰余類を片側剰余分解し、その代表元の作用の和として定義できる。V (2)
p,1

と V
(2)
p,2 の二つ存在する理由は、それぞれ diag(1, p, p2, p)と diag(1, 1, p2, p2)に対応して

おり、次数 2の重さ半整数を考察しているからであるが、詳しい説明は省略する。p = 2

に対しても、同様に V
(2)
2,i を定義できるが、その場合は J

(2)

k− 1
2 ,m
の部分空間を考察する必

要がある。
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また次の作用素を定義する。

U
(2)
l : J

(2)

k− 1
2 ,m
→ J

(2)

k− 1
2 ,ml

2

ここで、この写像は、ϕ ∈ J (2)

k− 1
2 ,m
に対し、ϕ(τ, z) 7→ ϕ(τ, lz) で与えられる。(ただし、

τ ∈ H2、z ∈M2,1(C).) 次の命題を得る。

命題 4.1. 任意の素数 pと任意の自然数m に対し、次の２つの等式が成り立つ。

ϕm|V (2)
p,1 = p b(p)ϕm|Up + ϕmp2 + pk−2

(
−m
p

)
ϕm|Up + p2k−3ϕ m

p2
|Up2 ,

ϕm|V (2)
p,2 = (p2k−4 − p2k−6)ϕm|Up

+b(p)

(
ϕmp2 + pk−2

(
−m
p

)
ϕm|Up + p2k−3ϕ m

p2
|Up2

)
.

ここで、b(p) は g ∈ S2k−4(SL(2,Z)) の p 番目のフーリエ係数である。また、m が p2

で割れないときは、ϕ m
p2
≡ 0 とする。

(
∗
p

)
は二次剰余記号であり、p = 2 のときは、(

t
2

)
= (−1)

t2−1
8 (t ≡ 1 mod 2 のとき )、

(
t
2

)
= 0 (t ≡ 0 mod 2 のとき )である。

この命題 4.1 の証明は次節で説明したい。この命題 4.1 が補題 1.2 で記述したマース関

係式の、次数 3重さ半整数での拡張である。

Remark. 命題 4.1は補題 1.3と違い、b(p)が現れることが特徴である。つまり、関係式

は g のとり方に依存する。また、指数が p倍ではなく、p2 倍で移りあうことにも注意し

たい。

重さが整数の場合の、高次元ジーゲル保型形式の一般化マース関係式については、山崎

[Yz 86, Yz 89]、Kohnen [Ko 02]、Kohnen-小嶋 [KK 05]、山名 [Yn 10]、林田 [Ha 11a]

などにより得られている。重さが半整数の場合は、次数 2の場合に谷川 [Tn 86]により得

られていた。

4.3 命題 4.1 から定理 2.1の証明

この小節では、一般化マース関係式 (命題 4.1) を用いて、定理 2.1を示す。

記号 T̃

(
1
p

p2

p

)
と T̃

(
1
1
p2

p2

)
をそれぞれ、

(
1
p

p2

p

)
と

(
1
1
p2

p2

)
の両側

剰余に対応する、S+
k− 1

2

(Γ
(2)
0 (4)) に作用するヘッケ作用素とする。

補題 1.3 と同様に次が成り立つ。
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補題 4.2. ϕm を Gのフーリエ・ヤコビ展開に現れた m番目のフーリエ・ヤコビ係数と

する。ϕm は重さ k − 1
2、指数mのヤコビ尖点形式であり、また次を満たす。

(1) ϕm(τ, 0) ∈ S+
k− 1

2

(Γ
(2)
0 (4))

(2) 任意の素数 p に対し、(ϕm|V (2)
p,1 )(τ, 0) = (ϕm(τ, 0))|T̃

(
1
p

p2

p

)
および、

(ϕm|V (2)
p,2 )(τ, 0) = (ϕm(τ, 0))|T̃

(
1
1
p2

p2

)
が成り立つ。

これらは、定義より簡単に示せる。詳しい計算は省略する。�
命題 4.1 と補題 4.2 より

(ϕm(τ, 0))|T̃

(
1
p

p2

p

)
= (ϕm|V (2)

p,1 )(τ, 0)

= p b(p)ϕm(τ, 0) +

(
ϕp2m(τ, 0) +

(
−m
p

)
pk−2ϕm(τ, 0) + p2k−3ϕ m

p2
(τ, 0)

)
となるので、

G

((
τ 0
0 ω

))∣∣∣∣
τ

T̃

(
1
p

p2

p

)
=
∑
m

(
ϕm(τ, 0)|T̃

(
1
p

p2

p

))
qm

= p b(p)
∑
m

ϕm(τ, 0)qm

+
∑
m

(
ϕp2m(τ, 0) +

(
−m
p

)
pk−2ϕm(τ, 0) + p2k−3ϕ m

p2
(τ, 0)

)
qm

= p b(p)G

((
τ 0
0 ω

))
+G

((
τ 0
0 ω

))∣∣∣∣
ω

T̃ (p2).

ここで、G (( τ 0
0 ω )) |τ とG (( τ 0

0 ω )) |ω はそれぞれ、G (( τ 0
0 ω ))を τ と ωの関数とみて、ヘッケ

作用素を作用させている。(それぞれ、次数 2と 1のプラス空間の元である。)また、T̃ (p2)

は Kohnen プラス空間に作用するヘッケ作用素で、h(ω) =
∑
m cmq

m ∈ S+
k− 1

2

(Γ
(1)
0 (4))

に対し、

(h|T̃ (p2))(ω) :=
∑
m

(
cmp2 +

(
(−1)k+1m

p

)
pk−2cm + p2k−3c m

p2

)
qm

と定義される。
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更に、G (( τ 0
0 ω )) =

∑
h

Fh,g(τ)h(ω) と一意に分解され、Ff,g = Ff̂ ,g であったので、

Ff,g|T̃

(
1
p

p2

p

)
= (p b(p) + a(p))Ff,g

となる。ここで、a(p) は f̂ の T̃ (p2) でのヘッケ固有値であり、つまり、f の p 番目の

フーリエ係数である。同様に、命題 4.1の２つ目の等式から

Ff,g|T̃

(
1
1
p2

p2

)
= (p2k−4 − p2k−6 + a(p)b(p))Ff,g

を得る。

これらのことより、Ff,g がヘッケ作用素の同時固有関数となることが分かり、またヘッ
ケ固有値もわかっているので、λ1(p) = p b(p)+a(p) と λ2(p) = p2k−4−p2k−6 +a(p)b(p)

を Ff,g の固有値とすると、Ff,g の L-関数は

L(s,Ff,g)

=
∏
p

(
1− λ1(p)p−s + (pλ2(p) + p2k−5(1 + p2))p−2s − λ1(p)p2k−3−3s + p4k−6−4s

)−1

=
∏
p

{(
1− b(p) p1−s − p2k−3−2s

) (
1− a(p) p−s − p2k−3−2s

)}−1

= L(s− 1, g)L(s, f)

となり、命題 4.1から主結果 (定理 2.1)が得られる。

5 命題 4.1 の証明の概略

命題 4.1 を証明するために、次の５つを考察する。

1. 重さ k、指数 1 のヤコビ形式の、行列指数でのフーリエ・ヤコビ展開。

2. 重さ k、行列指数M のヤコビ形式と重さ k − 1/2、整数指数 det(2M) のヤコビ

形式との対応。及び、それぞれの空間に作用する作用素との可換性。

3. 命題 4.1 の一般化マース関係式をジーゲル・アイゼンシュタイン級数の場合で示

し、池田リフトの場合に適用する。

4. S. Böcherer による、ジーゲル・アイゼンシュタイン級数のフーリエ・ヤコビ係数

とヤコビ・アイゼンシュタイン級数との対応の公式の特別な場合。

5. ヤコビ・アイゼンシュタイン級数へのインデックス・チェンジ作用素の作用の計算。
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5.1 ヤコビ形式のフーリエ・ヤコビ展開

I1(g)(τ, z) を 3 節で定めた、次数 3、指数 1 で重さ k のヤコビ形式とする。ここで

(τ, z) ∈ H3 ×M3,1(C) である。( τ z
tz ω ) ∈ H4 (τ ∈ H3、ω ∈ H1、z ∈M3,1(C)) に対し、

I1(g)(τ, z)e2πiω =
∑

M∈Sym∗
2

ϕM(τ ′, z′)e2πiTr(Mω′)

と展開すると、各 ϕM は次数 2、重さ k、指数M のヤコビ尖点形式となる。上記の和

で、Sym∗
2 はサイズが 2 の半整数対称行列の全体であり、( τ z

tz ω ) =
(
τ ′ z′
tz′ ω′

)
(τ ′ ∈ H2、

ω′ ∈ H2、z′ ∈ M2,2(C)) としている。上記の和のM がM = ( ∗ ∗
∗ 1 ) となることに注意。

(ただし、I1(g) でなくても、J (3) cusp
k,1 の任意の元に対して、同様の展開を得る。) これに

より、写像

J
(3) cusp
k,1 →

⊕
M∈Sym∗

2

M=( ∗ ∗
∗ 1 )

J
(2) cusp
k,M

が得られる。ここで、J (2) cusp
k,M は次数 2、重さ k、指数Mのヤコビ尖点形式の空間とし

た。(一般次元かつ行列指数のヤコビ形式の定義については、Ziegler [Zi 89]参照。)

Remark. ϕM は、3節の I(g) (g の次数 4への池田リフト )をフーリエ・ヤコビ展開し

た場合のM番目のフーリエ・ヤコビ係数と同じヤコビ形式となる。

これまでの写像をまとめると、以下の通りである。

I(g) ∈ Sk(Sp(4,Z))

1st F-J
��

I1(g) ∈ J (3) cusp
k,1

F-J
��

E-Z-I
// G ∈ S+

k− 1
2

(Γ
(3)
0 (4))

F-J
��

{ϕM}M ∈
⊕

M∈Sym∗
2

M=( ∗ ∗
∗ 1 )

J
(2) cusp
k,M ι // {ϕm}m ∈

⊕
m≡0,3mod 4

J
(2) cusp

k− 1
2 ,m

g ∈ S2k−4(SL2(Z))

Ikeda lift

BB�������������������������������������
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ここで、J (2) cusp

k− 1
2 ,m

は次数 2、重さ k − 1
2、指数mのヤコビ尖点形式の空間である。また、

上図の最後の写像 ι については次の 5.2節で解説したい。

{ϕm}m の間で一般化マース関係式を証明する代わりに、{ϕM}M の間で一般化マース

関係式を証明したい。

5.2 行列指数 (重さ整数)と整数指数 (重さ半整数)のヤコビ形式の対応

Eichler-Zagier-伊吹山により、指数 1の重さ整数のヤコビ形式の空間と一般次元プラス

空間 (重さ半整数のジーゲル保型形式の部分空間) との空間の対応が知られていた。両方

の空間の関数のフーリエ・ヤコビ展開を考察することで、行列指数 (重さ整数)のヤコビ

形式の部分空間と整数指数 (重さ半整数) のヤコビ形式の部分空間との対応が得られる。

この行列指数 (重さ整数)から整数指数 (重さ半整数)へのヤコビ形式の空間の写像を ι と

する。

また、J (2) cusp

k− 1
2 ,m

に指数を p2 倍する写像 V
(2)
p,i (i = 1, 2)と U

(2)
p が定義できるが (ただし

p = 2 の場合は、J (2) cusp

k− 1
2 ,m

の部分空間に制限)、同様に、J (2) cusp
k,M にも指数をM[

(
p 0
0 1

)
] に

変える写像が定義できる (ここで、A[B] := tBAB はジーゲルの記号) この写像を、それ

ぞれ V
(2)(
p 0
0 1

)
,i

(i = 1, 2)、U (2)(
p 0
0 1

) とおく

V
(2)(
p 0
0 1

)
,i

: J
(2) cusp
k,M → J

(2) cusp

k,M[
(
p 0
0 1

)
]

(i = 1, 2),

U
(2)(
p 0
0 1

) : J
(2) cusp
k,M → J

(2) cusp

k,M[
(
p 0
0 1

)
]
.

行列指数ヤコビ形式 ϕM と整数指数ヤコビ形式 ϕm を対応させることが出来たが、こ

れは、互いのフーリエ係数を同一視することにより対応が得られる。同様に、フーリエ係

数を見比べることで、ϕM|V (2)(
p 0
0 1

)
,i
には、ϕm|V (2)

p,i が対応し、ϕM|U
(2)(
p 0
0 1

) には、ϕm|U (2)
p

が対応することが分かる。つまり、次の可換図を得る。

J
(2) cusp
k,M → J

(2) cusp

k− 1
2 ,m

↓ ↓
J
(2) cusp

k,M[
(
p 0
0 1

)
]
→ J

(2) cusp

k− 1
2 ,mp

2

以上により、命題 4.1 を重さ半整数で指数整数のヤコビ形式 {ϕm}m で証明する代わ
りに、重さ整数で行列指数のヤコビ形式 {ϕM}M で証明すれば命題 4.1 を示せたことに

なる。
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Remark. p = 2 が割と簡単に扱えるようになる、というのも重さ整数のヤコビ形式で考

察するメリットの一つである。

5.3 一般化マース関係式のジーゲル・アイゼンシュタイン級数の場合

池田リフトの性質の一つとして、リフトで得られるジーゲル尖点形式のフーリエ係数が

ジーゲル・アイゼンシュタイン級数のフーリエ係数と同じような振る舞いをする、という

のがある。これは、リフトのフーリエ係数がジーゲル・アイゼンシュタイン級数のフーリ

エ係数と同じような形をしているからであり、詳しくは、池田 [Ik 01] を参照されたい。

ϕM のフーリエ係数は I(g) のフーリエ係数と同一なので、ϕM は次数 4のジーゲル・ア

イゼンシュタイン級数のM 番目のフーリエ・ヤコビ係数とおなじ振る舞いをする。また

5.2節の V
(2)(
p 0
0 1

)
,i

(i = 1, 2) と U
(2)(
p 0
0 1

) はヘッケ作用素のように両側剰余類の片側剰余の
代表系の作用の和として記述できるので、これらの作用素を作用させた後のフーリエ係数

の形も分かる。以上の考察より、尖点形式で命題 4.1 を証明する代わりに、ジーゲル・ア

イゼンシュタイン級数のフーリエ・ヤコビ係数達で命題 4.1 の関係式 (ただし十分多くの

重さ k について)がいえれば、尖点形式でも同じ関係式が得られることになる。

5.4 ジーゲル・アイゼンシュタイン級数のフーリエ・ヤコビ係数とヤコ

ビ・アイゼンシュタイン級数の関係式

この小節では、ジーゲル・アイゼンシュタイン級数のフーリエ・ヤコビ係数とヤコビ・

アイゼンシュタイン級数の間の関係式について、指数がM = ( ∗ ∗
∗ 1 ) ∈ Sym∗

2 の場合につ

いて述べる。この関係式は、Boecherer [Bo 83, Satz 7] により得られた一般の行列指数

の場合を、行列のサイズが 2で右下が 1という特別な場合に制限した時の関係式である。

尚、この関係式は次数 2 のみでなく、一般の次数でも成り立つので、次数は一般の自然数

nとする。

関係式を述べるために、いくつか記号を用意する。M = ( ∗ ∗
∗ 1 ) ∈ Sym∗

2 をサイズが 2

の正定値の半整数対称行列とする。m = det(2M) とおき、D0 を Q(
√
−m) の判別式と

する。f :=
√

m
|D0| とおくと、m ≡ 0, 3 mod 4 であるので、f は自然数である。hk− 1

2
(m)

を重さ k − 1
2 の Cohen 型アイゼンシュタイン級数 ([Co 75]参照)の m-番目のフーリエ
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係数とする ([Co 75, p.272]の H(k − 1,m)に等しい)。

hk− 1
2
(m) = hk− 1

2
(|D0|)mk− 3

2

∑
d|f

µ(d)

(
D0

d

)
d1−kσ3−2k

(
f

d

)

という関係式が成り立つ。ここで、σl(a) =
∑
d|a

al であり、µはメビウス関数である。関数

gk を gk(m) :=
∑
d|f

µ(d)hk− 1
2

(m
d2

)
とおくと、gk(p2m) =

(
p2k−3 −

(
−m
p

)
pk−2

)
gk(m)

という関係式が任意の素数 p に対して成り立つ。(k が奇数の場合は、
(

−m
p

)
の部分を(

m
p

)
に代えると同様に成立する。)

e
(n−2)
k,M を次数 n の重さ kのジーゲル・アイゼンシュタイン級数のM 番目のフーリエ・

ヤコビ係数とし、E(n−2)
k,M を次数 n− 2 の重さ k の指数Mのヤコビ・アイゼンシュタイ

ン級数 (定義は [Zi 89, Theorem 2.1] 参照)とする。この時、次の関係式が成り立つ。

命題 5.1. k > n+ 1 の時、

e
(n−2)
k,M (τ, z) =

∑
d|f

gk

(m
d2

)
E

(n−2)

k,M[tWd
−1]

(τ, zWd)

となる。ここで、それぞれの d に対して、二つの条件 det(Wd) = d および

W−1
d MtWd

−1
= ( ∗ ∗

∗ 1 ) ∈ Sym∗
2 を満たす行列 Wd ∈ M2,2(Z) をとる。上記の和は、Wd

のとり方によらない。

この証明は、[Bo 83, Satz 7] の公式からの直接の計算による。

この命題により、ジーゲル・アイゼンシュタイン級数 (のフーリエ・ヤコビ係数 e
(2)
k,M)

での命題 4.1の公式を得るためには、e(2)k,M の代わりに E
(2)
k,M に V

(2)(
p 0
0 1

)
,i
を作用させたも

のを計算すればよい、ということになる。

5.5 ヤコビ・アイゼンシュタイン級数への指数を変える作用素の作用

最後に E
(2)
k,M|V

(2)(
p 0
0 1

)
,i

(i = 1, 2)、つまりヤコビ・アイゼンシュタイン級数 E
(2)
k,M に

V
(2)(
p 0
0 1

)
,i
を作用素させた関数の計算を行う。記号M、m、D0、f などは 5.4節と同じも

のを用いる。

任意の自然数 n に対し、次数 n のジーゲル・アイゼンシュタイン級数がヘッケ作

用素の同時固有関数となることは良く知られているが、これは、次のような行列計算

16

317



から分かる。E(n)
k :=

∑
γ∈Γ0\Γ

1|kγ を次数 n のジーゲル・アイゼンシュタイン級数とす

る。 (cf. 軍司 [Gu 11b].) ( ここで、Γ := Sp(n,Z), Γ0 :=
{(

A B
0n D

)
∈ Γ
}
とおいた。)

α ∈ M2n(Z) ∩GL+
2n(Q) に対し、M0 =

{(
A B
0n D

)
∈ ΓαΓ

}
とおく。このとき、両側剰余

ΓαΓで定まるヘッケ作用素の作用に対して

E
(n)
k |ΓαΓ =

∑
γ′∈Γ\ΓαΓ

∑
γ∈Γ0\Γ

1|kγγ′ =
∑

γ′′∈Γ0\ΓαΓ

1|kγ′′

=
∑

δ∈Γ0\M0

∑
γ∈Γ0\Γ

1|kδγ =
∑

δ∈Γ0\M0

cδ,k
∑

γ∈Γ0\Γ

1|kγ

となる。ここで、cδ,k は定数である。つまり、E
(n)
k はヘッケ作用素の作用で固有関数で

ある。

ヤコビ・アイゼンシュタイン級数 E
(2)
k,M も E

(n)
k と同じように、ヤコビ群に関する代

表系の作用の和で定義されている。また、V (2)(
p 0
0 1

)
,i
の作用も、ある両側剰余類を片側剰

余分解したときの、代表系の作用の和で与えられる。ただし、V (2)(
p 0
0 1

)
,i
の作用は、ヤコ

ビ形式の指数を変えるので E
(2)
k,M は V

(2)(
p 0
0 1

)
,i
の固有関数にはなり得ない。この場合、

E
(2)
k,M|V

(2)(
p 0
0 1

)
,i
は E

(2)

k,M[
(
p 0
0 1

)
]
、E(2)

k,M|U
(2)(
p 0
0 1

)、E(2)

k,M[X−1( p 1 )
−1

]
|U (2)

( p 1 )
t
X( p 1 )

の３つ

の関数の和として具体的に記述できる。(３つ目の関数は、p|f となる場合にのみ現れ、行
列 X は 行列式 1 でM[X−1 ( p 1 )

−1
] が半整数対称行列となるような行列である。) 例

えば、p̸ |f のときは、

E
(2)
k,M|V

(2)(
p 0
0 1

)
,1

=

(
p−2k+3 + p−4k+8 + p−4k+7 − p−3k+5

(
−m
p

))
E

(2)
k,M|U

(2)(
p 0
0 1

)
+

(
p−2k+4 + p−3k+5

(
−m
p

))
E

(2)

k,M[
(
p 0
0 1

)
]
.

などとなる。先ほどと同様に、行列計算からこのような関係式が得られるが、サイズ 2の

指数に関するヤコビ群を扱っている関係上、上記のような等式を得るために、次の形の一

般化ガウス和 G2,l
p (A)の値を求めることも必要となる。これは、サイズ 2の半整数対称行

列 A ∈ Sym∗
2 と自然数 l ≤ 2 に対し、

G2,l
p (A) :=

∑
x′=tx′∈M2,2(Z/pZ)

rankp(x
′)=l

e

(
1

p
tr(Ax′)

)
.

で定義される。この一般化ガウス和は、斎藤 [Sa 91]で扱われている一般化ガウス和のサ

イズが 2 の特別の場合であることに注意する。奇素数 p に対しては、[Sa 91] の結果を
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用いて計算ができる。(ちなみに [Sa 91, Proposition 1.9 (1)] の式の右辺の q
n−(t+1)

2 は

qn−
t+1
2 の誤植。) 行列 Aのサイズが 2なので、直接の計算でも求まる。

E
(2)
k,M|V

(2)(
p 0
0 1

)
,i
の詳しい形は、[Ha 11b]を参照されたい。

Remark. p = 2 の場合は、計算が少し複雑になるが、奇素数の場合と同じ形の

E
(2)
k,M|V

(2)(
p 0
0 1

)
,i
の関係式が得られる。

以上の計算と、命題 5.1 を用いることで、e(2)k,M|V
(2)(
p 0
0 1

)
,i
を３つの関数 e

(2)

k,M[
(
p 0
0 1

)
]
、

e
(2)
k,M|U

(2)(
p 0
0 1

)、e(2)
k,M[X−1( p 1 )

−1
]
|U (2)

( p 1 )
t
X( p 1 )

の和で具体的に書きあらわすことがで

き、これは、任意の k > 5 に対して成り立つ関係式である。つまり十分多くの k につい

て成り立つ関係式であるので、5.3節の考察より、池田リフトで得られる尖点形式にも適

用することができる。これにより、次数 3の重さ半整数ジーゲル保型形式のフーリエ・ヤ

コビ係数に関する一般化マース関係式、つまり命題 4.1 を得たことになる。
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On v-adic periods of t-motives

三柴 善範 (九州大学大学院数理学府 博士課程 1年)∗

函数体上の tモチーフM と有限素点 vに対して，M の v進周期に関する超越次数とM

から得られる代数群の次元とが等しいという結果を紹介します．本稿は，第 19回 (2011年
度)整数論サマースクール「保型形式のリフティング」での院生・ポスドクの時間において
講演した内容をまとめたものです．素晴らしい勉強会を企画・運営して下さったオーガナイ
ザーの皆様，聴講して下さった参加者の皆様に感謝致します．

1 はじめに

Riemann ゼータ函数の特殊値の間にQ上どのような代数的関係があるかはまだほとんど
知られていないが，この正標数類似である Carlitz ゼータ函数の特殊値については，完全に
知られている．その証明では，函数体上の tモチーフという対象の Betti 実現 (∞進的対象)

による周期に関する超越次数を決定する Papanikolas の結果が重要となっている．一方で有
限素点 vに対して，v進ゼータ函数や v進実現が考えられる．本稿では，tモチーフの v進
実現に対する Papanikolas の結果の類似を解説する．
まずは標数 0の場合を述べる．Riemann ゼータ函数の特殊値について，次のような予想

がある．

予想 1. nを 2以上の整数とすると，

tr.degQQ (π, ζ(2), . . . , ζ(n)) = n− bn/2c

が成り立つ．ここで，πは円周率であり，実数 xに対して bxcで xを超えない最大の整数を
表す．

よく知られているように，偶数点においては ζ(2n)/π2n ∈ Qとなる．従って予想 1は，π
とゼータ函数の特殊値の間には，他に Q上の代数的な関係がないだろうということを述べ
ている．予想 1については，まだほとんど何も分かっていない．しかし，この正標数類似で
ある Carlitz ゼータ函数については，同様の主張が既に示されている．以下，このことにつ
いて述べる．
Fqを位数 qの有限体とし，その標数を pとする．K := Fq(θ)を Fq上の一変数有理函数体

とする．1以上の整数 nに対して，

ζC(n) :=
∑

a∈Fq [θ], モニック

a−n ∈ K∞ := Fq((θ−1))

∗e-mail: y-mishiba@math.kyushu-u.ac.jp
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を Carlitz ゼータ函数の特殊値という．Fq[θ]，K，K∞をそれぞれ Z，Q，Rの類似物と見
做せば，これは Riemann ゼータ函数の特殊値の類似物と考えることができる．定義から，
正の整数mと nに対して ζC(pmn) = ζC(n)p

m
となることが分かる．次に，πの (正確には

2π
√
−1の)類似物 π̃を

π̃ := θ(−θ)
1

q−1

∞∏
i=1

(1− θ1−qi)−1 ∈ K∞((−θ)
1

q−1 )

と定義する．このとき，q− 1の倍数 nに対して ζC(n)/π̃n ∈ Kとなることが Carlitz によっ
て示されている．]Z× = 2，]Fq[θ]× = q−1であることを踏まえると，これは Riemannゼー
タ函数の偶数点における性質の類似である．実は，正標数のときにはK 上の関係式がこれ
らで全てであることが Chang と Yu によって示されている．

定理 2 ([CY, Corollary 4.6]). nを 1以上の整数とすると，

tr.degK K (π̃, ζC(1), . . . , ζC(n)) = n+ 1− bn/pc − bn/(q − 1)c+ bn/p(q − 1)c

が成り立つ．

この定理の証明には，Papanikolas による tモチーフの周期に関する超越次数についての
結果が中心的な役割を果たしている．以下，このことについて述べる．tモチーフについて
の詳しいことは次の章にまとめる．
K̂∞をK∞の代数閉包の∞進完備化とし，| · |∞をその上の自然な絶対値とする．また，

tを θとは独立な変数とする．

T := {f ∈ K̂∞[[t]]|f は |t|∞ ≤ 1で収束 }

とし，L := Frac(T)を Tの分数体とする．このとき，Lには Frobenius 作用 σ が自然に
作用し，その固定部分は Fq(t)となる．M を tモチーフとする．tモチーフは有限生成自由
K[t]加群に付加構造を入れたものであり，その Betti 実現 HB(M) ⊂ L⊗K[t]M が定義され
る．HB(M)は Fq(t)ベクトル空間となり，その次元はM の階数以下であることが示せる．
dimFq(t)HB(M) = rankK[t]M =: rと仮定し，HB(M)の基底 xとM の基底mを固定する
と，L⊗K[t]M 内において xをmに移す変換行列Ψ = (Ψij)i,j ∈ GLr(L)が得られる．一方
でこのようなM に対して，M が生成しHB をファイバー関手とする Fq(t)上のニュートラ
ル淡中圏が得られる．Γをその基本群とする．定義より，Γは Fq(t)上の代数群となる．こ
のとき，Papanikolas によって次の定理が示されている．

定理 3 ([Pa, Theorem 4.3.1, 4.5.10]). M を dimHB(M) = rankM となる tモチーフとし，
Ψと Γを上のように定める．このとき，

tr.degK̄(t) K̄(t)(Ψ11,Ψ12, . . . ,Ψrr) = dim Γ

が成り立つ．

有限素点 vに対してM の v進実現 V (M)が定義され，HBの代わりに V を用いて変換行
列と代数群が同様に得られる．それらに対して定理 3の類似が成立することを 3章で述べる．
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注意 4. Papanikolasは実際には，“ABP-criterion”と呼ばれるもの ([ABP])を用いることで，

tr.degK̄ K̄(Ψ11|t=θ,Ψ12|t=θ, . . . ,Ψrr|t=θ) = dim Γ

となることまで示している．Anderson と Thakur は [AT]において，ある種の tモチーフ
M に対して，Ψ|t=θが ζC と関係することを示している．そこから得られる代数群 Γを詳し
く調べることで，定理 2を得ることができる．有限素点 vに対して v進ゼータ函数 ζC,v が
定義されるが，ABP-criterion の v進類似がまだなく，Ψと ζC,v の関係も分かっていない．
そのため，定理 3の v進類似を ζC,v へ応用するにはまだ至っていない．

2 tモチーフ

定理 3の v進類似を述べる前に，ここではアーベル t加群と tモチーフを定義する．定理
を述べるだけなら tモチーフだけで十分だが，その双対概念であるアーベル t加群はアーベ
ル多様体の類似として捉え易いので，まずはそちらから述べる．

定義 5. K上のアーベル t加群とは，K上の Fq[t]加群スキームEであって，次の条件を満
たすものである：

• ある整数 d ≥ 0に対して，K の代数閉包 K̄ 上の群スキームとしてEK̄
∼= Gd

a．

• 十分大きなN に対して，(t− θ)N Lie(E) = 0．

• Homgr.sch./K(E,Ga)は自然に入るK[t]加群の構造に関して有限生成．

定義から，アーベル t加群とはだいたい Gd
a に Fq[t]の作用が入ったものであり，アーベ

ル多様体への Z作用の類似と考えられる．正標数の場合には q乗 Frobenius 等があるので，
End(Gd

a)が大きくなり，様々な作用を考えることができる．

例 6 (Carlitz 加群). C := Ga,K とし，Fq[t]作用を

Fq[t]→ End(C); t 7→ (x 7→ θx+ xq)

で定める．このとき，Cはアーベル t加群になることが分かる．これを Carlitz 加群という．

次に tモチーフについて述べる．Frobenius 作用 σを

σ : K[t]→ K[t];
∑
i

ait
i 7→

∑
i

aqi t
i

と定める．

定義 7. K上の tモチーフとは，K[t]加群M と写像 ϕ : M →M の組 (M,ϕ)であって，次
の条件を満たすものである：

• M は有限生成自由K[t]加群．

• ϕ : M →M は σ半線型．
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• detϕ = c(t− θ)n (c ∈ K×, n ≥ 0)．

• M はK[ϕ]上有限生成．

ここで，detϕはM のK[t]基底mを取ったときに ϕm = Amとなる行列Aの行列式であ
る ((K[t])× = K×より，detϕが 3つ目の条件の形であるかどうかは基底の取り方に依らな
い)．組 (M,ϕ)を単にM とも書く．

アーベル t加群Eに対して，ME := Homgr.sch./K(E,Ga)とおく．Eの方の t作用をその
ままME への t作用とし，Gaの方の定数倍と q乗写像をME への定数倍と ϕ作用とするこ
とで，MEはK上の tモチーフになる．この対応は自然に関手になるが，実は次の命題が成
り立つ．

命題 8. EにMEを対応させる関手は，K上のアーベル t加群のなす圏からK上の tモチー
フのなす圏への圏同値を与える．

例 9 (Carlitz tモチーフ). Cを例 6で定義した Carlitz 加群とする．このとき，MC はK[t]

加群としてはK[t]と同型となり，ϕ作用は a ∈MC に対して ϕ(a) = (t− θ)σ(a)となる．こ
れを Carlitz tモチーフという．

3 v進の場合

この章では Papanikolas の結果の v進類似について述べる．v ∈ Fq[t]をモニックな既約
多項式とし，K の分離閉包 Ksep を固定する．Fq(t)v，K(t)v，Ksep(t)v をそれぞれ Fq(t)，
K(t)，Ksep(t)の v進完備化とする．このとき，σはK(t)v とKsep(t)v に自然に延長され，
その固定部分は Fq(t)v となる．K 上の tモチーフM に対して，その v進実現を

V (M) :=
(
Ksep(t)v ⊗K[t] M

)σ⊗ϕ
で定義する．但し，(−)σ⊗ϕで作用の固定部分を表す．V (M)は Fq(t)vベクトル空間となり，
その次元は常にM の階数と等しいことが分かる．tモチーフのままでは扱いにくいので，v
進実現が経由する次のような圏を考える．

定義 10. K(t)v上のϕ加群とは，有限次元K(t)vベクトル空間Nとσ半線型写像ϕ : N → N

の組のことである．単にN とも書く．ϕ加群の間の射は，K(t)v 線型写像で各 ϕと可換な
ものである．

N をK(t)v 上の ϕ加群とすると，自然な写像

Ksep(t)v ⊗Fq(t)v V (N)→ Ksep(t)v ⊗K(t)v N

が得られる．ここで，V (N) := (Ksep(t)v ⊗K(t)v N)σ⊗ϕである．K(t)v上の ϕ加群で上の写
像が同型となるもののなす圏を Cで表す．このとき，Cは V をファイバー関手とする Fq(t)v
上のニュートラル淡中圏となる．また，M をK 上の tモチーフとすると，K(t)v ⊗K[t] M

が Cの対象となることが分かる．
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M を K 上の t モチーフとし，r := rankK[t]M とする．このとき，上に述べたことか
ら r = dimFq(t)v V (M) となる．V (M) の基底 x と M の基底 m をそれぞれ固定すると，
Ksep(t)v ⊗K[t] M 内において xをmに移す変換行列

Ψ = (Ψij)i,j ∈ GLr(K
sep(t)v)

が得られる．Ψは各基底の取り方に依るが，GLr(K[t])\GLr(K
sep(t)v)/GLr(Fq(t)v)にお

いて well-defined である．Ψの各成分 Ψij を，M の v進周期という．v =
∏d
l=1(t − λl)と

Fq で分解すると，
Ksep(t)v =

∏
l

Ksep((t− λl))

となるので，これに合わせてΨij = (Ψijl)lと成分表示する．次に，Γv をK(t)v ⊗K[t] M が
Cにおいて生成する部分淡中圏 (有限回の直和，テンソル積，双対，部分商を取って得られ
る対象全体)の基本群とする．定義から，Γvは Fq(t)v上の代数群である．このとき，以下の
定理が成り立つ．これは定理 3の v進類似と考えられる．

定理 11 ([Mi, Theorem 4.14, 5.15]). M をK 上の tモチーフとし，Ψijl，Γv を上のように
とる．このとき，任意の lに対して

tr.degK(t)v K(t)v(Ψ11l,Ψ12l, . . . ,Ψrrl) = dim Γv

が成り立つ．

注意 12. Cの対象N に対して，V (N)にはKの絶対 Galois 群GK := Gal(Ksep/K)が自然
に作用する．GK の Fq(t)v 係数連続表現のなす圏をRepFq(t)v(GK)とすると，V は圏同値

C ' RepFq(t)v(GK)

を引き起こす．従って，tモチーフM に対して Γv は Im(GK → GL(V (M)))の Zariski 閉
包と一致する．この事実は定理 11の証明にも使われる．また，そこが定理 3の証明と本質
的に違う部分でもある．

例 13. M を例 9の Carlitz tモチーフとする．このとき，Γv = Gmであり，超越次数は全
て 1である．
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