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1 第１講　記号および準備
記号� �

I Cを複素平面（または，単に，C-平面）

I z = x+
√
−1 y = x+ y i (x, y ∈ R)をC-平面の複素座標

I C(z)：複素座標 zをもつ複素平面

I Re z：zの実部

I Im z：zの虚部

I z = (Re z) + (Im z) i

I z = x− yi：共役複素数（zの共役）

I |z|2 = z · z = x2 + y2 = 0

I arg z：zの偏角．

I arg z = Arg z + 2πk (0 5 k ∈ Z),但し，0 5 Arg z < 2π

I z = |z|ei arg z(= |z|eiArg z)：zの極形式� �
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2 格子点・格子群
2.1

ω1, ω2 ∈ C (ω1 ̸= 0, ω2 ̸= 0)とする．

補題 1. ω1, ω2はR上一次独立⇐⇒ Im
ω2

ω1

̸= 0

証明. (=⇒) Im
ω2

ω1

= 0ならば，λ =
ω2

ω1

∈ R.

∴ λω1 + (−1)ω2 = 0

よって，ω1, ω2はR上一次従属である．従って，Im
ω2

ω1

̸= 0.

(⇐=) ω1, ω2はR上一次従属とする．そのとき，∃(λ1, λ2) ∈ R2 s.t. λ1ω1+

λ2ω2 = 0.

λ1 + λ2
ω2

ω1

= 0

ここで，λ2 = 0ならば，λ1 = 0となり，仮定に反する．よって，ω2

ω1

= −λ2

λ1

∈ R

∴ Im
ω2

ω1

̸= 0.

注意 1. この証明の別証明を与える．
まず，複素平面 C上の３点 0, a ̸= 0, z ̸= 0が一直線上にあるための必要

十分条件は

Im (a · z) = 0 ∴ Im
(
|a|2 · z

a

)
= 0 ∴ Im

(z
a

)
= 0

である．ω1, ω2がR上一次独立であるためには 0, ω1, ω2が一直線上にないこ
とであるから，Im

(
ω2

ω1

)
̸= 0を得る．

そこで，Im

(
ω2

ω1

)
> 0としても一般性は失わない．

補題 2. argω2 > argω1（ω2. 即ち，ω1に対して，反時計回りの位置にある．

証明. ω1 = |ω1|ei argω1 , ω2 = |ω2|ei argω2

ω2

ω1

=
|ω2|
|ω1|

e(argω2−argω1)
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0 < Im

(
ω2

ω1

)
= Im e(argω2−argω1) = sin(argω2 − argω1)

∴ argω2 − argω1 > 0

必要とあれば argω2 = Argω2 + 2πとせよ．

2.2

Im

(
ω2

ω1

)
> 0とする．

Λ = Λ(ω1, ω2) := Zω1 ⊕ Zω2 = {mω1 + nω2 : (m,n) ∈ Z× Z}

をω1, ω2で生成されるZ加群（加法+に関してアーベル群ことは自明）とす
るそのとき，

注意 2. 以下を注意しよう：

I Λ(ω1, ω2) ⊂ VR = {aω1 + bω2 : (a, b) ∈ R2} = C.

(∵) R上のベクトル空間として，2 = dimR VR 5 dimRC = 2．よって，
ベクトル空間として VR = {aω1 + bω2 : (a, b) ∈ R2} = Cを得る.

注意� �
0 ̸= ω1 = p+ qi, 0 ̸= ω2 = r + siとおく．

0 ̸= Im
ω2

ω1

= Im

(
pr + qs+ i(ps− qr)

p2 + q2

)
=

ps− qr

p2 + q2
∴ ps− qr ̸= 0

(
ω1

ω2

)
=

(
p q
r s

) (
1
i

)
∴
(

1
i

)
=

(
p q
r s

)−1 (
ω1

ω2

)

∴ Rω1+Rω2 = R+R i = C. ∀z ∈ C, z = ∃xω1+
∃yω2 (x, y ∈ R)� �

I Λ(ω1, ω2)はC（加法に関するアーベル群）の部分群よりCの正規部分
群となり，その商群

T(ω1, ω2) = C/Λ(ω1, ω2)
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はアーベル群の構造をもつ．商写像

π : C −→ T(ω1, ω2) : z 7→ [z] = z mod Λ(ω1, ω2)

は全射準同型写像である．また，∀z ∈ Cに対して，

π(z) = [z] = {z′ ∈ C : z′ − z ∈ Λ(ω1, ω2)}

であり，
z − z′ ∈ Λ(ω1, ω2) =⇒ π(z) = π(z′)

が成立する．

事実� �
Gを群としH をGの正規部分群とするとG/H は群になる．商写
像 φ : G −→ G/Hは全射準同型写像である．� �
次に，Cを位相空間と見て，z, z′ ∈ Cに対し，関係∼を

z ∼ z′
def⇐⇒ z − z′ ∈ Λ(ω1, ω2)

で定義すれば，この関係∼はC上の同値関係を与える．　この同値関
係による商空間 (quotient space)を T := C/∼で表し，商写像を同じ記
号 πを用いて，π : C −→ T = C/∼で表す．このとき，集合として

C/∼ =: T = T(ω1, ω2) := C/Λ(ω1, ω2) (as a set)

が成立する．

I 位相空間Tには商位相を入れる．即ち，自然な全射写像 π : C −→ Tを
連続にする最強の位相を入れる．

事実� �
位相空間X上の位相A1,A2に対し，A2がA1より強いとは，A1 ⊂ A2

のとき．位相空間Xから集合 Y への写像 f : X −→ Y に対し，B
を f を連続にするような Y 上の位相とする．そのとき，A = {U ⊂
Y : f−1(U)はXの開集合 }は f を連続にする最強の位相．� �

4



補題 3. 　自然な全射写像 π : C −→ T = T(ω1, ω2)について以下が分かる．

I Tはコンパクトハウスドルフ空間である．

I πは被覆写像である．

証明.

Π0 = {ϵω1 + δω2 : 0 5 ϵ < 1, 0 5 δ < 1} ⊂ C

を周期平行四辺形という．任意の a ∈ C , ω ∈ Λ(ω1, ω2)に対して，

Πa+ω = a+ ω +Πa = {a+ ω + ϵω1 + δω2 : 0 5 ϵ < 1, 0 5 δ < 1}

を a中心の周期平行四辺形という．平行移動（線形同型写像）

λa+ω : C −→ C : z 7→ z + a+ ω ∀ω ∈ Λ(ω1, ω2)

に対し，
λa+ω(Π0) = Πa+ω

補題 4. C =
∪

ω∈Λ(ω1,ω2)

Πa+ω (disjoint union).

証明. C ⊂
∪

ω∈Λ(ω1,ω2)

Πa+ωを示す．∀z ∈ Cに対し，

z − a = xω1 + y ω2 ∈ C, ( x, y ∈ R)

と表される．そのとき，

x = m+ ϵ (∃m ∈ Z, 0 5∃ ϵ < 1), y = n+ δ (∃n ∈ Z, 0 5∃ δ < 1)

と一意的に表されるので，

∴ z − a = mω1 + nω2 + (ϵω1 + δω2)

を得る．ω = mω1 + nω2とおくと，

z = a+ ω + ϵω1 + δω2 ∈ Πa+ω ⊂
∪

ω∈Λ(ω1,ω2)

Πa+ω
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Claim 1. ω ̸= ω′ ∈ Λ(ω1, ω2)に対し，Πa+ω ∩ Πa+ω′ = ∅

(∵) z ∈ Πa+ω∩Πa+ω′とする．z = a+ω+ ϵω1+δω2 = a+ω′+ ϵ′ω1+δ′ω2.

∴ Λ(ω1, ω2) ∋ ω′ − ω = (ϵ− ϵ′)ω1 + (δ − δ′)ω2

−1 < ϵ− ϵ′ < 1, −1 < δ − δ′ < 1かつ ϵ− ϵ′, δ − δ′ ∈ Zより，ϵ = ϵ′, δ = δ′

これは ω ̸= ω′に反する．

こうして，Claim 1よりC =
∪

ω∈Λ(ω1,ω2)

Πa+ω (disjoint union)を得る．

特に，a = 0とおくと，

系 1.

C =
∪

ω∈Λ(ω1,ω2)

Πω (disjoint union)

を得る．

Claim 2. z, z′ ∈ Πa+ωに対し，z ∼ z′
iff⇐⇒ z = z′

(∵) z ∼ z′ =⇒ z − z′ ∈ Λ(ω1, ω2).

z − z′ = (a+ ω + ϵ1ω1 + δ1ω2)− (a+ ω + ϵ′1ω1 + δ′1ω2 , (0 5 ϵi, δi < 1)

∴ z − z′ = (ϵ1 − ϵ2)ω1 + (δ1 − δ2)ω2 ∈ Λ(ω1, ω2).

−1 < ϵ1 − ϵ2 < 1, −1 < δ1 − δ2 < 1かつ ϵ1 − ϵ2 , δ1 − δ2 ∈ Zゆえ，
ϵ1 = ϵ2, δ1 = δ2.故に，z = z′.

Claim 3. 制限写像 π0 = π|Π0 : Π0 −→ T(ω1, ω2)は全単射連続写像

(∵) π0(Π0) = π(Π0) ⊂ T(ω1, ω2).よって，π0は中への連続写像．逆に，
[z] ∈ T(ω1, ω2)をとると，z ∈ Cかつ π(z) = [z]. z = xω1 + y ω2 とおく
と，x = m + ϵ, y = n + δなる ∃m,n ∈ Z, ∃ϵ, δ; (0 = ϵ, δ < 1)が存在す
る．∴ z = mω1 + nω2 + αω1 + βω2 = mω1 + nω2 + z∗, z∗ ∈ Π0.特に，
z − z∗ = mω1 + nω2 ∈ Λ(ω1, ω2)ゆえ，π(z∗) = π(z) = [z]ゆえ，π0 は全
射．一方，∃z∗, z∗∗ ∈ Π0が存在して π0(z∗) = π0(z

∗∗)ならば，z∗ ∼ z∗∗ゆえ，
Claim 2 より z∗ = z∗∗. よって，π0 : Π0 −→ Tは全単射連続写像である．
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Claim 4. Tはコンパクトである．

(∵) π0 : Π0 −→ Tは複素平面C内の有界閉集合（コンパクト集合）Π0か
ら位相空間Tへの全射連続写像ゆえ，その像π(Π0) = Tはコンパクトである．

事実� �
f : X −→ Y を位相空間Xから位相空間 Y への連続写像とする．Xの任
意のコンパクト部分集合K に対して，その像 f(K) ⊂ Y は Y のコンパ
クト部分集合である．� �

Claim 5. π : C −→ T(ω1, ω2)は開写像である．

(∵) U ⊂ Cを開集合とする.そのとき，

π−1(π(U)) =
∪

ω∈Λ(ω1,ω2)

(ω + U)

ここに，線形写像 λ : C −→ C : z 7→ z + ωは位相同型写像でもあるので，

ω + U = {ω + z : z ∈ U} = λω(U)

は開集合である．故に，開集合の和集合として π−1(π(U))は開集合．商位相
の定義より π(U)は T(ω1, ω2)の開集合である．ゆえに，π : C −→ T(ω1, ω2)

は開写像である．

Claim 6. π : C −→ T(ω1, ω2)は被覆写像 (covering map)である．

(∵) 任意の点 [z] ∈ T(ω1, ω2); (z ∈ C)に対し，∃z∗ ∈ Π0が唯一つ存在して
π(z∗) = [z]を満たす．ここで，z∗が原点Oと ωi (i = 1, 2)を結ぶ線分上にあ
れば，原点Oに十分近い点 a ∈ Cをとって，z∗は ∈ Πaの内点としてよい．
Πa
∼= T (homeo.)であったので，[z]の近傍 V および z∗の近傍 U ⊂ Πa（但

し，U はΠaの内点に含まれる）が存在して，U
π|U∼= V (homeo.)を満たす.こ

のとき，
π−1(V ) =

∪
ω∈Λ(ω1,ω2)

(ω + U) (disjoint union)
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かつ，各 ω + U ⊂ Πa+ωについて，ω + U ∼= U
∼→ V が分かる．こうして，π

は被覆写像である．
定義� �

位相空間X, Y に対し，写像 f : X −→ Y が被覆写像であるとは，

(a) f は全射連続写像

(b) 任意の点 y ∈ Y に対して，yの近傍 V (y)が存在して，

f−1(V (y)) =
∪
α

Uα (disjouint union)

かつ　各 Uαに対し，

f |Uα : Uα

∼=−→ V (y)は位相同型

特に，各 y ∈ Y に対して，f−1(y)は離散集合 (discrete set)である．� �
命題 1. T(ω1, ω2)はコンパクト・ハウスドルフ位相アーベル群である．

証明. 集合として T = T(ω1, ω2)である．一方，Tはコンパクト位相空間で
あり，T(ω1, ω2)はアーベル群である．また，商写像 π : C −→ T = T(ω1, ω2)

は被覆写像でありアーベル群の準同型写像でもある．ハウスドルフである事
は，任意の２点 [p] ̸= [q] ∈ T (p ̸= q ∈ Cに対し，近傍Up, Uqを互いに交わら
ない，かつ，Up

∼= π(Up), Uq
∼= π(Uq)となるように選べる．πが開写像より，

開近傍により π(Up) ∩ π(Uq) = ∅とできる.

2.2.1

τ =
ω2

ω1

とおくと，Im(
ω2

ω1

) > 0ゆえ，τ ∈ H := {z ∈ C : Im z > 0}（上半平
面）である．線形写像

λ : C −→ C : z 7→ ω1 · z

は双正則同型写像を与える．

Λ(1, τ) = Z⊕ Z τ = {m+ nτ : (m,n) ∈ Z× Z}
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とおくと，
λ : Λ(1, τ) ∼= Λ(ω1, ω2) (isomorphism)

ゆえ，
T(1, τ)

λ∼= T(ω1.ω2) : [z] 7→ [ω1 · z]

は位相同型写像である．

0 −−−→ Λ(1, τ)
ι−−−→ C π−−−→ T(1, τ) −−−→ 0y λ

y λ

y λ

y
0 −−−→ Λ(ω1, ω2)

ι−−−→ C π−−−→ T(ω1, ω2) −−−→ 0

注意� �
Tの位相（商位相）を UTとする．周期平行四辺形Π0上の集合族

UΠ0 = {π−1(V ) ∩ Π0 : V ∈ UT}

は位相の公理を満たす．そのとき，位相空間 (Π0,UΠ0)はコンパクト位相
空間で (Π0,UΠ0)

∼= (T,UT) (homeo)である．� �
2.3

定理 1. T(ω1, ω2)はリーマン面の構造をもち，写像 π : C −→ T(ω1, ω2)は正
則写像である．換言すれば，自然な写像 π : C −→ T(ω1, ω2)が正則写像にな
るように T(ω1, ω2)にりーマン面の構造を入れることができるということで
ある．リーマン面としての T(ω1, ω2)を一次元複素トーラスという．
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リーマン面の定義� �
位相空間Rがリーマン面であるとは:

I Rは局所コンパクトハウスドルフ空間である．

I ∀p ∈ Rに対し，pの連結近傍Upおよび座標 zpをもつ複素平面C(zp)

の連結開集合 Ωp への位相同型写像 φp : Up −→ Ωp ⊂ C(zp) が存
在し，
Up ∩ Up′ ̸= ∅なる p, p′に対し， 位相同型写像

φp ◦ φ−1
p′ : φp(Up ∩ Up′) −→ φp′(Up ∩ Up′) : zp 7→ zp′ = φp′ ◦ φ−1

p (zp)

は連結開集合 φp(Up ∩ Up′) ⊂ C(zp)から連結開集合 φp′(Up ∩ Up′) ⊂
C(zp′ )

への双正則写像を与える．U = {(Up, φp)}
or
= {(Ωp, zp)}を R

の（連結）局所座標系という．� �
正則写像� �

f : R −→ Sをリーマン面RからSへの連続写像とする．そこで，(Vq, wq)
を点 qの周りの連結な局所座標近傍とし，V = {(Vq, wq)}を Sの連結局
所座標系とする．点 q ∈ S に対し，φ(p) = q ∈ Vq となる点 p ∈ Rを
とる．pの連結近傍 Up を Up ⊂ f−1(Vq)となるように選ぶ．そのとき，
f(Up) ⊂ Vq.Upを十分小さく取ることにより，(Up, zp)が pの周りの連結
な局所座標近傍となるようにでき，{(Up, zp)}p∈RはRの連結な局所座標
系である．そのとき，f は局所的に

fp := f |Up −→ Vq zp 7→ fp(zp) = wq

と表示されるが，関数 wq = fp(zp)は zp の正則関数であるとき，f を
正則写像という．Rにこのような局所座標系を指定することで，正則写
像は局所的に複素平面の領域間の正則写像とみなすことができるのであ
る．そこで，正則写像の定義を次のようにする．R,Sをリーマン面とし，
f : R −→ Sを連続写像とする．このとき，連続写像 f が正則写像であ
るとは，R, Sの連結な局所座標系U = {(Ui, zi)}, V = {(Vj, wj)}で，各
Uiに対して f(Ui) ⊂ Vjなる Vj = Vj(i)なるものに対し（存在する）

wj = f |Ui
: wj(zi) : Ui −→ Vj

は複素平面C(zi)の領域Ui上の正則関数でその値域はC(wj)内の連結開集
合 Vjである．� �
Π0
∼= T(ω1, ω2)より，Π0にリーマン面の構造を入れよう．
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(i) Π0の内点 z0 = ϵω1 + δω2 (0 < ϵ, δ < 1)を中心とする半径 r > 0の開円
板 U ⊂

◦
Π0（Π0の内点集合)を取り，ϕ : U −→ U は恒等写像とする．

(ii) 点 ϵω1 (0 < ϵ < 1) ∈ Π0に対して，

I U1 : ϵω1中心の半径 r > 0の小円板とし，

I U2 : ϵω1 + ω2中心の半径 r > 0の小円板とする．

I
{
U := (U1 ∩ Π0) ∪ (U2 ∩ Π0) ⊂ C
∆ := U1 ⊂ C

I ϕ : U → ∆ : ϕ(z) =

{
z if z ∈ U1 ∩ Π0

z − ω2 if z ∈ U2 ∩ Π0

(iii) δω2 ∈ Π0についても同様に

I U1 : δω1中心の半径 r > 0の小円板とし，

I U2 : δω2 + ω1中心の半径 r > 0の小円板とする．

I
{
U := (U1 ∩ Π0) ∪ (U2 ∩ Π0) ⊂ C
∆ := U1 ⊂ C

I ϕ : U → ∆ : ϕ(z) =

{
z if z ∈ U1 ∩ Π0

z − ω1 if z ∈ U2 ∩ Π0

(iv) I 0 ∈ Cに対して，0, ω1, ω2, ω1 + ω2中心の半径 r > 0の十分小さ
い円板をそれぞれ U1, U2, U3, U4をとり，

I
{
U := (U1 ∪ U2 ∪ U3 ∪ U4) ∩ Π0 ⊂ C
∆ := U1 ⊂ C

I ϕ : U → ∆ : ϕ(z) =


z if z ∈ U1 ∩ Π0

z − ω1 if z ∈ U2 ∩ Π0

z − ω2 if z ∈ U3 ∩ Π0

z − ω1 − ω2 if z ∈ U4 ∩ Π0

各点 p ∈ Π0に対し，(i) ∼ (iv)で構成した近傍 Upおよび ϕp : Up −→ ∆pを
とり，π(Up) = Vqとおくと，Upが十分小さければ Up

∼= Vqである．φq =

phip ◦ (π|Up)
−1 : Vq −→ ∆pとおく．そのとき，{(Vq, φq)}がT(ω1, ω2)の局所

座標系である．こうして，T(ω1, ω2)にはリーマン面の構造入る．
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実は，T(ω1, ω2)の局所座標は，商写像 πが正則写像になるように構成し
ている．こうして，

系 2. 商写像 π : C −→ T(ω1, ω2)は正則写像である．

2.4

定理 2. 連結なコンパクトリーマン面R上の正則関数は定数である．

証明. fをR上の正則関数とする．fはR上連続なので，R上最大絶対値M

をとる．即ち，Rの内点 p0 ∈ Rが存在して，任意の点 p ∈ Rに対して，

|f(p) 5 |f(p0)|.

よって，p0の座標近傍U0 ⊂ C上，f は最大絶対値の定理より，f はUp上定
数．Rは連結より弧状連結，よって，任意の p ∈ Rに対し，p0と pを結ぶ連
続な弧 γp

p0
⊂ Rが存在する．γp

p0
はコンパクトゆえ，γp

p0
の座標近傍による有

限個の開被覆 {U0, U1, . . . , UN}が存在し，

I p ∈ UN

I γp
p0
⊂
∪N

i=1 Ui

I Ui ∩ Ui+1 ̸= ∅ (0 5 i 5 N)

I Ui ∩ Uj = ∅ (|i− j| = 2)

一致の定理を繰り返し適用して，fはp ∈ UN ⊂ Cの開部分集合UN−1∩UN ̸= ∅
で定数関数 f = f(p0)．一致の定理より fはUN 上で f = f(p0).故に，fはR

上定数関数．

定理 3. 一次元複素トーラス T(ω1, ω2)上に有理型関数が存在する．

任意のコンパクトリーマン面に有理型関数が存在する．これは，コンパ
クトリーマン面の基本定理である．証明には準備を要する．
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2.4.1 リーマン球面 P1

二つの複素平面 U0
∼= C(z0), U1

∼= C(z1)を考える．ここに，z0, z1はそれぞ
れ複素平面の座標関数である．リーマン球面（射影直線）P1とは次をみたす
リーマン面である：

I P1 = U0 ∪ U1

I U0 ∩ U1 = C∗ = C− {0}

I z1 =
1

z0
on U0 ∩ U1

I U0 = C, U1 = (C− {0}) ∪ {∞}

容易に次もわかる．

命題 2. P1 = C = C ∪ {∞}

φ([z])をトーラスT = T(ω1, ω2)上の有理型関数とする（存在すると仮定
する）．そのとき，φ([z])は正則写像 φ : T −→ P1を定める．Tはコンパク
トで P (φ)は孤立点からなるので

φ−1(∞) = P (φ) = {[α1], [α2], . . . , [αt]},

即ち，P (f)は有限個の点からなる集合である．今，f(z) = φ(π(z))は C上
の有理型関数で，f(z)の極の集合

P (f) =
t∪

i=1

(π−1([αi]) =
t∪

i=1
ω∈Λ(ω1,ω2)

(αi + ω)

である．さらに，f(z)は２重周期性をもつ：

f(z + ω) = f(z) for ∀ω ∈ Λ(ω1, ω2).

上記の２重周期性をもつ有理型関数を ω1, ω2を周期に持つ２重周期関数また
は楕円関数とよぶ．特に，∞ = f(αi) = f(αi + ω) ∀ω ∈ Λ(ω1, ω2)より，極
z = αiに対しても２重周期性は保たれる．逆に，ω1, ω2を２重周期にもつ楕
円関数 f(z)に対し，φ([z]) = f(z)で定義すれば，φ([z])は [z]の代表元 zの
取り方によらない (well-defined) T(ω1, ω2)上の有理型関数である．
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3 複素解析概観
3.1 複素微分可能性と正則性

記号� �
I D ⊂ Cを複素平面C内の領域（連結開集合）.　

I f(z) = P (x, y) + iQ(x, y)，ただし，z = x+ yi (x, y ∈ R).

I a = α+ βi ∈ D (α, β ∈ R).

I ∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
� �
定義 1. z = a = α+βiの近傍で定義された連続関数f(z) = P (x, y)+iQ(x, y)

が z = aで複素微分可能であるとは，

lim
z→a

f(z)− f(a)

z − a
= f ′(a) <∞ （有限確定値）

のときをいう．

命題 3. (1) f(z)は z = aでC− diff.である．

(2)
∂f

∂x
(a) = −∂f

∂y
(a)

(3)
∂f

∂z
(a) = 0.

(4) (CR)


∂P

∂x
(α, β) =

∂Q

∂y
(α, β)

∂P

∂y
(α, β) = −∂Q

∂x
(α, β)

　（コーシー・リーマンの関係式）

注意 3.

(1) =⇒ (2)⇐⇒ (3)⇐⇒ (4).

補題 5. (i)
∂f

∂x
,
∂f

∂y
が z = aで連続. (ii)

∂f

∂x
(a) = −∂f

∂y
(a).

=⇒ f(z)は z = aで複素微分可能．
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定義 2. I f(z)が z = aで正則とは f(z)は z = aのある近傍の各点で複
素微分可能のとき，即ち，∃U(a) nbd of a；f(z)は U(a)の各点で複素
微分可能のとき．

I 領域Dで定義された連続関数 f(z)がDで正則であるとは，f(z)がD

の各点 a ∈ Dで正則のとき．

定理 4 (ローマン・メンショフ). f(z)はDで連続かつDの各点で ∂f

∂x
= −∂f

∂y
とする．そのとき，f(z)はDの各点で複素微分可能，即ち，Dで正則である．

注意 4.
∂f

∂x
,−∂f

∂y
の連続性を仮定すれば補題５より，f(z) は D の各点で

の複素微分可能性は従う，即ち，D で正則となる．定理４は ∂f

∂x
,−∂f

∂y
の

連続性の仮定は不要であることを主張している点で意義深い．

3.2 解析性

定義 3. z = aの近傍U(a)で定義された関数 f(z)が z = aで解析的であると
は，z = a中心，半径 r > 0の閉円板∆(a; r) ⊂ Uがが存在し，f(z)は∆(a; r)

で一様収束する冪級数

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n

と（一意的に）表される．ここに，1

r
5 lim sup

n→∞

n
√
|cn|.

注意 5 (アーベルの定理). f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)nが一点 z = z0 ̸= aで絶対収

束するならば，f(z)は∆(a : |z0 − a|)で絶対一様収束する．

Proof. |z − a| < |z0 − a—なら，
∣∣∣∣ z − a

z0 − a

∣∣∣∣ < 1より，

|
∞∑
n=0

cn(z − a)n| 5
∞∑
n=1

|cn||z0 − a|n
∣∣∣∣ z − a

z0 − a

∣∣∣∣n <
∞∑
n=0

|cn| · |z0 − a|n < +∞
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命題 4. 冪級数 f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)nが開円板∆(a;R)で（広義一様）収束

するとする．そのとき，

(1) f(z)は∆(a;R)で複素微分可能，即ち，f(z)は∆(a;R)で正則である．

(2) f ′(z) =
∞∑
n=0

ncn(z − a)n−1 <∞ , z ∈ ∆(a;R)（広義一様収束）．特に，

冪級数 f(z)は無限回複素微分可能である．

定義 4. z = aの近傍 U(a)で定義された関数 f(z)が z = aで解析的である
とは，z = a中心，半径 r > 0の円板∆(a; r) ⊂ U(a)が存在して，f(z)は

∆(a; r)で広義一様収束する冪級数 f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)nで表されるとき．ま

た，領域D上の関数が解析的であるとは，f(z)がDの各点で解析的である
とき．

定理 5 (コーシーの積分定理＋積分公式). 単純閉曲線Cで囲まれた領域Dで
正則かつDで連続な関数 f(z)について∫

C

f(z) dz = 0.

また，z ∈ Dに対し，
f(z) =

1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ

証明. 実際は複素平面内の三角形 T の内部で正則かつ T で連続な正則関数
f(z)に対して

∫
∂T

f(z) dz = 0を示す（グルサの方法）. 次に，領域Dを多
角形で近似し，多角形領域に対してコーシーの積分定理を示し，最後に極限
操作を行うことにより求める定理を得る．

定理 6. f(z)を領域D ⊂ Cで定義された関数とする．そのとき，
f(z)はDで正則⇐⇒ f(z)はDで解析的

証明. f(z)がDで正則ならば ∀a ∈ Dに対して，閉円板∆(a; r) ⊂ Dが存在
し，

∫
C

f(z) dz = 0（コーシーの積分定理），但し，C = {|z−a| = r}.z−a| < r
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なる zに対し，コーシーの積分公式より

f(z) =
1

2πi

∫
|ζ−a|=r

f(ζ

ζ − z
dζ

を得る．C = {|ζ − a| = r}とおくと．

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − a)− (z − a)
dζ =

1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − a)

{
1− z − a

ζ − a

} dζ

=
1

2πi

∫
C

∞∑
n=0

f(ζ)

(ζ − a)n+1
(z − a)n dζ =

∞∑
n=0

(
1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ

)
(z − a)n

=
∞∑
n=0

cn(z − a)n ,

(
cn =

1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ (n = 0, 1, 2, . . .)

)
は∆(a; r)で広義一様収束．ゆえに，f(z)は解析的．逆に，解析性から正則
性は命題４による．

定義 5. 点 z = aが関数 f(z)の解析的特異点であるとは，開円板∆(a; r)が
存在し，f(z)が∆∗(a; r) = ∆(a; r) \ {a}で正則のときをいう．または，開円
板∆(a; r)が存在し，∀r′ < |z − a| <∀ r

′′
< rで一様収束する級数

f(z) =
∞∑
n=1

c−n

(z − a)n
+

∞∑
n=0

cn(z − a)n

で表されるとき（ローラン展開という）

注意 6.

I 　第１種解析的特異点（除去可能特異点）⇐⇒ c−n = 0 (n ≥ 1)

I 　第２種解析的特異点（極）⇐⇒∃ N ; c−n = 0 (∀n > N), c−N ̸= 0

I 　第３種解析的特異点（真性特異点）⇐⇒ 第１種，第２種以外の特異点

3.2.1 有理型関数

f(z)が開集合 a ∈ D ⊂ Cで有理型meromorphic)とは，∃ϵ > 0が存在して

f(z) =
∞∑

k=−N

ck(z − a)k (0 < |z − a| < ϵ)
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とローラン展開されるときをいう．但し，c−N ̸= 0.この z = aを f(z)の極と
いう．P (f)にて f(z)の極全体の集合とすると，P (f)は孤立点からなる．ま
た，z = aが f(z)の極ならば

lim
z→a

f(z) =∞

今，f(z) =
g(z)

(z − a)N
(g(a) ̸= 0)と表せるので，f(z)は円板 |z − a| < ϵから

拡張された複素平面C = C ∪∞への正則写像

f : ∆(a; ϵ) := {z ∈ C : |z − a| < ϵ} −→ C

を与える．wを∞ ∈ Cの周りの局所座標とすれば，

w =
(z − a)N

g(z)
, (g(a) ̸= 0)

と表され，wは zの正則関数である．こうして，D上の有理型関数 f(z)は拡
張された複素平面Cへの正則写像

f : D −→ C ∪ {∞}

と同一視できる．また，写像 φ : ∆(a; ϵ) −→ P1を φ(z) = (g(z) : (z − a)N)

で定義すると φは (well-defined)正則写像である．

注意 7. ∆∗(a; ϵ) = ∆(a; ϵ) \ {a}とおく．

(1) f(z)が∆∗(a; ϵ)で有界ならば z = aは除去可能特異点で f(a) = c0.

(2) lim
z→a

f(z) =∞ ならば z = aは極．

(3) z = aが真性特異点 ならば　 f(∆∗(a; ϵ)) = C（カソラーチ・ヴァイエ
ルストラスの定理）

(4) z = aが真性特異点 ならば　 f(∆∗(a; ϵ))は高々一つの値を除き全ての
値をとる（ピカールの大定理）
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3.3 正則関数の風景

定理 7. f(z)を領域Dで定数でない正則関数とする．

(1) f : D −→ Cは開写像である．

(2) f(z)のゼロ点集合N(f) = {z ∈ D : f(z) = 0}は孤立点からなる（集積
点をもたない）．

(3) |f(z)|はDの内点で最大値を取らない．Dで f(z) ̸= 0ならば |f(z)|は内
点で最小値も取らない．

(4) 全平面Cで正則な関数は定数関数しかない．

注意 8. 複素関数論の三種神器はコーシーの積分定理と正規族と等角写像
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4 楕円関数
f(z)は ω1, ω2を周期に持つ楕円関数とする．即ち，

f(z +mω1 + nω2) = f(z) for ∀(m,n) ∈ Z× Z

定義 6. f(z)の位数とは，ある a ∈ Cに対し，周期平行四辺形

Πa = {a+ ϵω1 + δω2 | 0 5 ϵ < 1, 0 5 δ < 1}

内にある重複を許した極の数をいう．
但し，aは f(z)の零点や極がΠaの境界に来ないように原点 0から少し
ずらして取った．これは，f(z)の極や零点の集合が孤立していることか
ら可能である．

補題 6. f(z)を ω1, ω2を周期に持つ楕円関数とする．Λ := Λ(ω1, ω2)とおく．
f(z)をΠaでの有理型関数とみて，f(z)の極および零点はΠaの境界上にこ
ないように点 a ∈ Cを選ぶ．

(1) 　 a ̸= a′に対し，Πaにおける f(z)の極の数とΠa′ における f(z)の極
の数は同じである．

(2) f(z)が極をもたなければ定数関数である（極をもたない楕円関数は定
数に限る）．

(3) f(z)の留数の和は零である（楕円関数の留数の和は 0である）．

(4) f(z)の極の位数は 1でない ( 位数 1の楕円関数は存在しない)．

(5) f(z)は極と同じ個数だけ零点（重複許す）を持つ．f(z)の極集合をP (f)，
零点集合をN(f)とおくと，

P (f)−N(f) ∈ Λ(ω1, ω2)

証明. (1) b1, . . . , bkをΠa内の極とする．そのとき，bj−a′ = mω1+nω2+

ϵω1 + δω2 をみたす (m,n) ∈ Z × Z, 0 5 ϵ, δ < 1が存在する. b∗j =
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a′ + ϵω1 + δω2 とおくと b∗j ∈ Πa′ を得る．また，b∗j − bj = mω1 + nω2

より，f(b∗j) = f(bj) =∞. よって，b∗j ∈ Πa′は f(z)の極である．故に，
{b∗1, b∗2, . . . , b∗k}は f(z)のΠa′内の極である．

(2) f(z)は C全体で正則かつ,任意の z ∈ Cに対し ∃z∗ ∈ Πa があって，
f(z) = f(z∗)を得る．

|f(z)| 5 max
z∗∈Πa

|f(z∗)| < +∞ for z ∈ C

より，f(z)はC全体で有界な正則関数である．リューヴィルの定理よ
り f(z)は定数である．

(3) {b1, b2, . . . , bk}を f(z)の極で Πaの境界 ∂ Πa上にないとする．∂ Πa =

C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4，但し


C1 : z(t) = a+ tω1 (0 5 t 5 1)

C2 : z(t) = a+ ω1 + tω2 (0 5 t 5 1)

C3 : z(t) = a+ ω1(1− t) + ω2 (0 5 t 5 1)

C4 : z(t) = a+ (1− t)ω2 (0 5 t 5 1)

留数定理より
k∑

j=1

Res(f ; bj) =
1

2πi

∮
∂Πa

f(z) dz

f(z)の周期性 f(a + (1− t)ω1 + ω2) = f(a− (1− t)ω1 + ω2)) = f(a +

(1− t)ω1)に注意すれば∫
C3

f(z) dz =

∫ 1

0

f(a+ (1− t)ω1 + ω2)(−ω1 dt)

=

∫ 1

0

f(a+ (1− t)ω1)(−ω1 dt)

= −
∫ 1

0

f(a+ sω1) (ω1 dt) ∵ s = 1− t

= −
∫
C1

f(z) dz
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を得る同様に
∫
C2

f(z) dz = −
∫
C4

∴
∫
C1+C2+C3+C4

f(z) dz =

∫
∂Πa

f(z) dz = 0

(4) f(z)を一位の極をもつ楕円関数とすれば，点 α ∈ Πaが存在し，

f(z) =
c−1

z − α
+

∞∑
k=0

ck(z − α)k (c−1 ̸= 0) near z = a

∴ Res(f, α) = c−1 ̸= 0

これは (3)に反する．

(5) f(z)のΠa内の（重複を許した）極集合を {α1, a2 . . . , αm}，零点集合を
{β1, β2, . . . , βn}とする．これらの点は aを適当に選ぶことにより境界
∂ Πa上にはないとしてよい．C = C1 +C2 +C3 +C4とおく．留数定理
より，

n−m =
1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz

および

β1 + β2 + · · ·+ βn − α1 − α2 − · · · − αm =
1

2πi

∮
C

zf ′(z)

f(z)
dz

今，

f ′(z + ω) = lim
h→0

f(z + ω + h)− f(z + ω)

h

= lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= f ′(z)

よって，f ′(z)もまた楕円関数である．こうして，f ′(z)

f(z)
もまた楕円関

数である．故に

1

2πi

∮
C

zf ′(z)

f(z)
dz =

4∑
i=1

1

2πi

∫
Ci

zf ′(z)

f(z)
dz
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∫
C3

zf ′(z)

f(z)
dz =

∫ 1

0

(a+ (1− t)ω1 + ω2)f
′(a+ (1− t)ω1 + ω2)

f(a+ (1− t)ω1 + ω2)
(−ω1 dt)

=

∫ 1

0

(a+ (1− t)ω1 + ω2)f
′(a+ (1− t)ω1)

f(a+ (1− t)ω1)
(−ω1 dt)

=

∫ 0

1

(a+ sω1 + ω2)f
′(a+ sω1)

f(a+ sω1)
(−ω1) (−ds)

=

∫ 1

0

(a+ sω1 + ω2)f
′(a+ sω1)

f(a+ sω1)
(−ω1 ds)

= −
∫ 1

0

(a+ sω1)f
′(a+ sω1)

f(a+ sω1)
(ω1 ds)− ω2

∫ 1

0

f ′(a+ sω1)

f(a+ sω1)
(ω1 ds)

= −
∫
C1

zf ′(z)

f(z)
dz − ω2

∫
C1

f ′(z)

f(z)
dz

∴ 1

2πi

∫
C1+C3

zf ′(z)

f(z)
dz = −ω2

∫
C1

f ′(z)

f(z)
dz

同様に，
∴ 1

2πi

∫
C2+C4

zf ′(z)

f(z)
dz = −ω1

∫
C2

f ′(z)

f(z)
dz

従って，

1

2πi

∫
C1+C2+C3+C4

zf ′(z)

f(z)
dz = −ω2

∫
C1

f ′(z)

f(z)
dz − ω1

∫
C2

f ′(z)

f(z)
dz

1

2πi

∮
C

zf ′(z)

f(z)
dz = −ω2

∫
C1

f ′(z)

f(z)
dz + ω1

∫
C2

f ′(z)

f(z)
dz

同様の計算により，∫
C1+C3

f ′(z)

f(z)
= 0,

∫
C2+C4

f ′(z)

f(z)
= 0

を得る．
∴
∮
C

f ′(z)

f(z)
dz = 0

であることが容易に確かめられる．これより，零点と極の位数は等し
いことが分かる．よって，m = n.以上の事から

∴
m∑
k=1

βk −
m∑
k=1

αk = −ω2

∫
C1

f ′(z)

f(z)
dz − ω1

∫
C2

f ′(z)

f(z)
dz
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w = f(z)とおき，
{
γ1(t) = f(C1) = f(a+ tω1) (0 5 t 5 1)

γ2(t) = f(C2) = f(a+ ω1 + tω2) (0 5 t 5 1)
と

おく．このとき，f ′(z)の極や零点は孤立点ゆえ，C = ∂ Πa上 f ′(z) ̸= 0

となるように，予め aを選んでおけば，γi = f(Ci)は滑らかな閉曲線
である．実際，

γ1(0) = f(a) = f(a+ ω1) = γ1(1)

γ2(0) = f(a+ ω1) = f(a+ ω1 + ω2) = γ2(1) = f(a)

1

2πi

∫
C1

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫
γ1

dw

w
= n1 ∈ Z

同様に
1

2πi

∫
C2

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫
γ2

dw

w
= n2 ∈ Z

故に，
m∑
k=1

βk −
m∑
k=1

αk = −n1ω2 + n2ω1 ∈ Λ(ω1, ω2)

4.1 Weierstrassの p-関数
4.1.1

p(z) =
1

z2
+

∑
ω∈Λ(ω1,ω2)

ω ̸=0

{
1

(z − ω)2
− 1

ω2

}

は形式的にはC上の有理型関数（Weierstrassの p-関数）である．

補題 7. p(z)はCで広義一様収束する．

証明. K ⊂ Cを任意のコンパクト集合とする．そのとき，R > 0が存在し，
K ⊂ {z ∈ C : |z| 5 R}とできる．よって，p(z)が |z| 5 Rで一様収束する
ことを示せばよい．

∑
ω ̸=0

ω∈Λ(ω1,ω2)

=
∑

|z|52R

+
∑

|z|>2R

であり，{ω ∈ Λ(ω1, ω2) : |ω| 5

2R}は有限個の元からなる集合ゆえ，
∑

|ω|52R

は有限和である（有理関数）．

Claim 7. 無限級数
∑

|ω|>2R

は |z| 5 Rで一様収束する．
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I
∣∣∣∣ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ z(2ω − z)

(z − ω)2ω2

∣∣∣∣
• |ω| > 2R = 2|z| ∴ |z| < 1

2
|ω|

• |z − ω| = |ω| − |z| = 1
2
|z|

• |2ω − z| 5 2|ω|+ |z| < 2|ω|+ 1
2
|ω| = 5

2
|ω|

I ∴
∣∣∣∣ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ z(2ω − z)

(z − ω)2ω2

∣∣∣∣ 5 |z| 5
2
|ω|

1

4
|ω|2 |ω|2

5 10R

|ω|3

∣∣ ∑
ω∈Λ

|ω|>2R

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)∣∣ 5
∣∣ ∑

ω∈Λ
|ω|>2R

10R · 1

|ω|3
∣∣

5 10R
∑
ω∈Λ
ω ̸=0

1

|ω|3

そこで
Ak := {mω1 + nω2 : |m| 5 k, |n| 5 k}

とおく．

補題 8. Ak内の格子点の数は (2k+1)2個である．Ak−Ak−1 = ∂Ak = mω1+

nω2 : |m| = k, |n| = k}.特に，∂Ak上の格子点の数は #(∂Ak) = 8k.また，
d := min{|ω| ω ∈ ∂A1}とおくと，ω ∈ ∂Ak =⇒ |ω| = kd.

(♠)
∑
ω∈Λ
ω ̸=0

=
∞∑
k=1

( ∑
ω∈∂Ak

)

に注意すれば，∑
ω∈Λ
ω ̸=0

1

|ω|3
=

∞∑
k=1

( ∑
ω∈∂Ak

1

|ω|3

)

5
∞∑
k=1

( ∑
ω∈∂Ak

1

(kd)3

)

=
∞∑
k=1

8k

(kd)3
=

8

d3

∞∑
k=1

1

k2
< +∞
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よって，|z| 5 Rで p(z)は一様収束する．こうして，p(z)はCで広義一様収
束する．

4.1.2 p(z)の性質

補題 9. (1) p(z)は周期 ω1, ω2をもつ楕円関数である．

(2) p(z)の極は格子点Λ := Λ(ω1, ω2)で，極の位数は 2である．

(3) p(z)は偶関数である．

(4) p(z) = p(z′)←→ z ≡ ±z′ (modΛ(ω1, ω2))

(5) p′(z)は位数 3の楕円関数で，特に，奇関数である

(6) p′(z)の極は格子点Λ(ω1, ω2)であり，零点は ,
ω1

2
,
ω1 + ω2

2
,
ω2

2
である．

証明. (1) {ω0 − ω : ω ∈ Λ} = {−ω : ω ∈ Λ} = Λ (for 0 ̸=∀ ω0 ∈ Λ)

より，

p(z + ω0) =
1

(z + ω0)2
+

∑
ω∈Λ(ω1,ω2)

ω ̸=0

{
1

(z + ω0 − ω)2
− 1

ω2

}

=
1

(z − (−ω0))2
+

1

z2
+

∑
0 ̸=ω∈Λ(ω1,ω2)

ω ̸=ω0

{
1

(z + ω0 − ω)2
− 1

ω2

}

=
1

z2
+

∑
ω∈Λ(ω1,ω2)

ω ̸=0

{
1

(z − ω)2
− 1

ω2

}
= p(z)

(2) aを原点 z = 0に十分近く取り，周期平行四辺形Πaを考える．そのと
き，p(z)はΠaの内部において原点 z = 0を位数 2の極に持つ．
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(3)

p(−z) =
1

(−z)2
+

∑
ω∈Λ(ω1,ω2)

ω ̸=0

{
1

(−z − ω)2
− 1

ω2

}

=
1

z2
+

∑
ω∈Λ(ω1,ω2)

ω ̸=0

{
1

(z − (−ω))2
− 1

(−ω)2

}

=
1

z2
+

∑
−ω∈Λ(ω1,ω2)

ω ̸=0

{
1

(z − (−ω))2
− 1

(−ω)2

}

=
1

z2
+

∑
ω′∈Λ(ω1,ω2)

ω′ ̸=0

{
1

(z − ω′)2
− 1

ω′2

}

= p(z)

よって，p(z)は偶関数である．ここで，Λ = {−ω : ω ∈ Λ}を用いた．

(4) 　 p(z′) = ∞ならば ±z′ ∈ Λ ∴ p(−z′) = ∞. p(z) = p(z′)ならば，
p(z) =∞ゆえ，z,±z′ ∈ Λ.よって，z ± z′ ∈ Λ ∴ z ≡ ±z′ (modΛ).

次に p(z′) ̸=∞とする．f(z) = p(z)− p(z′)とおく．p(z)は 2位の楕円
関数より，f(z)は 2位の楕円関数である．よって，f(z) = 0となる点
は πa内に 2個ある．f(z′) = f(−z′) = 0ゆえ，Πa ∋ ∃z ∼ ±z′．

(5)

p′(z) = − 2

z3
−
∑

Λ∋ω ̸=0

2

(z − ω)3
= −2

∑
ω∈Λ

1

(z − ω)3

よって，p′(z)は格子点Λ(ω1, ω2)を極に持ち，極の位数は 3位である．

p′(z + ω0) = −2
∑
ω∈Λ

1

(z + ω0 − ω)3
= −2

∑
ω∈Λ

1

(z − ω)3
= p′(z)
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より，p′(z)もまた ω1, ω2を周期とする 3位の楕円関数である．また，

p′(−z) = −2
∑
ω∈Λ

1

(−z − ω)3

= 2
∑
ω∈Λ

1

(z + ω)3

= 2
∑
−ω∈Λ

1

(z − (−ω))3

= −(−2)
∑
ω′∈Λ

1

(z − ω′)3

= −p′(z)

よって，p′(z)は奇関数である．

(6) a ∈
◦
Π0 で p′(a) = 0 とすれば，z = a は p(z) − p(a) = 0 の重根

である．p(z) は z = 0 を 2 位の極にもつので，a + a ≡ 0 + 0 =

0 (modΛ) ∴ 2a ∈ Λ.a = ϵω1 + δω2 (0 < ϵ, δ < 1)と表されるの
で，2a = 2ϵω1 + δω2 ∈ Λ(ω1, ω2).よって，(ϵ, δ) = (

1

2
, 0), (

1

2
,
1

2
), (0,

1

2
).

こうして，a =
ω1

2
,
ω1 + ω2

2
,
ω2

2
. p′(z)は 3位の楕円関数より，p′(z)の

Π0での零点の個数は重複も許して３個（留数定理）である．よって，各
aでの p′(z)の零点の位数は 1である．即ち，p′(z)はΠ0内で 3個の位
数 1の零点 ω1

2
,
ω1 + ω2

2
,
ω2

2
をもつ．

e1 = p(
ω1

2
), e2 = p(

ω1 + ω2

2
), e3 = p(

ω2

2
)

とおく.

補題 10. e1, e2, e3は互いに相異なる．即ち，e1 ̸= e2, e2 ̸= e3, e3 ̸= e1.

証明. e1 = e3とする．p(z)− p(
ω1

2
) = p(z)− p(

ω2

2
)ゆえ，ω1

2
はp(z)− p(

ω2

2
)

の重根であり，結果，2位の楕円関数 p(z)− p(
ω2

2
)は重複も許して 4個の零点

ω1

2
,
ω2

2
（各２重根）をもつことになり矛盾．同様の議論によりe1 ̸= e2, e2 ̸= e3

を得る．
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注意 9. ∀a ∈
{
ω1

2
,
ω1 + ω2

2
,
ω2

2

}
をとる．そのとき，z = aは p(z)−p(a) = 0

の２位の零点で，それ以外の aに対しては１位の零点である．{b ∈ C :

p(z)− p(b) = 0 ; b ̸= a} = {±b modΛ}.

命題 5. 次の関係式が成り立つ．

{p′(z)}2 = 4 {p(z)− e1} · {p(z)− e2} · {p(z)− e3}

証明. 周期平行四辺形Π0の内部で考える．

f(z) = {p(z)− e1} · {p(z)− e2} · {p(z)− e3}

とおくと f(z)は楕円関数である．{ω1

2
,
ω1 + ω2

2
,
ω2

2
}はそれぞれ f(z)の 2位

の零点で，z = 0を 6位の極にもつ．一方，p′(z)は z = 0を 3位の極にもつ

ので，(p′(z))2は z = 0を 6位の極にもつ．従って，(p′(z))2

f(z)
は極が相殺され

て z = 0で正則である．また，{ω1

2
,
ω1 + ω2

2
,
ω2

2
}は p′(z)の位数 1の零点ゆ

え，これらは (p′(z))2の位数 2の零点である．従って，f(z)の零点が (p′(z))2

f(z)

の極である事を考慮すれば，結果的に (p′(z))2

f(z)
は極をもたない楕円関数であ

る事が分かる．こうして，リューヴィルの定理から
p′(z)2

f(z)
= c (const.) ∴ (p′(z))2 = cf(z)

次に，
p(z) =

1

z2
+ (holomorphic near) z = 0

より，f(z)の z = 0でのローラン展開は f(x) = 1
z6

+ · · · と表される．

p′(z) = − 2

z3
+ (holomorphic near) z = 0

より，(p′(z))2の z = 0でのローラン展開は (p′(z))2 = 4
z6

+ · · · と表される．
こうして，係数を比較すれば c = 4を得る．以上により，

p′(z)2 = 4 (p(z)− e1) · (p(z)− e2) · (p(z)− e3)

= 4
{
p(z)3 − (e1 + e2 + e3)p(z)

2 + (e1e2 + e2e3 + e3e1)p(z)− e1e2e3
}

が示された．
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命題 6.

g2 = 60
∑
ω

′ 1

ω4
= 60

∑
ω∈Λ
ω ̸=0

1

ω4
, g3 = 140

∑
ω

′ 1

ω6
= 140

∑
ω∈Λ
ω ̸=0

1

ω6

とおくと，関係式

(p′(z))
2
= 4 (p(z))3 − g2 p(z)− g3

が成り立つ．

補題 11.

ζ(z) =
1

z
+
∑
ω∈Λ
ω ̸=0

(
1

z − w
+

1

ω
+

z

ω2

)

はCで有理型，極はΛの点でそれは留数 1の 1位の極である．任意の

証明. 任意にR > 0をとり，|z| < Rで考える．|z| < |ω|で

1

z − ω
=

1

ω
· 1

1− z
ω

= − 1

ω
− z

ω2
− z2

ω3
− · · ·

1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2
=

z2

ω2(z − ω)

となる．|z| < R , |ω| > 2Rとすると，2|z| < 2R < |ω|より，|z − ω| =
|ω| − |z| > |ω|

2
. よって，∣∣∣∣ 1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ z2

ω2(z − ω)

∣∣∣∣ < 2R2

|ω|3

ζ(z) =
1

z
+

∑
ω∈Λ

0̸=|ω|52R

+
∑
ω∈Λ

2R<|ω|∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
ω∈Λ

2R<|ω|

(
1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

)∣∣∣∣∣∣∣∣ <
∑
ω∈Λ

2R<|ω|

2R2

|ω|3
< +∞

よって，ζ(z)は |z| < Rで一様収束する．R > 0は任意より，ζ(z)はCで収
束しする．
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特に，

補題 12. p(z) = −ζ(z).

ζ(z) =
1

z
+
∑
ω∈Λ
ω ̸=0

(
1

z − w
+

1

ω
+

z

ω2

)
は z = 0を 1位の極にもつ．そこで，z = 0の周りでローラン展開する．この
とき，任意のω ̸= 0に対し，|z| < |ω|なる原点の近傍を考える．Gn =

∑
ω∈Λ
0̸=ω

1

ωn

とおくと，
mω ∈ Λおよび nが奇数なら ωn + (−ω)n = 0に注意すれば，

ζ(z) =
1

z
−
∑
ω ̸=0

(
z2

ω3
+

z3

ω4
+ · · ·

)
=

1

z
−G3z

2 −G4z
3 + · · ·

より，

ζ(z) =
1

z
− g4z

3 −G6z
5 − · · ·

p(z) = −ζ(z) = 1

z2
+ 3G4z

2 + 5G6z
4 + · · ·+

p′(z) = − 2

z3
+ 6G4z + 20G6z

3 + · · ·

p′(z)2 =
4

z6
− 24

G4

z2
− 80G6 + · · ·

p(z)3 =
1

z6
+ 9

G4

z2
+ 15G6 + · · ·

を得る．
∴ p′(z)2 − 4 p(z)3 = −60 G4

z2
− 140G6 + · · ·

∴ p′(z)2 − 4 p(z)3 + 60G4p(z) = −140G6

右辺は z = 0で正則関数，左辺は Λ(ω1, ω2)を極にもつ楕円関数であるので，
リューヴィルの定理より右辺は定数関数である．以上より，

p′(z)2 − 4p(z)3 + 60G4p(z) + 140G6 = 0
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そこで，
g2 = g2(ω1, ω2) = 60G4, , g3 = g3(ω1, ω2) = 140G6

とおけば，最終的に

(♠) p′(z)2 = 4p(z)3 − g2p(z)− g3 = 0

を得る．一方，

p′(z)2 = 4p(z)3 − g2p(z)− g3 = 4(p(z)− e1)(p(z)− e2)(p(z)− e3)

より， 
e1 + e2 + e3 = 0

e1e2 + e2e3 + e3e1 = −
g2
4

e1e2e3 =
g3
4

簡単な計算により

∆ = (e1 − e2)
2(e2 − e3)

2(e3 − e1)
2 =

1

16
(g32 − 27g23)

を得る．各 ei (i = 1, 2, 3)は相異なるので，

p′(z)2 = 4p(z)3 − g2p
′(z)− g3 , g32 − 27g23 ̸= 0

を得る．

4.1.3

p(z)をC上 0 ̸= ω1 , 0 ̸= ω2 (Im
ω2

ω1

> 0)を２重周期にもつWeierstrassの p

関数とする．
π : C −→ T(ω1, ω2) := C/Λ(ω1, ω2)

を商正則写像とする．

補題 13. (1) 楕円曲線（１次元複素トーラス）T(ω1, ω2)上の有理型関数．

(2) p([z])は正則写像 p : T(ω1, ω2) −→ P1を定める．
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(3) p : T(ω1, ω2) −→ P1は分岐２重被覆（2 : 1全射正則写像）で分岐点は
[0] , [e1] = [

ω1

2
] , [e2] = [

ω1 + ω2

2
] , [e3] = [

ω2

2
]の相異なる４点である．

証明. (1) [z] ∈ T(ω1, ω2)に対して，p([z]) := p(z) で定義すれば，

p(z + ω) = p(z) for ω ∈ Λ

より，p([z])は代表元の取り方に関係なく定義される (well-defined)有
理型関数である．p([0]) =∞ ∈ C（[0] = π(Λ)）.

(2) p([z]) =

{
(p(z) : 1) ∈ P1 if z ∈ C \ Λ
(1 : 0) ∈ P1 if = ω ∈ Λ

と定義すれば

T(ω1, ω2)
p−→ P1

は正則写像を与える．
リーマン面上の有理型関数はリーマン球面（射影直線）P1への正
則写像を定める．

(3) p(z)は格子点Λ(ω1, ω2)を２位の極のもつ．即ち，Λ = {z ∈ C : p(z) =

∞}.この事は p−1(1 : 0) = [0]（２重点）を意味する．一方，周期平
行四辺形 Π0 において a ∈ C \ Λに対して p(z) = p(a)となる点は
a ∈ {ω1

2
,
ω1 + ω2

2
,
ω2

2
}で２重根でそれ以外は重根でない（異なる２

つの根）．この事から，T(ω1, ω2)
p−→ P1は {[e∞], [e1], [e2], [e3]}を分岐

点にもつ２重被覆である．

4.1.4

τ =
ω2

ω1

∈ Hとおく．(× 1
ω1
) : Λ(ω1, ω2)

∼→ Λ(τ) := Λ(1, τ) := Z ⊕ Z τ より，
以後，簡単のため ω1 = 1, ω2 = τ ∈ Hとする．

命題 7. τ, τ ′ ∈ Hに対して，

T(τ) ∼= T(τ ′)⇐⇒ τ ′ = τσ =
p+ qτ

r + sτ

但し，
σ =

(
p q
r s

)
∈ SL(2,Z)
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証明. 0 ̸= ω′
1, 0 ̸= ω′

2, Im (
ω′
1

ω′
2

) > 0に対し，

Λ(ω′
1, ω

′
2) = Λ(ω1, ω2)⇐⇒ T(ω′

1, ω
′
2) = T(ω1, ω2)

Λ(ω′
1, ω

′
2) = Λ(ω1, ω2)←→

{
ω′
2 = pω2 + qω1

ω′
1 = rω2 + sω1

但し，p, q, r, s ∈ Z ps− qr = ±1.

τ ′ =
ω′
2

ω′
1

, τ =
ω2

ω1

に注意すれば，
τ ′ =

pω2 + qω1

rω2 + sω1

=
pτ + q

rτ + s

ここで，
0 < Im τ ′ =

(ps− rq) Im τ

|rτ + s|2

かつ Im τ > 0ゆえ，ps− rq = 1.即ち，

σ =

(
p q
r s

)
∈ SL(2,Z)

である．一方，τ, τ ′ ∈ Hに対し，T(τ)
φ∼= T(τ ′)ならば，双正則写像φ : C −→ C

を誘導する．φ(0) = 0 としてよい．このとき，φ(z) = λ · z (∃λ ∈ C∗)と表さ
れる．

0 −−−→ Λ(1, τ ′)
ι−−−→ C π−−−→ T(1, τ ′) −−−→ 0y φ

y φ

y φ

y
0 −−−→ Λ(1, τ)

ι−−−→ C π−−−→ T(1, τ) −−−→ 0

よって，∃p, q.r, s ∈ Z (ps− qr = ±1){
φ(τ ′) = λ · τ ′ = pτ + q

φ(1) = λ = rτ + s

∴ τ ′ =
pτ + q

rτ + s

Im τ ′ > 0より，ps− qr = 1. ∴
(

p q
r s

)
∈ SL(2,Z)
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4.1.5

I p(z) := pτ (z) =
1

z2
+
∑

ω∈Λ(τ)
ω ̸=0

{
1

(z − ω)2
− 1

ω2

}

I T(τ) := T(1, τ)

I π : C −→ T(τ)

I π(Λ(τ)) = [0] ∈ T(τ)

I [0] , [e1] = [
1

2
] , [e2] = [

1 + τ

2
] , [e3] = [

τ

2
]

I g2(τ) = 60
∑

(m.n)̸=(0,0)

1

(m+ nτ)4

I g3(τ) = 140
∑

(m.n) ̸=(0,0)

1

(m+ nτ)6

I p′(z)2 = 4p(z)3 − g2(τ)p(z)− g3(τ), g2(τ)
3 − 27g3(τ)

2 ̸= 0

命題 8. g2(τ), g3(τ)は上半平面H上の正則関数である．

証明. g2(τ)の正則性を示す．そのため，g2(τ)がH上広義一様収束する事を
示す．Hコンパクト集合はある矩形

K := {τ ∈ H : −a 5 Re τ 5 a , 0 < b 5 Im τ 5 c}

に含まれるので，この矩形K 上で一様収束する事を示す．∀τ ∈ K をとる．
原点 z = 0と−1 + τ, −1, 1, 1 + τ を頂点とする平行四辺形

{ϵ+ δτ : |ϵ| < 1, |δ| < 1}

の周との最短距離を d(τ) > 0とする．d(τ) = min{Im τ,
Im τ

|τ |
} > 0とおき，

ρ := ρ(K) := min{d(τ) : τ ∈ K}とおく．Kはコンパクト集合でHに含まれ
るので d(τ) = ρ > 0.

I Ak = {ω : ω = m+ nτ , |m| 5 k, |n| 5 k}
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I #(Ak − Ak−1) = 8k

I
∑

0̸=ω∈Λ(τ)

=
∞∑
k=1

 ∑
0 ̸=ω∈Ak−Ak−1


∀ω ∈ Ak − Ak−1に対し，|ω| > kd = kρ.∑

ω∈Ak−Ak−1

1

|ω|4
5

∑
ω∈Ak−Ak−1

1

ρ4
· 1
k4

<
8k

ρ4
· 1
k4

=
8

ρ4
· 1
k3

g2(τ) =
∞∑
k=1

 ∑
ω∈Ak−Ak−1

1

|ω|4

 <
8

ρ4

∞∑
k=1

1

k3
< +∞

よって，K上一様収束する．こうして g2(τ)は上半平面Hで広義一様収束す
る．故に，g2(τ)はHで正則である．

そこで，Φ([z]) =

{
(p([z]) : p′([z]) : 1) ∈ P2 if [z] ̸= [0]

(0 : 1 : 0) ∈ P2 if [z] = [0]
で定義すると，

Φは正則写像Φ : T(τ) −→ P2を定める．

Claim 8. Φ : T(τ) −→ P2は単射である．

実際，p([z]) = p([a]), & p′([z]) = p′([a])とする．

p([z]) = p([a])⇐⇒ p(z) = p(a)⇐⇒ z ≡ ±a (modΛ(1, τ)) .

この zに対し，p′([z]) = p′([a])を満たす．∴ p′(−a) = −p′(a) = p′(a). よって，
p′(a) = p(−a) = 0.よって，±aはp(z)−p(a)の重根．これは，p(z)−p(a)が２
位の楕円関数であることに反する．故に，Φ([z]) = Φ([a])ならば [z] = [a].

今，Cτ := Φ(T(τ))とおくと，

Cτ =
{
(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : z21z2 = 4z30 − g2(τ)z0z

2
2 − g3(τ)z

3
2 , g32 − 27g23 ̸= 0

}
より，Cτ は T(τ)

Φ∼= Cτ（双正則同型）なる P2内の非特異３次曲線である．
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4.1.6

e1 = p(
1

2
), e2 = p(

1 + τ

2
), e3 = p(

τ

2
)

とすれば，ei (i = 1, 2, 3)は上半平面Hで正則な関数である．そこで，

λ =
e1 − e3
e2 − e3

とおけば，各，eiは互いに相異なるので，λ = λ(τ)はやはり上半平面でHで
正則な関数である．特に，λ ̸= 0, 1，即ち，λは正則写像

λ : H −→ C \ {0, 1}

を定める． {
g2(τ) = (e1 − e3)

2 · 4
3
(λ2 − λ+ 1)

g3(τ) = (e1 − e3)
3 · 4

27
(λ+ 1)(λ− 2)(2λ− 1)

1− λ =
e1 − e2
e1 − e3

に注意すれば

J(τ) =
g2(τ)

3

g2(τ)3 − 27g3(τ)2

=
(e1 − e3)

6 · 64
27

(λ(τ)2 − λ(τ) + 1)3

16(e2 − e1)2(e3 − e2)2(e1 − e3)2

=
4

27

(λ(τ)2 − λ(τ) + 1)3(
e2 − e1
e1 − e3

)2 (
e3 − e2
e1 − e3

)2

=
4

27

(λ(τ)2 − λ(τ) + 1)3

λ(τ)2(1− λ(τ))2

=:
4

27
j(λ(τ))

但し，j(λ) =
(λ2 − λ+ 1)3

λ2(1− λ)2
は C上の有理関数より，正則写像 j : C −→ P1

を定める．特に，
J : H λ−→ C \ {0, 1} j−→ C

と分解される．
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補題 14. J(τ)は上半平面Hで正則かつ ∀σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z)に対し

J(τσ) = J(τ)

が成立する．即ち，J(τ)は商空間H = H/ SL(2,Z)（リーマン面の構造が入
る！）上の正則関数 J([τ ])を与える

J : H ∼= C : [τ ] 7→ J([τ ])は双正則同型であることが知られている．
また，

λ(τ) : H −→ C \ {0, 1} : τ 7→ e2 − e3
e1 − e3

は全射正則写像であることも知られている．

証明. σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z)に対し τσ =

aτ + b

cτ + d
.

g2(τ
σ) = 60

∑
(m,n) ̸=(0,0)

1(
m+ n

aτ + b

cτ + d

)4

= 60(cτ + d)4
∑

(m,n)̸=(0,0)

1

{(md+ nb) + (mc+ na)τ}4

= (cτ + d)4g2(τ)

g3(τ) = (cτ + d)6g3(τ)

J(τσ) =
(cτ + d)12

(cτ + d)12
· g2(τ)

3

g2(τ)3 − 27g3(τ)2
= J(τ)

ここに，

Z× Z = {(md+ nb,mc+ na) : (m.n) ∈ Z× Z , σ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z)}

および ad− bc = 1より

(md+ nb,mc+ na) = (0, 0)⇐⇒ (m,n) = (0, 0)

であることを用いた．
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5 射影平面P2の３次曲線
5.1 射影平面

(z0, z1, z2) ∈ C3 \ {(0, 0, 0)}に対して連比 [z0 : z1 : z2]の集合

P2 := {[z0 : z1 : z2] : (z0, z1, z2) ∈ C3}

を２次元射影空間（射影平面）という．(z0, z1, z2) ̸= (0, 0, 0)より，

Ui = {zi ̸= 0} ∩ P2 (0 5 i 5 2)

とおくと，

U0 =

{
(1 :

z1
z0

:
z2
z0
) : (z0, z1, z2) ∈ C3 , z0 ̸= 0

}
∼= C2(

z1
z0

:
z2
z0
) = C(u0, v0)

U1 =

{
(
z0
z1

: 1 :
z2
z1
) : (z0, z1, z2) ∈ C3 , z1 ̸= 0

}
∼= C2(

z0
z1
,
z2
z1
) = C(u1, v1)

U2 =

{
(
z0
z2

:
z1
z2

: 1) : (z0, z1, z2) ∈ C3 , z2 ̸= 0

}
∼= C2(

z0
z2
,
z1
z2
) = C(u2, v2)

P2の多様体としての構造� �
P2 = U0∪U1∪U2は２次元（コンパクト）複素多様体でU = {(Ui, (ui, vi))}
は局所座標系で座標変換は：

u1 =
1

u0

v1 =
v0
u0

on U0 ∩ U1
∼= C∗ × C


u2 =

u1

v1

v2 =
1

v1

on U1 ∩ U2
∼= C∗ × C


u0 =

1

u2

v0 =
v2
u2

on U2 ∩ U0
∼= C× C∗

� �
１次元複素トーラス T(τ)は平面３次曲線

Cτ =
{
(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : z21z2 = 4z30 − g2(τ)z0z

2
2 − g3(τ)z

3
2 , g2(τ)

3 − 27g3(τ)
2 ̸= 0

}
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と解析的に同型であった．P2の座標の１次変換 P2(z0 : z1 : z2) −→ P2(w0 :

w1 : w2) 
u0 = z0 − e3z2

u1 = z1

u2 = z2

Cτ : z21z2 = 4(z0 − e3z2)(z0 − e2z2)(z0 − e1z2)

と表されるので，

u2
1u2 = 4u0 (u0 − (e2 − e3)u2) (u0 − (e1 − e3)u2)

∴ u2
1u2

(e1 − e3)3
= 4

u0

e1 − e3

(
u0

e1 − e3
− e2 − e3

e1 − e3
u2

)(
u0

e1 − e3
− e1 − e3

e1 − e3
u2

)
を得る．更に，１次変換 

w0 =
u0

e1−e3

w1 =
u1√

(e1−e3)3

w2 = u2

により，
C(λ) : w2

1w2 = 4w0(w0 − w2)(w0 − λw2)

を得る．以上より，

τ = ω2ω1 ∈ H , λ =
e2(τ)− e3(τ)

e1 − e3(τ)

とおけば，λ : H −→ C \ {0, 1}は正則写像である．また，単連結領域
H上で e1 − e3(τ) ̸= 0ゆえ，

√
e1 − e3(τ)は１価正則関数である．更に，

正則同型
T(ω1, ω2) ∼= Cτ

∼= C(λ) ⊂ P2

を得る．ここで，τ ∈ H , λ ∈ C \ {0, 1}.

5.1.1

P2の同次座標を (z0 : z1 : z2)とし，
U0 = {z0 ̸= 0} ∼= C2(

z1
z0
,
z2
z0
) =: C2(x0, y0)

U1 = {z1 ̸= 0} ∼= C2(
z0
z1
,
z2
z1
) =: C2(x1, y1)

U2 = {z2 ̸= 0} ∼= C2(
z0
z2
,
z1
z2
) =: C2(x2, y2)
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x1 =

1

x0

y1 =
y0
x0

,


x2 =

x1

y1

y2 =
1

y1


x1 =

y2
x2

y1 =
1

x2

P (z0, z1, z2) =
∑

i+j+k=d

zi0z
j
1z

k
2 を d次の同次多項式とする．d = degP を P

の次数という．そのとき，

P (λz0, λz1, λz2) = λdP (z0, z1, z2) for ∀λ ∈ C∗

また，次の関係式が成り立つ．

命題 9 (Eulerの関係式).

z0
∂P

∂z0
(z0, z1, z2) + z1

∂P

∂z1
(z0, z1, z2) + z2

∂P

∂z2
(z0, z1, z2) = dP (z0, z1, z2)

P が可約であるとは，P = P1 · P2 (0 < degPi < d)と分解されるときを
いう．可約でないとき既約という．今，P (z0, z1, z2)は P2上の関数として意
味をなさないが，零点集合

Cd := {(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : P (z0, z1, z2) = 0}

は集合として意味をなす．このCdを d次の（射影）代数曲線とよぶ．また，
P が既約な同次多項式 P1, P2, . . . , Prの積：

P = P1 · P2 · · ·Pr (0 < degPi = di < d)

に分解されるとき
d1 + d2 + · · ·+ dr = d

が成り立つ．このとき，Cdも

Cd = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cr

と射影曲線の和集合に分解される（既約分解という）．各CiをCdの既約成
分という．
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5.1.2

C = {(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : P (z0, z1, z2) = 0}

を既約な射影代数曲線とする．C上の点α := (a0 : a1 : a2) ∈ Cをとる．特に
a2 ̸= 0と仮定する．

C0 = C ∩ {z2 ̸= 0} ⊂ C2(u, v) u =
z0
z2
, v =

z1
z2

とおく．そのとき，
zd2 P (u, v, 1) = P (z0, z1, z2).

C0が (
a0
a2

.
a1
a2

, 1)で特異性をもつ，または，C0が (
a0
a2

.
a1
a2

, 1)を特異点にもつ
とは，

(∗) ∂P

∂u
(
a0
a2

,
a1
a2

, 1) =
∂P

∂v
(
a0
a2

,
a1
a2

, 1) = 0

を満たす時をいう． 
∂P

∂u
(u, v, 1) = z2

∂P

∂z0
(
z0
z2
,
z1
z2
, 1)

∂P

∂v
(u, v, 1) = z2

∂P

∂z1
(
z0
z2
,
z1
z2
, 1)

に注意すれば，(∗)より，

a2
∂P

∂z0
(
a0
a2

,
a1
a2

, 1) = a2
∂P

∂z1
(
a0
a2

,
a1
a2

, 1) = 0

を得る．
∴ ∂P

∂z0
(a0, a1, a2) =

∂P

∂z1
(a0, a1, a2) = 0

一方，Eulerの関係式より，

a0
∂P

∂z0
(a0, a1, a2) + a1

∂P

∂z1
(a0, a1, a2) + a2

∂P

∂z2
(a0, a1, a2) = 0.

今，a2 ̸= 0より，
∂P

∂z2
(a0, a1, a2) = 0

こうして，最終的に特異性の定義：

(a0 : a1 : a2) ∈ C が特異点 def⇐⇒ ∂P

∂z0
(a0, a1, a2) =

∂P

∂z1
(a0, a1, a2) =

∂P

∂z2
(a0, a1, a2) = 0.

を得る．
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5.1.3

一方，(a0 : a1 : a2) ∈ C を非特異点とする．この場合も a2 ̸= 0とする．点
(
a0
a2

:
a1
a2

: 1)での接線の方程式は

∂P

∂u
(u− a0

a2
) +

∂P

∂v
(v − a1

a2
) = 0

である．同様の議論により，

z2
∂P

∂z0
(
a0
a2

:
a1
a2

: 1)(
z0
z2
− a0

a2
) + z2

∂P

∂z1
(
z1
z2
− a1

a2
) = 0

よって，

z0
∂P

∂z0
(
a0
a2

:
a1
a2

: 1)+z1
∂P

∂z1
(
a0
a2

:
a1
a2

: 1)−z2
a2

(
a0

∂P

∂z0
(
a0
a2

:
a1
a2

: 1) + a1
∂P

∂z1
(
a0
a2

:
a1
a2

: 1)

)
= 0

を得る．両辺に ad−1
2 を乗じて，

z0
∂P

∂z0
(a0 : a1 : a2)+z1

∂P

∂z1
(a0 : a1 : a2)−

z2
a2

(
a0

∂P

∂z0
(a0 : a1 : a2) + a1

∂P

∂z1
(a0 : a1 : a2)

)
= 0.

Eulerの関係式から

z0
∂P

∂z0
(a0 : a1 : a2) + z1

∂P

∂z1
(a0 : a1 : a2)−

z2
a2

(
−a2

∂P

∂z2
(a0, a1, a2)

)
= 0

こうして，最終的にC上の点 (a0 : a1 : a2) ∈ Cでの接線の方程式は

z0
∂P

∂z0
(a0 : a1 : a2) + z1

∂P

∂z1
(a0 : a1 : a2) + z2

∂P

∂z2
(a0 : a1 : a2) = 0

と表される．

5.1.4 非特異曲線と陰関数の定理

２複素変数既約多項式 f(x, y) ∈ C[x, y] に対し，複素アフィン曲線 C =

{(x, y) ∈ C2 : f(x, y) = 0}を考える．(a, b) ∈ C を非特異な点（通常
点）とする．そのとき，{

f(a, b) = 0(
∂f
∂x
(a, b), ∂f

∂y
(a, b)

)
= (fx(a, b), fy(a, b)) ̸= (0, 0)
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特に，∂f

∂y
(a, b) ̸= 0としてよい．f(a, y)は yの正則関数として y = bを孤立

零点にもつ（一致の定理）．また，y = bの周りのテーラー展開は f(a, b) = 0

より，

f(a, y) = fy(a, b)(y−b)+c2(y−b)2+· · · = (y−b)
(
∂f

∂y
(a, b) + c2(y − b) + · · ·

)
=: (y−b) g(a, y)

と表される．但し，g(a, y)は y = bのある近傍 ∃V (b; r2) := {|y − b| < r2}
で正則な関数で,

∂f

∂y
(a, b) ̸= 0より，g(a, b) ̸= 0.よって，δ2 < r2を十分小

さく取れば，f(a, y)は V (b, δ2)に於いて，y = bを一位の零点にもつ．特に，
境界 γ = {|y − b| = δ2}上 g(a, y) ̸= 0とできる．a × γはコンパクトゆえ，
x = aの近傍U(a, δ1)が存在し，U(a, δ1)× γ上，f(x, y) ̸= 0とできる．そこ
で，|x− a| < δ1なる任意の xに対し，

(∗) N(x) =
1

2πi

∫
γ

fy(x, y)

f(x, y)
dy

(∗∗) φ(x) =
1

2πi

∫
γ

y fy(x, y)

f(x, y)
dy

とおく．そのとき，f(x, y)は {|x− a| 5 δ1} × γで非零かつ一様有界なので，
積分と微分の順序が交換される（フビ二の定理）

∂N(x)

∂x
=

1

2πi

∫
γ

∂

∂x

(
fy(x, y)

f(x, y)

)
dy

を得る．被積分項は xの正則関数なので 0である．よって，∂N(x)

∂x
= 0とな

り，N(x)は U(a, δ1)で正則な関数である．一方，N(x)は xを固定した時の
f(x, y) = 0の V (b, δ2)内の零点の個数ゆえ整数値である．N(a) = 1（一位の
零であった）ゆえ，一致の定理からN(x) ≡ 1である．よって，x ∈ U を固
定した時，f(x, y) = 0は V 内に唯一つの一位の零点をもつ．それを φ(x)と
表すと (∗∗)が成立する．このとき，f(x, y) = 0を yについて解いたときの解
より，f(x, φ(x)) ≡ 0である．この時点ではφ(x)は単なる xの関数に過ぎな
いが，同様の議論（フビ二の定理）から φ(x)は x ∈ U の正則関数である事
がわかる．特に，φ′(x) = −fx(x, y)

fy(x, y)
を得る．φ(a) = bなので，結果として，
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補題 15. (a, b) ∈ C に対し，fy(a, b) ̸= 0ならば，y = bの近傍 V ,x = aの
近傍 U および U で正則な関数 φ(x)が存在して f(x, φ(x)) ≡ 0が成立する．
即ち

C ∩ (U × V ) = {(x, y) ∈ U × V : y = φ(x)}

を得る．特に，φ′(x) = −fx(x, y)

fy(x, y)

要するに C は局所的に xの正則関数 φ(x)のグラフ y = φ(x)として表
されるという事．よって，(a, b) = (a, φ(a))での接線の方程式は

y = φ′(a)(x− a) + φ(a) ∴ y = −fx(a, b)

fy(a, b)
(x− a) + b

∴ fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b) = 0

が求める接線の方程式である．

5.1.5

P2の座標の１次変換 φ : P2(w0 : w1 : w2) −→ P2(z0 : z1 : z2): z0
z1
z2

 =

 a00 a01 a02
a10 a11 a12
a20 a21 a22

  w0

w1

w2

 = A

 w0

w1

w2


に対し， 

∂

∂w0
∂

∂w1
∂

∂w2

 =t A


∂

∂z0
∂

∂z1
∂

∂z2


を得る．そこで，変数 z = (z0 : z1 : z2) , w = (w0 : w1 : w2)に関するHessian

Matrixをそれぞれ

Hz =

(
∂2

∂zi∂zj

)
05i,j52

, Hw =

(
∂2

∂wi∂wj

)
05i,j52

とする． ∂2

∂zi∂zj
=

∂2

∂zj∂zi
より，Hessian Matrixは対称行列である．そのと

き，簡単な計算により
Hz =

tA ·Hw · A
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が成り立つ．よって，
detHz = 0⇐⇒ detHw

今，Cz = {P (z0, z1, z2) = 0}とし，Cw = φ−1(Cz)とおく．そのとき，

φ−1 (Cz ∩ {detHz = 0}) = Cw ∩ {detHw = 0}

を得る．

5.1.6

R =
∪
i∈I

Uiをリーマン面とし，{(Ui, zi)}i∈I を局所座標系とする．

{ωi = fi dzi : fi は Ui で正則 }

を Ui上の正則 1形式とし，

fidzi = fi
dzi
d zj

dzj = fjdzj

を満たすとせよ．そのとき，
fj = fi

dzi
dzj

を得る．{fi}i∈I は {
dzi
dzj
}を転移関数にもつR上の直線束 π : K −→ Rの正

則断面と見なせる．

mがR上の有理型関数とは Ui上に制限した関数m|Ui
= miが Ui上有理

型函数のとき．このとき，
dm

dzi
dzi =

dm

dzj

dzj
dzi

dzi =
dm

dzj
dzj

よって，Φ =

{
dm

dzi
dzi

}
はR上の大域的有理型 1形式である．

コンパクトリーマン面の基本定理� �
コンパクトリーマン面R上には非定数有理型函数 f が存在する．f は正
則写像

f : P −→ P1

を与える．特に，{d f
dzi

dzi}はR上定義された有理型 1形式である．
� �
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定理 8 (留数定理). f をコンパクトリーマン面上の有理型函数とする．その
とき，f は有限個の零点と極をもち，重複も許した零点の個数Nと極の個数
P は等しい.即ち，N = P .

証明. N(f) = {α1, . . . , αs}, P (f) = {αs+1, . . . , αs+t}をそれぞれ f の零
点集合および極の集合とする．　局所座標系 {(Ui, zi)}i∈Iを適当に取り直し，
αi ∈ Ui (1 5 i 5 s + t)とする．各 αi中心の円板∆i (1 5 i 5 s + t)を互い
に交わらないように取る．γiを∆iの境界円（向きは αiから見て正の向き）
とし，

γ = γ1 + · · ·+ γs + γs+1 + · · ·+ γs+t

とおく．また，D = R \
∪

15i5s+t

∆iとおく．そのとき，∂D = −γである．

df

f
=

d f(zi)

dzi
f(zi)

dzi =

d f(zj)

dzj
f(zj)

dzj

はR上で定義された有理型 1形式である．
s+t∑
i=1

∫
γi

df

f
= −

s+t∑
i=1

∫
−γi

df

f
= −

∫
∂D

df

f
= 0

実際，df
f
はDでは極をもたない正則 1形式ゆえ 0である（実際はDを三角形

分割して，各三角形に対してコーシーの積分定理を適用すればよい．）一方，∫
γi

df

f
は∆i内の零点の位数 (1 5 i 5 s)または極の位数 (s+ 1 5 i 5 s+ t).

∴ 0 =
s+t∑
i=1

∫
γi

df

f
= N − P

故にN = P .

5.1.7

P2内の d次の既約曲線

Cd = {(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : F (z0, z1, z2) = 0}
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を考える．但し，F (z0, z1, z2) = (f(z0, z1, z2))
k (k > 1)の形でない（重複因

子をもたない）d次同次多項式とする．特に，次数１の曲線を射影直線とい
う．Lを射影直線とすれば (p0 : p1 : p2) ∈ P2が存在して，

L = {(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : p0z0 + p1z1 + p2z2 = 0}

と表される．比として (p0 : p1 : p2) ̸= (q0 : q1 : q2)ならば，２つの直線

L = {(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : p0z0 + p1z1 + p2z2 = 0}

Lq = {(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : q0z0 + q1z1 + q2z2 = 0}

は異なる射影直線である．特に，Lp と Lq は１点で交わる、即ち，交点数
(L · Lq) = 1である．

Ld = {(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : (p0z0 + p1z1 + p2z2)
d = 0}

とすれば，交点数（交点重複度）は (Ld · Lq) = dとなる．

Claim 9. (Cd · L) = d

(∵) p2 ̸= 0としてよい．z2 = −p0z0 + p1z1
p2

を F (z0, z1, z2)に代入した

(z0 : z1)の d次同次多項式 g(z0, z1) = F (z0, z1,−
p0z0 + p1z1

p2
)の P1(z0 : z1)上

の零点の重複も許した個数を求める．g(z0, z1)は d次同次多項式ゆえ

g(z0, z1) = a1(α1z0 − β1z1)
k1(α2z0 − β2z2)

k2 · · · (αrz0 − βrz1)
kr ,

但し，k1 + k2 + · · ·+ kr = dと分解できる．よって，{(βi : αi)}ri=1が相異な
る解であり，重複度を考慮に入れれば，k1 + k2 + · · ·+ kr = d個の解がある．
よって，(Cd · L) = d.

定理 9. Cm, Cnをそれぞれm,n (m 5 n)次の異なる既約曲線とする．その
とき，(Cm · Cn) = mn.

証明.

Cm = {(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : F (z0, z1, z2) = 0}

Cn = {(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : G(z0, z1, z2) = 0}
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とおく．但し，F, Gは degF = m, degG = nなる同次多項式とする．簡単
のためCm, Cnは非特異曲線とする．まず，Cm ∩ Cnは内点をもたない閉集
合である．これは，一致の定理よりわかる．実際，内点をもてばCm = Cnと
なり仮定に反する．よって，P2がコンパクトゆえCm∩Cn = {α1, α2, . . . , αr}
（有限個の点からなる）．H(z0, z1, z2)を１次多項式とし，

Wi = {(a0 : a1 : a2) ∈ P2 : H(αi) ̸= 0} (i = 1, 2, . . . , r)

とおく．はP2の開集合である．
r∩

i=1

Wi は開集合であるので，内点q = (q0, q1, q2) ∈

r∩
i=1

Wiをもつ．射影直線Lq = {H(z0, z1, z2) = q0z0+ q1z1+ q2z2 = 0}に対し，

(Cm · Lq) = mであり，{α1, α2, . . . , αr}は Lq 上にない．そこで，有理関数
f =

G

Hn
q

のCmへの制限 f |Cmを考えると，f |Cmの零点と極は相異なる点であ

るが，位数は同じであった（定理４）．極の位数はP (f) = (Cm·Ln
q ) = mnより，

零点の位数もN(f) = mnである．実は，特異点があっても，(Cm ·Cn) = mn

であることが示せる．

射影平面の自己同型� �
P2の自己同型写像 φ = (φ0 : φ1 : φ2) : P2 −→ P2を

w0 = φ0(z0, z1, z2)

w1 = φ1(z0, z1, z2)

w2 = φ2(z0, z1, z2)

と表す．但し，φi(z0, z1, z2) (i = 0, 1, 2)は同次多項式とする．P2内の直
線Hi = {wi = 0}の引き戻し φ∗Hiは P2の既約な非特異曲線である．φ
は双正則より (φ∗Hi · φ∗Hj) = (Hi ·Hj) = 1. よって degφ∗Hi = 1.よっ
て，φは一次変換である．

Aut(P2) = PGL(2;C)� �
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5.1.8 変曲点 (points of inflexion)

C = {f(z0, z1, z2) = 0}を既約なd次非特異曲線とする．p = (a0 : a1 : a2) ∈ C

に於ける接線を Lpとする．

Lp : z0
∂f

∂z0
(p) + z1

∂f

∂z1
(p) + z2

∂f

∂z2
(p) = 0

C と Lpの点 pでの交点数 (C · Lp)p = 3のとき，点 p ∈ C を変曲点という．
座標の一次変換により p = (1 : 0 : 0) ∈ Cとしてよい．更に pを固定する一
次変換により，Lp = {z1 = 0}とできる．

f =
∑

i+j+k=d

aijkz
i
0z

j
1z

k
2

とおく．f(1 : 0 : 0) = 0より，単項式 zd0 は含まない．

f(z0, z1, z2) = azd−1
0 z1+bzd−1

0 z2+czd−2
0 z21+dzd−2

0 z1z2+ezd−2
0 z22+g(z0, z1, z2),

（但し，g(z0, z1, z2)は z1, z2に関し３次以上の d次同次多項式である）と表す．
f(z0, 0, z2)は p = (1 : 0 : 0)を 3位以上の零点にもつので，b = e = 0.また
p = (1 : 0 : 0) はCの非特異点より，a ̸= 0.係数を取り替えて

∴ f(z0, z1, z2) = azd−1
0 z1 + bzd−2

0 z21 + czd−2
0 z1z2 + g(z0, z1, z2).

g0 =
∂g

∂zi
, gij =

∂2g

∂zi∂zj
とおく．



∂f

∂z0
= a(d− 1)zd−2

0 z1 + (d− 2)(b+ c)z
(d−3
0 (z21 + z1z2) + g0

∂f

∂z1
= azd−1

0 + zd−2
0 (2bz1 + cz2) + g1

∂f

∂z2
= czd−2

0 z1
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∂2f

∂z20
(p) = 0 + g00(p) = 0

∂2f

∂z0∂z1
(p) = a(d− 1) + g01(p) = a(d− 1)

∂2f

∂z0∂z2
(p) = 0 + g02(p) = 0

∂2f

∂z21
(p) = 2b+ g11(p) = 2b

∂2f

∂z1∂z2
(p) = c+ g12(p) = c

∂2f

∂z22
(p) = 0 + g22(p) = 0

より

H(f)(p) = H(f)(1 : 0 : 0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2f

∂z20

∂2f

∂z0∂z1

∂2f

∂z0∂z2
∂2f

∂z0∂z1

∂2f

∂z21

∂2f

∂z1∂z2
∂2f

∂z0∂z2

∂2f

∂z1∂z2

∂2f

∂z22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
0 a(d− 1) 0

a(d− 1) 2b c
2b c 0

∣∣∣∣∣∣ = 0

を得る．

定理 10. C ⊂ P2を非特異射影代数曲線で degC = d = 3とし，f(z0, z1, z2)

をCを定義する既約 d次同次多項式とする．そのとき，{
points of inflection on C

}
= C ∩

{
zeros of Hessian H = det

(
∂2f

∂zi∂zj

)}
C がアッフィン座標 (x, y)を用いて、p ∈ C の近くで，解析的に C :=
{y = f(x)}と表せるとき（陰関数の定理）{

points of inflection near p
}

=
{
points (a, f(a)) where f

′′
(a) = 0

}
実際，x = aでのテーラー展開

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f

′′
(a)

2!
(x− a)2 + o(x, a; 2)

f
′′
(a) = 0は y = f(x)と y = f(a) + f ′(a)(x− a)が x = aで３次以上の

接触を意味する．

系 3. 非特異 d (d = 3)次平面曲線C ⊂ P2の変曲点の個数は有限個である．
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5.2 平面３次曲線と複素トーラス
5.2.1

C = {(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : f(z0, z1, z2) = 0}

を非特異平面３次曲線とする．但し，f(z0, z1, z2) =
∑

i+j+k=3

aijkz
i
0z

j
1z

k
2 は３次

同次多項式で,任意の (a0 : a1 : a2) ∈ Cに対し(
∂P

∂z0
(a0, a1, a2),

∂P

∂z1
(a0, a1, a2),

∂P

∂z2
(a0, a1, a2)

)
̸= (0, 0, 0).

が成立する．fのヘッシアンH(f)は次数degH(f) = 3ゆえ，交点数は重複を
許して (C ·H(f)) = 9は (Bezoutの定理).　そこで，P2の同次座標 (z0, z1, z2)

を p = (0 : 0 : 1) ∈ Cが変曲点で直線 z0 = 0がCと変曲点 pでの３重接線と
する．このとき，

−f(z0, z1, z2) = −z31 + z0 · (z1, z2の２次形式)

= −z31 − z0 · (−a0z22 + a1z2z1 + a2z2z0 + a3z
2
1 + a4z1z0 + a5z

2
0)

= a0z0z
2
2 − z0z2(a1z1 + a2z0)− (z31 + a3z

2
1z0 + a4z1z

2
0 + a5z

3
0)

= z0 ·
(
√
a0z2 −

1

2
√
a0

(a1z1 + a2z0)

)2

− z0

(
1

2
√
a0

(a1z1 + a2z0)

)2

− (z31 + a3z
2
1z0 + a4z1z

2
0 + a5z

3
0)

= u0u
2
2 − (u3

1 + b1u
2
1u0 + b2u1u

2
0 + b3u

3
0)

w1 = u1 +
b1
3
u0とおくと，

f ′ = w0w
2
2 − (w3

1 + c1w1w
2
0 + c1w

3
0)

以上より，P2の座標の一次変換により，Cの定義方程式は

C := {z0z22 = z31 + az1z
2
0 + bz30}

と表される．これを３次曲線のWeierstrassの標準形という．
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5.2.2

Claim 10. 曲線Cは無限直線 z0 = 0上に特異点を持たない．

証明. C ∩ {z0 = 0} = {(0 : 1 : 0)}.アフィン部分

C(1) = {(u, v) ∈ C2 : uv2 = 1 + au2 + bu3} ; u =
z1
z0
, v =

z2
z1

は (u, v) = (0, 0)で非特異である．

Claim 11. Cのアフィン部分

C(0) = C ∩ {z0 ̸= 0} = {(x, y) ∈ C2 : y2 = x3 + ax+ b}; x =
z1
z0
, y =

z2
z0

上の特異点を持たないための必要十分条件は

4a3 + 27b2 = 0

証明. f = f(x, y) = x3 + ax+ b− y2とおく．
fx =

∂f

∂x
= 3x2 + a

fy =
∂f

∂y
= −2y

fx = fy = 0とおくと，x2 = −a

3
, x3 = − b

2
.よって，4a3 +27b2 = 0ならば特

異点持つ．一方，３次方程式 x3 + ax + b = 0の根を α, β, γとする．そのと
き，判別式

∆ = (α− β)2(β − γ)2(γ − α)2 = 4a3 + 27b2

より，∆ = 0ならば，

C(0) = {y2 = x3}または C(0) = {y2 = (x− α)2(x+ 2α).

故に，C(0)は (0, 0)または (α, 0) = (
3b

2a
, 0)但し，(a ̸= 0),で特異点持つ．
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そこで，座標変換 λ =
γ − α

β − α
とおく．α ̸= β ̸= γ ̸= αより λ ∈ C \ {0, 1}.

u =
x− α

β − α

v =
y√

(β − α)3

により，Weierstrassの標準形: y2 = x3 + ax+ b = (x− α)(x− β)(x− γ)は

v2 = u(u− 1)(u− λ)

と変換される．

5.2.3

P2の非特異３次曲線 C : y2 = x3 + ax + b , 4a3 + 27b2 ̸= 0について，３次
方程式 x3 + ax+ b = 0は異なる３つの解をもつ．

Claim 12. ω =
dx

y
は曲線C上の正則１形式である．

証明. y2 = x3 + ax+ bの両辺を微分して，

2ydy = (3x2 + a) dx =⇒ dx

y
=

2dy

3x2 + a
= ω

C 上 y ̸= 0, 3x2 + a ̸= 0より，ω は C 上の正則１形式である．無限遠点
(0 : 0 : 1)での局所方程式はu = v3+au2v+bv3，但し，u = 1

y
, v = x

y
よって，

ω =
dx

y
=

2

2auv + 3bv2 − 1
dv

となり，ωは (u, v) = (0, 0)で正則１形式である．こうして，ωはC上の大域
的正則１形式，即ち，ω ∈ H0(C,Ω1

C)
∼= H1(C,O) ∼= C.

そこで，複素積分
E(P ) =

∫ P

P0

ω

を考える．但し，積分路はP0とP を結ぶC内の道をとる．局所的にはE(P )

は一価正則関数である. Cは P1上の異なる４点 e1, e2, e3,∞を分岐点にもつ
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２重被覆と見なせるので，フルヴィッツの定理から χ(C)をCのオイラー数
とすれば，

χ(C) = 2χ(P1)− 4 = 4− 4 = 0

また，χ(C) = 2 − β1(C),但し，b1(C) = dimRH
1(C;R)より b1(C) = 2. レ

フシッツの超平面切断定理からH2(P2 \ C, ζ)は torsion freeである．この事
から，H1(C,Z) ∼= Z⊕ Zである．γ ∈ H1(C,Z)に対し，

π(γ) =

∫
γ

ω ∈ C

とおく．π(γ1+γ2) = π(γ1)+π(γ2)かつ，γがコチェインならば,即ち，γ = ∂σ∫
γ

ω =

∫∫
σ

dω = 0

より，πは π : H1(C,Z) −→ Cは準同型写像を定める．

Γ = {π(γ) : γ ∈ H1(C,Z)}

とおく．

補題 16. Γ ⊂ Cは格子群である．

証明. Γが Cの実１次元部分空間（原点を通る直線）に含まれるとすれば，
この直線の法線方向の複素数を α ∈ Cとおけば，任意の ∀γ ∈ H1(C,Z)に
対し，

Re(α · π(γ)) = 0

が成り立つ．

E(P ) =

∫ P

P0

ω

(
=

∫ x(P )

x(P0)

dx

y
=

∫ x(P )

x(P0)

dx√
x3 + ax+ b

)
であった． P0 → P → P0なるサイクルを γ ∈ H1(C,Z)とすれば

E(P ) =

∫ P

P0

ω +

∫
γ

ω =

∫ P

P0

ω + π(γ)

Re(α · E) = Re

(∫ P

P0

ω

)
+Re (α · π(γ)) = Re

(∫ P

P0

ω

)
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よって，Re(α ·E)は周期をもたないのでコンパクトリーマン面C上の調和関
数（正則関数の実部は調和関数）である．最大絶対値の定理から定数である．
こうして，Re(α·E) = c、即ち，α·Eもまた定数関数．微分してα·ω = 0.α ̸= 0

より，ω = 0.矛盾．よって，∃γ1,
∃γ2 ∈ H1(C,Z)（基底をとる）が存在して，

ω1 = π(γ1), ω2 = π(γ2)は一直線上にない（R上一次独立）．

Γ = π (H1(C,Z))) = Zω1 ⊕ Zω2

こうして，

定理 11.

E : C
∼−→ T(ω1, ω2) = C/Γ : E(P ) =

∫ P

P0

ω

は解析的同型写像．即ち，Weierstrassの標準型を通して，非特異射影３次曲
線と複素トーラスは１対１の対応がつく．

5.3 アーベルの定理と射影３次曲線の群構造

定理 12. X := {(z0 : z1 : z2) ∈ P2 : z0z
2
2 = z31 + az1z

2
0 ∗ bz30}を非特異３次

曲線（Weierstrassの標準形）とする．そのとき，任意の３点Q1, Q2, Q3 ∈ X

および P0 = (0 : 0 : 1)に対して[
a line ∃ℓ such that ℓ ·X = Q1 +Q2 +Q3

]
⇕[

Q1 +Q2 +Q3 = 3P0 in the group law on X
]

証明. ３次曲線Xに付随するトーラスをT(ω1, ω2) = C/Λ(ω1, ω2)とし，φ :

T(ω1, ω2) ∼= Xを双正則同型写像とする．P0はXの変曲点であり，z0 = 0がX

の点P0での接線（３重接線）である．Q1, Q2を通る直線を ℓとすれば，ℓとX

のその他の交点は一意的に存在する．それをQ3とする．但し，Q1 = Q2なら，
ℓはQ1での接線をとる．有理関数

ℓ

z0
のXへの制限 f =

ℓ

z0
|XのT(ω1, ω2)へ
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の引き戻しφ∗fは有理型関数で [0] = φ−1(P0)上で３位の極，αi = φ−1(Qi)で
ゼロ点をとる．こうして，アーベルの定理からα1+α2+α3−3[0] ∈ Λ(ω1, ω2).

よって，Q1 +Q2 +Q3 = 3P0.
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