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1 導入

有界凸領域 Ω ⊂ Rnを定めた時、モンジュ・アンペール固有値問題とは以下を満たすような（恒

等的に 0でない）凸関数 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)と λ > 0を求める問題である：detD2u(x) = λ|u(x)|n, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω.
(1.1)

この問題はガウス曲率のべき乗での曲面の発展などに関連性がある．本講演では (1.1)を満たす固

有関数 uを逆反復法を用いて近似する方法について述べる．

Lions [3]によってΩが一様凸で滑らかな領域の場合、(1.1)の解が存在するような λMA := λ > 0

が唯一存在し、固有関数は（正の定数倍を除き）一意的に定まり、滑らかであることが知られてい

る．更に Tso [4]は

K∞ : = {u ∈ C∞(Ω) ∩ C0,1(Ω) | u ̸≡ 0は凸関数、且つ∂Ω上で u ≡ 0},

R(u) : =
−
∫
Ω
u(x)detD2u(x)dx

∥u∥n+1
Ln+1(Ω)

,

と置き、

λMA = inf
u∈K∞

R(u)

によって固有値が求められることを示した．この Rはいわゆる Rayleigh商の非線形版とも考えら

れる．ちなみに Ωが凸であるが一様凸でない、または滑らかでない場合にも上記の Lions、Tsoの

結果が成り立つことは Le [2]によって示されている．

2 結果

上記の Rを用いて固有関数の近似に以下のような漸化式を考えることができる：

detD2uk+1 = R(uk)|uk|n on Ω, (2.1)

uk+1(x) = 0 x ∈ ∂Ω,
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ここで上記の方程式は Aleksandrov弱解の意味で解釈する．本研究の主結果は以下の通りである：

Theorem 2.1 ([1]). Ωが有界凸領域、且つ凸関数 u0 ∈ C(Ω)が以下を満たすとする：

1. ∂Ω上で u0 ≤ 0

2. R(u0) < ∞

3. Aleksandrovの意味で Ω上で detD2u0 ≥ Ln（但し Ln は n次元ルベーグ測度）．

この時 (2.1)で定義された列 {uk}∞k=0は (1.1)を満たす固有関数にΩ上で一様収束し、 lim
k→∞

R(uk) =

λMA である．

ここで一つ注目すべき点は、u0自体はDirichlet境界条件を満たさなくてもよいため適当な r > 0

をとることで u0(x) = |x|2/2− rとすることが可能である．

定理の証明には {uk}∞k=0のコンパクト性、部分列が全て同じ固有関数に収束すること、且つ 0関

数に収束しないことの証明が必要となる．いずれの証明で以下の単調性公式が重要な役割を持つ：

Lemma 2.2.

R(uk+1)∥uk+1∥nLn+1(Ω) ≤ R(uk)∥uk∥nLn+1(Ω), ∀k ∈ Z+.
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