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1. 概略
σ(t) ∈ L∞(Rt) についての２階常微分方程式

ζ ′′j (t) + σ(t)ζj(t) = 0,

{
ζ1(0) = 1,

ζ ′1(0) = 0,

{
ζ2(0) = 0,

ζ ′2(0) = 1

を考察する。この時、2つの線型独立解 ζ1(t), ζ2(t) は以下の性質を持つと仮定する；

仮定 1: 次の (A), (B), (C) を満たす定数 r0 > 0, c1,±, c2,± /∈ {0,∞,−∞}, c3,± ∈ R,
λ ∈ [0, 1/2) が存在する；
(A). 任意の |t| ≥ r0 に対して、定数 c > 0 が存在して |ζ2(t)| ≥ c.

(B). lim
t→±∞

ζ1(t)

(±t)λ
= c1,±, lim

t→±∞

ζ2(t)

(±t)1−λ
= c2,±, lim

t→±∞

∣∣ζ2(t)− c2,±(±t)1−λ
∣∣

(±t)λ
= c3,±

(C). ζ1(t), ζ2(t), ζ
′
1(t), ζ

′
2(t) は連続関数である。

注意 1: σ0 ∈ [0, 1/4) に対して σ(t) = σ0t
−2 for |t| ≥ r0 とすると、λ = (1 −

√
1− 4σ0)/2

として上の仮定を満たすモデルが存在する。この意味で ”時間減衰” としている。詳しくは
Geluk-Marić-Tomić [1] を参照。

上記の仮定 1の下で、本講演では 以下の時間減衰ポテンシャル付き非線形シュレディンガー
方程式について考察する：

i∂tu(t, x) = −∆

2
u(t, x) +

σ(t)|x|2

2
u(t, x) + µ|u(t, x)|2/(n(1−λ))u(t, x)

ここで、x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, n = 1, 2, 3, ∆ = ∂2
1 + ....+ ∂2

n, µ ∈ R\{0} である。線型方
程式の解作用素 U0(t, 0) は、任意の ϕ ∈ D(−∆+ |x|2) に対して

i∂tU0(t, s)ϕ = H0(t)U0(t, s)ϕ, i∂sU0(t, s)ϕ = −U0(t, s)H0(s)ϕ,

U0(t, t)ϕ = ϕ, U0(t, s)D(−∆+ |x|2) ⊂ D(−∆+ |x|2)
H0(t) := −∆/2 + σ(t)|x|2/2

を満たすものとする。この時、|t| ≥ r0 に対して以下のMDFM分解が得られる；

U0(t, 0) = M
(
ζ2(t)

ζ ′2(t)

)
D(ζ2(t))FM

(
ζ2(t)

ζ1(t)

)
1



ここで F は Fourier 変換であり、 ϕ ∈ L2(Rn) に対して

(M(t)ϕ) (x) = ei|x|
2/(2t)ϕ(x), (D(t)ϕ) (x) =

1

(it)n/2
ϕ
(x
t

)
である。最後に 0 ≤ λ = λ(n) < 1/2 に以下の仮定を課す；

仮定 2: λ = λ(n) は以下の条件を満たすとする；

0 ≤ λ(1) <
13−

√
145

4
, 0 ≤ λ(2) <

7−
√
41

4
, 0 ≤ λ(3) < 0.022

定数 k と α を以下で定める；

0 < k < 1 +
2

n(1− λ)
, 0 < α < min (1, k/2− nλ/4) ,

(
i.e. k >

nλ

2

)
.

以上のセッティングの下で以下の定理を得た；

定理:[3] 仮定 1,2 を仮定する。さらに、定数 k, α, b > 0 は
n(−2λ2 + λ+ 1)

4
< b < λ+ α(1− 2λ)

を満たしているとする。終値データ u+ は û+ ∈ Hk(Rn) ∩ L∞(Rn) で ∥û+∥∞ < ϵ ≪ 1 とす
る。この時、0 < T = T (ϵ) があって、

sup
t∈[T,∞)

tb ∥u(t, ·)− up(t, ·)∥L2(Rn) < ∞

が成り立つ。ここで c+ := |c2,±|1/(1−λ) に対して、

up(t) := M
(
ζ2(t)

ζ ′2(t)

)
D(ζ2(t))F

[
û+exp

(
−iµ |û+|2/(n(1−λ)) (log t)/c+

)]
が成り立つ。

注意 2: Kawamoto-Miyazaki [4] により、λ の条件は仮定２よりも良くなる事が証明されてい
る。

証明のアイデアのおおよそは Hayashi-Naumkin-Wang [2]によるが、ここで、この線形解に対す
るストリッカーツ評価式に時間に関する重みが出てきてしまう (例えば Kawamoto-Yoneyama
[6])。この問題を解決するために、時間重みつきエネルギー空間 XT を

XT :=
{
ϕ ∈ C ([T,∞);S ′(Rn)) ; ∥ϕ∥X = sup

τ≥T
τ b∥ϕ∥∞,2,λ,τ

+ sup
τ≥T

τ b−2λ∥ϕ∥βn,αn,λ,τ < ∞
}

で定め、この空間上での縮小写像を構成する。ここで

∥u∥a,b,c,τ =

{
∥ ⟨t⟩−c/a ∥u(t, ·)∥Lb(Rn)∥La

t (τ,∞), a ̸= ∞,

supt≥τ ⟨t⟩
−c ∥u(t, ·)∥Lb(Rn), a = ∞
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である。また本研究の応用として、近年、次の２つの研究も行なっている；

(I). より一般の非線形項がついた場合における終値問題 (宮崎隼人氏 (香川大学)との共同研
究 [4]),
(II). µ ∈ C で Imµ < 0 の場合でのmassなどの減衰評価 (佐藤拓也氏 (東北大学)との共同研
究 [5]).

これらの研究では、MDFM分解やストリカーツ評価式を用いる事で、σ(t) ≡ 0 の場合と同
様の議論が扱える事が強く効いている。
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