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本研究はSalvador Moll氏 (University of València)と白川健氏 (千葉大学・教育学部)

との共同研究である。
本講演では, 以下の連立偏微分方程式系の初期値境界値問題 (P)を考察する:{
∂tη −∆η + g(η) + α′(η)|∇u| = f0 in Q := (0,∞)× Ω,

∇η · nΓ = 0 on (0,∞)× ∂Ω, η(0, x) = η0(x), x ∈ Ω;
∂tu− div

(
α(η)

∇u

|∇u|
+ κ2∇u

)
=

(
α(η)|∇u|+ κ2|∇u|2

)
u+ f − (f · u)u in Q,(

α(η)
∇u

|∇u|
+ κ2∇u

)
nΓ = 0 on (0,∞)× ∂Ω, u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω.

ここで, 1 < N ∈ N, 1 < M ∈ N, κ > 0 とする. Ω ⊂ RNはリプシッツ境界Γ := ∂Ω

を持つ有界領域とし, nΓ を Γ上の単位法線ベクトルとする. α ∈ C2(R) は正値な凸関
数であり, g ∈ C1(R)はリプシッツ連続な関数とする. 未知関数 η ∈ R, u ∈ SM−1は多
結晶の配向度, 回転をそれぞれ記述する. 実際M = 4のとき, uは 3次元回転の四元数
表現に用いられる3次元球面S3の要素である.

Kobayashi–Warren–Carter [8, 9] は, 2次元の結晶粒界現象を以下のエネルギー汎関
数のL2-勾配流としてモデル化した:

[η, θ] ∈ [H1(Ω)]2 7→ 1

2

∫
Ω

|∇η|2 dx+

∫
Ω

G(η) dx

+

∫
Ω

α(η)|∇θ| dx+
κ2

2

∫
Ω

|∇θ|2 dx∈ [0,∞].

ここで, Gは関数gの原始関数であり,未知関数η, θ ∈ Rは多結晶の配向度と方位角を記
述する. 上記のエネルギー内の |∇θ|は小スケールでの結晶学的配向の差(misorieatation)

を表現している. 本講演の研究対象である 3次元モデルを定式化するためには, 3次元
空間内における配向および配向の差を考える必要がある.

Kobayashi–Warren [7]では, 上記のエネルギーにおいて θの代わりにR9の要素を用
い, 3次の回転群SO(3)への制約条件付きL2-勾配流としてモデルを定式化した. 一方
でPusztai–Bortel–Gránásy [13, 14]ではSO(3)の要素に対する四元数表現が用いられ,

|∇θ|の表現に 3次元球面S3の要素が用いられた. 3次元回転の四元数表現については,

例えば金谷 [6], Morawiec [12] に解説がある. 本講演では [13, 14]の観点に基づき, まず
以下のエネルギー汎関数を定式化し, 制約条件u ∈ SM−1を課す:
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[η,u] ∈ L2(Ω)× L2(Ω;RM) 7→ F(η,u)

:=


1

2

∫
Ω

|∇η|2 dx+

∫
Ω

G(η) dx+

∫
Ω

α(η)|∇u| dx+
κ2

2

∫
Ω

|∇u|2 dx,

if η ∈ H1(Ω) and u ∈ H1(Ω;RM),

+∞, otherwise.

(P)は制約条件u ∈ SM−1の下でのFのL2-勾配流の外力付き問題として導出される.

ただし, uには値域制約が課されているため, uに関する外力付き勾配流は形式的に以
下のように記述される:

∂tu = −πu

(
δF
δu

(η,u) + f

)
.

ここで, πu : RM → TuSM−1は直交射影であり, TuSM−1はSM−1のu ∈ SM−1における
接平面である. 外力項が無い問題については, Moll–Shirakawa–W.[10]により局所解の
存在が得られている. 本講演では,

X := L2(Ω)× L2(Ω;RM), W := H1(Ω)×H1(Ω;RM)

と表記し, 関数 g, α, f0, f , η0, u0に対して以下の仮定を課す.

• g ∈ C1(R)はリプシッツ連続で, 原始関数0 ≤ G ∈ C2(R)を持つ. さらに,

lim inf
s→−∞

g(s) = −∞ and lim sup
s→∞

g(s) = ∞.

• 0 < α ∈ C2(R) は以下を満たす.

– α′(0) = 0, R上で α′′ ≧ 0 かつ α, αα′ は R上のリプシッツ連続な関数.

– α∗ := inf α(R) > 0.

• f := [f0, f ] ∈ L2([0,∞);X), f0 ∈ L∞((0,∞)× Ω).

• U0 := [η0,u0] ∈ L∞(Ω)× L2(Ω;RM) ∩W.

上記の仮定の下で, 外力項付きの問題 (P)の時間大域解の存在および時間大域的挙動
が得られたことを報告する.

Definition 1

関数の組U := [η,u] ∈ L2
loc([0,∞);X) が問題 (P)の解であるとは,

U = [η,u] ∈ W 1,2
loc ([0,∞);X) ∩ L∞

loc(0,∞;W), η ∈ L∞(Q) and u ∈ SM−1 a.e. in Q,(
∂tη(t) + g(η(t)) + α′(η(t))|∇u(t)|, φ

)
L2(Ω)

+
(
∇η(t),∇φ

)
L2(Ω)

= (f0(t), φ)L2(Ω),

for any φ ∈ H1(Ω), a.e. t > 0, subject to η(0) = η0 in L2(Ω),

が成立し, さらにB∗ ∈ L∞(Q;RMN), µ∗ ∈ L1
loc([0,∞);L1(Ω))が存在し,

B∗ ∈ SgnM,N(∇u) in RMN , µ∗ := (α(η)B∗ + κ2∇u) : ∇u, a.e. in Q,



∫
Ω

∂tu(t) ·ψ dx+

∫
Ω

(α(η(t))B∗(t) + κ2∇u(t)) : ∇ψ dx =

∫
Ω

µ∗(t)u(t) ·ψ dx

+

∫
Ω

(f(t)− (f · u)(t)u(t)) ·ψdx

for any ψ ∈ C1(Ω;RM), a.e. t > 0, subject to u(0) = u0 in L2(Ω;RM),

が成立するときいう. ここで, SgnM,N : RMN → 2R
MN はRMN -ユークリッドノルムの

劣微分であり, : は, M ×N行列に対する内積である.

Main Theorem 1. 初期関数U0 = [η0,u0] ∈ L∞(Ω)×L2(Ω;RM)∩Wは, Ω内a.e.

でu0 ∈ SM−1を満たすとする. また, f := [f0, f ] ∈ L2
loc([0,∞);X) かつ f0 ∈ L∞(Q)を仮

定する. このとき, 問題 (P) の解 U = [η,u] ∈ L2
loc([0,∞);X)が少なくとも 1つ存在し,

以下のエネルギー不等式を満たす:

F(U(T )) +
1

2

∫ T

0

‖∂tU(t)‖2Xdt ≤ F(U0) +
1

2

∫ T

0

||f(t)||2Xdt for all T ≥ 0.

さらにもし, f ∈ L∞(Q)× L∞(Q;RM)であり,

∃ p0 ∈ SM−1 s.t. u0 ∈ Bg(p0;R) with R ∈
(
0,

π

2

)
, and

f

|f |
∈ Bg(p0;R), |f |-a.e.

ならば,

u ∈ Bg(p0;R), a.e. in Ω, for all t ∈ [0,∞).

ここで, Bg(p0;R)は中心p0, 半径RのSM−1上の開球である.

Main Theorem 2. Main Theorem 1と同様の仮定を課す. さらに,

∃ f∞ ∈ X s.t. f− f∞ ∈ L2(0,∞;X)

を仮定する. このとき, ω極限集合:

ω(U) :=

 Ū = [η̄, ū] ∈ W

there exists a sequence {tn}∞n=1 ⊂ (0,∞), such that

tn ↑ ∞, and U(tn) = [η(tn),u(tn)] → Ū = [η̄, ū] in X,

as n → ∞.


は空集合でなく, X内でコンパクトになる. さらに, 任意の ω極限点 U∞ = [η∞,u∞] ∈
ω(U) は以下の変分不等式の解となる:(

g(η∞) + α′(η∞)|∇u∞|, φ
)
H
+
(
∇η∞,∇φ

)
H
=

(
f∞
0 , φ

)
H
, for any φ ∈ H1(Ω);

∫
Ω

(α(η∞)B∞ + κ2∇u∞) : ∇ψ dx =

∫
Ω

µ∞u∞ ·ψ dx

+

∫
Ω

(
f∞ − (f∞ · u∞)u∞)

·ψ dx, for any ψ ∈ C1(Ω;RM).

ここで, B∞ ∈ L∞(Ω;RMN), µ∞ ∈ L1(Ω)はB∞ ∈ SgnM,N(∇u∞) in RMN ,

µ∞ := (α(η)B∞ + κ2∇u∞) : ∇u∞,
a.e. in Ω.



Main Theorem 3. Main Theorem 1 と同様の仮定を課す. さらに, f ≡ 0 かつ

∃ p0 ∈ SM−1 s.t. u0 ∈ Bg(p0;R), with 0 ≤ R <
π

4

を仮定する. このとき, T ∗ ∈ [0,+∞) が存在し, 以下が成立する:∫
Ω

distg(u(t, x),pc(t))
2 dx → 0, as t ↑ T ∗.

ここで, pc(t) は押し出し測度 µ := u(t)♯LN の重心, すなわち, 以下の関数の最小限で
ある:

p ∈ SM−1 7→ Ψµ(p) :=
1

2

∫
SM−1

distg(·,p)2dµ.

また, distg(u(t, x),pc(t))はu(t, x)からpc(t)までの球面上の (測地)距離を表す.
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