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N ≥ 2, Ω ⊂ RNを領域とする.

L∞
+ (Ω) :=

{
q ∈ L∞(Ω)

∣∣∣∣ ess infx∈Ω
q(x) ≥ 1

}
とし, q ∈ L∞

+ (Ω)に対して, 変動指数Lebesgue空間を

Lq(·)(Ω) :=

{
u : Ω → R 可測関数

∣∣∣∣ ∫
Ω

|u(x)|q(x)dx < ∞
}

で定義する. この関数空間は次のLq(·)(Ω)-ノルムによりBanach空間となる.

∥u∥Lq(·)(Ω) := inf

{
λ > 0

∣∣∣∣∣
∫
Ω

∣∣∣∣u(x)λ

∣∣∣∣q(x)dx ≤ 1

}

qが定数の場合は通常のLebesgue空間に一致する.

本講演では, m ∈ N, m < N , 1 < p < N/mとし, Sobolev埋め込み

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(·)(Ω) (1)

に関するコンパクト性について議論する.

まず, 有界領域における (1)のコンパクト性の結果を述べる. Ω ⊂ RNを有界領域と
し, q ∈ L∞

+ (Ω)とする. また, 簡単のため 0 ∈ Ωを仮定する. 通常のLebesgue空間への
埋め込み定理からの直接的な拡張として,

q(x) ≤ p∗ :=
Np

N −mp
a.e. x ∈ Ω

が成り立つとき, 連続埋め込み (1)が成り立ち, さらに

ess inf
x∈Ω

(p∗ − q(x)) > 0 (2)

が成り立つとき, この埋め込みはコンパクトとなる. より詳細な結果は, Sobolev空間
の可積分指数 pも変動指数とした Sobolev埋め込みWm,p(·)(Ω) ↪→ Lq(·)(Ω)に関する
結果も含め, Fan-Shen-Zao [3], Harjulehto-Hästö [5], Kurata-Shioji [6], Mizuta-Ohno-

Shimomura-Shioji [7]などがある. 連続埋め込みWm,p(·)(Ω) ↪→ Lq(·)(Ω)の成立条件に関
する先行研究として [3, 5]があり,一方, [6]では (1)におけるコンパクト,非コンパクトそ
れぞれに関するより具体的なqの条件を, [7]ではコンパクトに関するqの条件をさらに精
密にしている. 本講演では, これら先行研究でも扱われているess infx∈Ω (p∗ − q(x)) = 0

の場合も含めた条件の下でコンパクト性を議論する. (2)の代わりに次を仮定する:
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任意の r > 0に対して
cr := ess inf

x∈Ω\Br

(p∗ − q(x)) > 0

が成り立つ.

limr→0 cr > 0の場合が ess infx∈Ω (p∗ − q(x)) > 0に対応し, limr→0 cr = 0の場合が
ess infx∈Ω (p∗ − q(x)) = 0に対応する. 簡単のためs(x) := p∗ − q(x)とし, まず次の先行
研究の結果を紹介する:

定理 1 ([6, 7]) ある定数C0 > 0が存在して

lim
r→0

ess sup
x∈Br

[
s(x) log

1

|x|

]
≤ C0

が成り立つとする. このとき, 埋め込みWm,p(Ω) ↪→ Lq(·)(Ω)は非コンパクト.

そして, コンパクト性に関して次の結果を得る.

定理 2 関数 sに関して

lim
r→0

ess inf
x∈Br

[
s(x) log

1

|x|

]
= +∞

が成り立つとする. このとき, 埋め込みWm,p(Ω) ↪→ Lq(·)(Ω)はコンパクト.

埋め込み (1)のコンパクト性は変動指数 qの 0 ∈ Ω周りでの p∗への近づき方で決ま
り, その境となる増大度が | log |x||−1である, ということがわかる. 僅かではあるが, 定
理 2は [7]のコンパクト性の結果の改良となっている. 証明の方針としては, まず臨界
Sobolev埋め込みWm,p(Ω) ↪→ Lp∗(Ω)が非コンパクトであることに立ち返る. そして,

その非コンパクト列がどのような関数列かを考察し, その関数列がもつ性質を用いて直
接計算により証明を行う.

次に埋め込みWm,p
rad (RN) ↪→ Lq(·)(RN)のコンパクト性について議論する. この埋め込

みに関しても, Fan-Zhao-Zhao [4], Fan [1, 2]による先行研究がある. これらの先行研究
も有界領域の場合と同様W

m,p(·)
rad (RN) ↪→ Lq(·)(RN)における結果が得られている.

定理の主張のために次を定義する.

s(x) := p∗ − q(x), γ(x) := q(x)− p x ∈ RN .

定理 3 関数 s, γが以下の2つの条件

lim
r→0

ess inf
x∈Br

[
s(x) log

1

|x|

]
= +∞,

lim
R→∞

ess inf
x∈RN\BR

[γ(x) log |x|] = +∞

をみたすとする. このとき, 埋め込みWm,p
rad (RN) ↪→ Lq(·)(RN)はコンパクト.

定理 4 関数 s, γに関して, 次のどちらかをみたすとする:

(i) ある定数C0 > 0が存在して

lim
r→0

ess sup
x∈Br

[
s(x) log

1

|x|

]
≤ C0

をみたす,



(ii) ある定数C0 > 0が存在して

lim
R→∞

ess sup
x∈RN\BR

[γ(x) log |x|] ≤ C0

をみたす.

このとき, 埋め込みWm,p
rad (RN) ↪→ Lq(·)(RN)は非コンパクト.

定理3,4の証明も定理1,2と同様の手法で行う. 証明ではW 1,p
rad(RN)関数に関する各点評

価（radial lemma）が鍵となる.

最後に, 定理 2-4 の拡張について述べる. 定理 2-4 の証明と同様の手法を用いる
ことにより, 変動指数 Sobolev空間における埋め込みWm,p(·)(Ω) ↪→ Lq(·)(Ω)および
W

m,p(·)
rad (RN) ↪→ Lq(·)(RN)におけるコンパクト性,非コンパクト性の結果も得られる. た
だしこの場合, 連続埋め込みが成り立つ pの条件, 特にWm,p(·)(Ω)における拡張作用素
が存在するpの条件の下で議論を行う必要がある. これに関しては, [3, 5]などで得られ
ており, その条件を使って議論を行う. W

m,p(·)
rad (RN) ↪→ Lq(·)(RN)のコンパクト性の証

明に関しても pが変動指数になることによる複雑さが現れる部分がある. W
1,p(·)
rad (RN)

関数に関する radial lemmaの証明の際に, 定数 p, W 1,p
rad(RN)における radial lemmaの

証明法は直接は使えない. 従って, 証明の手法を改良する必要がある.
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