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1 双曲型作用素とは？　初期値問題の適切性Pu = Dm
t u+Σm−1

j=0 Σ|α|+j≤maj,α(t, x)D
α
xD

j
tu = 0, t ≥ 0,

Dj
tu(0, x) = uj(x), j = 0, . . . ,m− 1.

(1)

x = (x1 . . . , xn) ∈ Rn, Dx = (Dx1 , . . . , Dxn), Dxj = −i∂/∂xj .
∃δ > 0, ∃U , (x = 0 の近傍) ∀uj(x) ∈ C∞

0 (Rn) に対し，(1) を満す
u(t, x) ∈ Cm([0, δ) × U) が一意に存在するとき，初期値問題 (1) は C∞

適切という．初期値問題が C∞ 適切となるのが双曲型作用素であり，直感
的には情報を時間未来に伝達する作用素である．この情報は p(t, x, τ, ξ) =

τm + Σm−1
j=0 Σ|α|+j=maj,α(t, x)ξ

ατ j (p は P の主シンボル) の Hamilton 方
程式

d

ds
(X,Ξ) = (

∂p

∂Ξ
,− ∂p

∂X
), X = (t, x), Ξ = (τ, ξ)

の解軌道に沿って伝わる．
• ρを危点とする．pが Ξについて斉次なら∇p(ρ) = 0 =⇒ p(ρ) = 0.

• ∇p(X,Ξ) = 0 =⇒ p(X,Ξ) = ∂p(X,Ξ)/∂τ = 0より τ (p(t, x, τ, ξ) = 0

の τ に関する根，特性根という)は多重根である．逆は一般には不成立．
• 情報は特性多様体 {p = 0}の外では伝わらない．p ̸= 0とすると，粗く
いって，そこでは P に逆があるので解は初期値によらず滑らかになる．

2 Lax-Mizohataの定理
Theorem 1 (Lax-Mizohata). 初期値問題が適切ならば，∃δ′ > 0, ∃U ′

p(t, x, τ, ξ) = 0 =⇒ τ(特性根) ∈ R, ∀(t, x) ∈ [0, δ′)× U ′, ∀ξ ∈ Rn. (2)

Proposition 1. p(0, 0, τ, ξ) = 0が ξ = (1, 0, . . . , 0)でµ個の実根とm−µ ≥ 1

個の非実根を持つとする．I を原点を含む R の開区間とする．初期値問題
Pu = 0, Dj

tu(0, x) = 0, 0 ≤ j ≤ µ − 1, Dµ
t u(0, x) = g(x1)が原点の近傍で

Cm 解を持たないような g ∈ C∞(I)の集合は C∞(I)の中で稠密である．
係数を実解析的とするとCauchy-Kowalevskyの定理より，特性根の虚実に

関係なく，実解析的な初期値に対しては Cm 解 (実解析解)が存在する．
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3 背景, 多重特性根を持つ双曲型方程式の研究 (1950年代～)

簡単な例：Pu = ∂2t u = 0, p = τ2, u(0, x) = ϕ(x), ∂tu(0, x) = ψ(x) =⇒
u(t, x) = ϕ(x)+tψ(x)．一方，Pu = ∂2t u+i∂xu = 0, u(0, x) = ϕ(x), ∂tu(0, x) =

0は一般の ϕ ∈ C∞
0 (R)については解けない．û(t, ξ): xに関する Fourier変

換．解は û = (e
√
ξt + e−

√
ξt)ϕ̂(ξ)/2

=⇒ ϕ̂(ξ)/2 = e−
√
ξt(1 + e−2

√
ξt)−1û(t, ξ) =⇒ ϕ̂(ξ) ≲ e−

√
ξt (ξ > 0).

初期値問題が適切となるために低階の満たすべき条件 (Levi条件)の研究．
Ivriiの登場 (学位論文)

⇓　 Ivrii の 1972 年の速報論文
任意の低階項に対して初期値問題が C∞ 適切である =⇒特性多様体のす

べての危点において，ハミルトン写像 (基本行列) がゼロでない実の固有値の
対を持つ (証明は Ivrii and Petkov(1974))．

• Ivrii(1975): 主シンボルが各危点の近傍で滑らかな 2つの実のシンボル
の積に書ける =⇒任意の低階項に対して初期値問題が C∞ 適切．

• 「任意の低階に対して初期値問題が C∞ 適切であるためには各危点で
ハミルトン写像が 0でない実の固有値の対をもつことが必要十分であ
る」と予想．この予想が，実効的双曲型作用素 (effectively hyperbolic

operator)という用語の由来．

4 実効的双曲型作用素の定義と初期値問題に関する Ivrii予想
pの危点 ρ = (X̄, Ξ̄)で Hamilton方程式を線形化する.

d

ds

[
X

Ξ

]
=

[
∂p/∂Ξ

−∂p/∂X

]
= ∇σp

ρで線形化
=⇒ d

ds

[
X

Ξ

]
= 2Fp(ρ)

[
X

Ξ

]

Fp(ρ) =
1

2

[
∂2p(ρ)/∂X∂Ξ ∂2p(ρ)/∂Ξ∂Ξ

−∂2p(ρ)/∂X∂X −∂2p(ρ)/∂Ξ∂X

]
(Hamilton 行列).

定義 : p = 0の危点 ρ = (X̄, Ξ̄) が 実効的双曲型 (effectively hyperbolic) と
は，ハミルトン写像 Fp(ρ) が一組の非零の実固有値 ±λ, (λ ̸= 0) を持つこと．
作用素 P が実効的双曲型とは，すべての危点が実効的双曲型であること．

• pの特性根がすべて実のとき Fp(ρ) (ρは pの危点)の 0以外の固有値は
(存在すれば) ±λ, ±iµj (λ, µj > 0)であり，これらは単純固有値．

• 0固有値に対してはサイズ 4の Jordanブロックが現れる場合もある．

Ivrii 予想：任意の低階項に対する Cauchy 問題が C∞ 適切であるための必
要十分条件は，特性根がすべて実で，かつ特性多様体のすべての危点におい
て，そのハミルトン写像が非零の実固有値の対を持つことである．
双曲性は単なる代数的条件ではなく，Hamilton流の力学的性質として理解さ
れるべきである．
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5 実効的双曲性が十分であること
Theorem 2. (2)を仮定．{p = 0}の任意の危点 (0, 0, τ, ξ), |(τ, ξ)| ̸= 0は実
効的双曲型とする．このとき任意の低階 (係数は原点の近傍で C∞)に対し，
δ > 0, U(x = 0の近傍)があって，任意の uj(x) ∈ C∞

0 (Rn)に対し (1)をみ
たす u(t, x) ∈ C∞([0, δ) × U)が存在する．また u(t, x) ∈ Cm([0, δ) × U)が
Pu = 0, ∂jt u(0, x) = 0, 0 ≤ j ≤ m− 1 を [0, δ)×U で満たすなら，原点の近
傍 V があって V ∩ {t ≥ 0}で u = 0.

注意：危点が存在しなければ P は主要型で (狭義双曲型かTricomi型)で初期
値問題は任意の低階項に対してC∞適切で regularity lossはない (Hörmander

の教科書 XXIII章に詳しい取り扱い)．

6 2重特性根の場合 (1980年代)，最初の大きな進展
Lemma 1. p(t, x, τ, ξ) = 0の根は ∀(t, x) ∈ V ((t̄, x̄)の近傍), ∀ξ ∈ Rn に対
し実とする．τ̄ が p(t̄, x̄, τ, ξ̄) = 0の重複根なら∇p(t̄, x̄, τ̄ , ξ̄) = 0.

τ̄ が重複度 3以上の根なら∇2p(t̄, x̄, τ̄ , ξ̄) = 0(=⇒ Fp = O).

仮定：∃δi > 0, ∃U (x = 0の近傍) s.t. ∀(t, x) ∈ (−δ1, δ2) × U , ∀ξ ∈ Rn で
p(t, x, τ, ξ) = 0 (ξ ̸= 0)の根は実 =⇒ ([0, δ2)× U)× Rn 上の
危点が実効的双曲型ならそれは２重特性根. =⇒２階の作用素に帰着．この
場合は 1980年代までに，予想は肯定的に解決．

• Ivrii自身が用いた「発展作用素の作用素冪を用いる方法」を発展させ
たアプローチ (Iwasaki)

• 擬微分作用素の重み付きエネルギー法 (N)

• 特異性の伝播を用いる方法 (有限次元を除いた可解性のみ) (Melrose)

7 最終的な解決：3重特性根の場合
Lemma 2. ∀(t, x, ξ) ∈ ([0, δ′)×U ′)×Rnに対し p(t, x, τ, ξ) = 0の根はすべ
て実とする．τ̄ が p(t̄, x̄, τ, ξ̄) = 0, (t̄, x̄) ∈ ([0, δ′)× U ′)の重複度 4以上の根
なら∇2p(t̄, x̄, τ̄ , ξ̄) = 0 (=⇒ Fp = O).

Lemmaより危点が実効的双曲型なら 2重または 3重特性根である．高々3重
特性根を持つ実効的双曲型作用素の場合に C∞ 適切性を示す=⇒Ivriiの予想
の完全解決

• 本質的に 3階の作用素に帰着される．
• 危点 (t̄, x̄, τ̄ , ξ̄)が実効的双曲型でかつ τ̄ が 3重特性根なら t̄ = 0で，さ
らに t < 0で必ず非実の特性根を持つ (2重特性根の場合にも起り得る)．

• regularity lossがあるので超局所的エネルギー評価を通常の単位分解で
寄せ集めることはできない (2重特性根の場合も同様).
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8 3階の実効的双曲型作用素と例
P = D3

t +Σ3
j=1aj(t, x,D)⟨D⟩jD3−j

t , ⟨D⟩ =
√
1 + |D|2.

a1(t, x,D) = 0と仮定できる．主シンボルは

p(t, x, τ, ξ) = τ3 − a(t, x, ξ)⟨ξ⟩2τ + b(t, x, ξ)⟨ξ⟩3

仮定：
∆ = 4a(t, x, ξ)3 − 27b(t, x, ξ)2 ≥ 0, (t, x, ξ) ∈ [0, T )× U × Rn

任意の危点 (0, 0, τ, ξ), |(τ, ξ)| ̸= 0で Fp は非零の実固有値．

以下 (0, 0, τ, ξ)は危点で τ は 3重特性根とする =⇒τ = 0.

危点 (0, 0, 0, ξ̄)が実効的双曲型⇐⇒ ∂ta(0, 0, 0, ξ̄) ̸= 0 =⇒ a = e(t, x, ξ)(t +

α(x, ξ)), e > 0, α ≥ 0.

例：p = (τ2 − t|ξ|2)τ = (Tricomi)× τ, ∆(p) = 4t3,

p̃ = τ3 − (t+ α2(x))ξ2τ + (tm/2− t)α(x)ξ3, α(0) = 0

ここで ∆(p̃) = (t − 2α2)2(4t + α2) + 27tm+1α2(1 − tm−1/4), ∆(p̃) > 0 for

0 < t ≤ 1 (=⇒0 < t ≤ 1で狭義双曲型).

t = 2α2のとき∆(p̃) = 27 · 2m+1α2(m+2)(1− 2m−3α2(m−1)) = 27 · tm+2(1−
tm−1/4)/2.

9 証明のアイデア (対称化行列の対角化)

P = D3
t − (a(t, x,D)+e⟨D⟩−1)⟨D⟩2Dt + b(t, x,D)⟨D⟩3+e⟨D⟩Dt

a(t, x,D) + e⟨D⟩−1 → a(t, x,D) と書く → a = e(t + α+⟨ξ⟩−1). U =
t(⟨D⟩2u, ⟨D⟩Dtu,D

2
t u) とおくと Pu = f =⇒ DtU = A(t, x,D)⟨D⟩U +

B(t, x,D)U + F

A(t, x, ξ) =

0 1 0

0 0 1

b a 0

 , B(t, x, ξ) =

 0 0 0

0 0 0

b2 b1 b0



S(t, x, ξ) =

 a
2 3b −a

3b 2a 0

−a 0 3

 (⇐= pと ∂p/∂τ の Bézout行列)

S は正定符号対称行列 (detS = ∆(p), |ξ| → ∞ で退化) で SA は対称.

T−1ST = Λ (対角行列). V = op(T−1)U とおくと

∂tV = iÃ(t, x,D)⟨D⟩V+iB̃(t, x,D)V, Ã = T−1AT, B̃ = T−1BT−T−1DtT

Λ = diag(λ1, λ2, λ3) (0 < λ1 < λ2 < λ3)で ΛÃは対称．

∆/a ≲ λ1 ≲ a2, λ2 ≃ a, λ3 ≃ 1, (t ≥ 0) (⋆)

a = e(t+α+⟨ξ⟩−1)と∆ = 4a3−27b2 ≥ 0 =⇒∆≈tの 3次多項式=⇒ ∆/a ≈ t

の 2次多項式.
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10 Weightの選び方
ρ = α+ ⟨ξ⟩−1 とする (a = e(t+ ρ))．
∆ ≈ t3+ a1t

2+ a2t+ a3 = (t− ν)((t+(ν+ a1)/2)
2−D), ν =最小の実根.

(ν + a1)/2 <
∃c1ρ =⇒ |ν − νj | > ∃c2ρ (νj , j = 1, 2は∆ = 0の他の 2根)

=⇒


ψ := −χ

(ν + a1
2c1ρ

)ν + a1
2

, χ(s) = 1, s ≤ 0, χ(s) = 0, s ≥ 1,

∆/(t+ ρ) ≥ ∃cmin {t2, (t− ψ)2} (t ≥ 0)

ω2 = (t− ψ(x, ξ))2 + ρ⟨ξ⟩−1 と定義する．

∆/a ≳ min {t2, ω2}, |∂t∆|/∆ ≲ 1/t+ 1/ω =:κ, (t ≥ 0) (⋆⋆)

ϕ = ω + t− ψ (t ≥ 0)とする．ϕ−N の変化は
⟨ξ⟩2N (1 + α⟨ξ⟩)−N (t < ψ) → ⟨ξ⟩N (1 + α⟨ξ⟩)−N/2(t ≈ ψ) → c > 0 (t > ψ).

w = tϕとおくと ∂tw
−N = −N

(
1/t+ 1/ω

)
w−N = −Nκw−N .

(⋆), (⋆⋆) =⇒ |∂tλj | ≲ κλj , 1 ≲ κa, λ
1/2
i λ

−1/2
j ≲ a(j−i)/2 (t ≥ 0).

11 Weighted エネルギーとシンボルレベルでの計算例
weighted energy: E(u) = e−θt(op(Λ)op(w−N )V, op(w−N )V )

= e−θt
3∑

j=1

(op(λj)op(w
−N )Vj , op(w

−N )Vj) (θ > 0),

dE
dt

=⇒ −2Ne−θtRe(op(κΛ)op(w−N )V, op(w−N )V )

+e−θt(op(∂tΛ)op(w
−N )V, op(w−N )V )

+2e−θtRe(op(Λ)op(w−N )(iÃ⟨D⟩V + iB̃V ), op(w−N )V ).

op(w−N )V =W として
|∂tλj | ≲ κλj =⇒ |((∂tΛ)W,W )| ≲ ((κΛ)W,W ),

ΛÃ 対称 =⇒ |(iΛÃ⟨D⟩W,W )| ≲ ∥W∥2,

B̃ = (b̃ij), |(ΛB̃W,W )| = |Σλib̃ijWj · W̄i|

=
∣∣Σb̃ijλ1/2i λ

−1/2
j κ−1(κ1/2λ

1/2
j Wj) · (κ1/2λ1/2i W̄i)

∣∣ (|b̃ija(j−i)/2| ≲ a−1)

≲ Σa−1κ−1((κΛ)W,W ) ≲ ((κΛ)W,W ).
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