
非線形波動方程式の外部問題について

中村　誠　（東北大）

本講演は、J. Metcalfe と C. D. Sogge との研究 [4, 5] に基づく。空間三次元での
異なる伝播速度を持つ準線形波動方程式系の外部問題における時間大域可解性を考
える。非線形項は二次と三次の項からなるものを考える。二次の項には時間大域可
解性を示すため、零条件を仮定する。外部問題での障害物は、その近傍での波動の
エネルギーが時間に関して指数関数的に減衰していれば扱える。星型形状領域や非
捕捉的な障害物、十分離れた複数のボールも障害物として扱える。時間大域解の存
在は、時間局所解の存在定理を使い、連続性の議論を用いて示される。Sideris-Tu [6]

によるエネルギーの分離評価法、つまり、解の低いエネルギーと高いエネルギーを
それぞれ評価し、高いエネルギーは時間的に増大しつつも、低いエネルギーは一定
値以下であることを示し、時間大域可解性を示す。
障害物は境界が滑らかでコンパクトな物を考え、K(⊂ R3) で表される。簡単のた
め 0 ∈ K\∂K ⊂ {|x| < 1} とする。次の条件を仮定する：もし u が 2u = 0 の解で
あり、初期関数 u(0, x), ∂tu(0, x) が {|x| ≤ 4} にその台を持つとする。この時ある
定数 c, C > 0 が存在し(∫

{x∈R3\K : |x|<4}
|u′(t, x)|2 dx

)1/2

≤ Ce−ct
∑
|α|≤1

∥∂α
x u′(0, ·)∥2 (0.1)

が成立する。
ディリクレ条件を満たす次の方程式系を考える：D ≥ 1, u = (u1, · · · , uD),

(∂2
t − c2

I∆)uI = F I(u, ∂u, ∂2u), 1 ≤ I ≤ D, (t, x) ∈ R+ × R3\K
u(t, · )|∂K = 0

u(0, · ) = f, ∂tu(0, · ) = g.

(0.2)

簡単のため、0 < c1 < · · · < cD とする。非線形項 F I(u, ∂u, ∂2u) は次式で与えら
れる：

F I(u, ∂u, ∂2u) = BI(∂u) + QI(∂u, ∂2u) + RI(u, ∂u, ∂2u) + P I(u, ∂u) (0.3)

ここで、BI と QI は二次の項であり、RI と P I は三次の項である；

BI(∂u) =
∑

1≤J,K≤D
0≤j,k≤3

AIJK
jk ∂ju

J∂ku
K , QI(∂u, ∂2u) =

∑
1≤J,K≤D
0≤j,k,ℓ≤3

BIJK
jkℓ ∂ju

J∂k∂ℓu
K ,

RI(u, du, d2u) =
∑

1≤J≤D
0≤j,k≤3

CIJ
jk (u, ∂u)∂j∂ku

J ,
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また、 CIJ
jk (u, ∂u) = O(|u|2 + |∂u|2), P (u, ∂u) = O(|u|3 + |∂u|3) とする。

エネルギー法を用いる上で準線形項には対称条件

BIJK
jkℓ = BJIK

jkℓ = BIJK
jℓk , CIJ

jk = CJI
jk = CIJ

kj

が仮定される。時間大域可解性を示すために二次の項には次の零条件を仮定する：∑
0≤j,k≤3

AIII
jk ξjξk = 0,

∑
0≤j,k,l≤3

BIII
jkl ξjξkξl = 0 (0.4)

ここで、ξ2
0 = c2

I(ξ
2
1 + ξ2

2 + ξ2
3), 1 ≤ I ≤ D.

Theorem 1 (主定理) 初期関数 (f, g) ∈ C∞(R3\K) が適合条件 (∂j
t u(0, ·)|∂K = 0,

∀j ≥ 0) を満足するものとする。この時、ある定数 ε > 0 と自然数 N > 0 が存在
し、(f, g) が ∑

|α|≤N

∥⟨x⟩|α|∂α
x f∥2 +

∑
|α|≤N−1

∥⟨x⟩1+|α|∂α
x g∥2 ≤ ε (0.5)

を満たすならば、(0.2) は一意的な解 u ∈ C∞([0,∞) × (R3\K)) を持つ。

Klainerman によるベクトルフィールドの方法を用いる上で次の記号を使用する :

∂0 = ∂t, Ωij = xi∂j − xj∂i (1 ≤ i ̸= j ≤ 3), L = t∂t +
∑

1≤j≤3

xj∂j.

ここで、Lをスケーリングオペレーターと呼ぶ。講演中、{∂j}0≤j≤3は ∂で、{Ωij}1≤i̸=j≤3

は Ω で、{∂, Ω} は Z で表記することにする。

Lemma 2 (Klainerman-Sobolev estimates)

(1 + |x|)|h(x)| ≤ C0

∑
|α|≤2

∥Zαh(y)∥L2
y(0∨(|x|−1)<|y|<|x|+1) for ∀h ∈ C∞(R3). (0.6)

証明の概略 (非線形項が 2次の半線形、かつ、零条件を考えなくて良い場合) : 次の
命題では、各点評価についてのある仮定から出発し、エネルギー法を用いて高いエ
ネルギーを評価し、次にソボレフタイプの不等式を用いて低いエネルギーの一様有
界性を示す。これにより、各点評価についての最初の仮定を再評価し、初期値が十
分小さければ時間局所解は爆発しないことを示す。

2



Proposition 3 Let ¤c ≡ ∂2
t − c2∆.

u = (u1, u2)

¤cuI =
∑

1≤J,K≤2
(J,K )̸=(I,I)

AIJKu′
Ju′

K , I = 1, 2, 0 < c1 < c2

u(t, · )|∂K = 0

u(0, · ) = f, ∂tu(0, · ) = g.

(0.7)

Let M0 (≫ 1) : large number. Assume∑
|α|≤2M0+20

∥⟨x⟩|α|∂α
x f∥2 +

∑
|α|≤2M0+19

∥⟨x⟩|α|+1∂α
x g∥2 (≡ ε) ≪ 1,

(1 + t + |x|)
∑

|α|≤M0

|Zαu′| ≤ A0ε for a constant A0 > 0. (0.8)

Then for ∀µ0 ≥ 0, ∀σ > 0, ∃C(> 0) s.t.∑
µ+|α|≤2M0−23−20µ0

µ≤µ0

∥LµZαu′(t)∥2 +
∑

µ+|α|≤2M0−25−20µ0
µ≤µ0

∥⟨x⟩−1/2LµZαu′∥L2([0,t]×R3\K)

≤ Cε(1 + t)C(ε+σ). (0.9)

Moreover ∃C0 = C0(\A0) > 0 s.t.

(1) (High pointwise estimates)

(1 + t + |x|)
∑

µ+|α|≤M0+10
µ≤1

|LµZαu| ≤ C0ε + C
∑

µ+|α|≤M0+17
µ≤2

∥⟨x⟩−1/2LµZαu′(t)∥2
L2([0,t]×R3\K)

≤ C0ε + Cε2(1 + t)C(ε+σ)

if M0 + 17 ≤ 2M0 − 20 − 20 × 2 (i.e. M0 ≥ 77).

(2) (High Sobolev type estimates)

⟨x⟩1/2⟨cIt − |x|⟩
∑

µ+|α|≤M0+8
µ≤1

|LµZαu′
I(t)| ≤ Cε(1 + t)C(ε+σ) for I = 1, 2.

(3) (Low energy estimates)∑
µ+|α|≤M0+8

µ≤1

∥LµZαu′(t)∥L2(R3\K) ≤ C0ε + Cε3/2.
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(4) (Low Sobolev type estimates)

⟨x⟩1/2⟨cIt − |x|⟩
∑

|α|≤M0+5

|Zαu′
I(t)| ≤ Cε for I = 1, 2.

(5) (Low pointwise estimates)

(1 + t + |x|)
∑

|α|≤M0

|Zαu′| ≤ C0ε + Cε3/2.

Remark (時間大域解). Take A0 ≡ 4C0 and ε → 0. Then

(1 + t + |x|)
∑

|α|≤M0

|Zαu′| ≤ (A0/2)ε.

次の補題は、命題中の (1) を証明する際に使用する。

Lemma 4 (Keel-Smith-Sogge タイプの各点評価式) ： Let
¤cv = G

v|∂K = 0

v(0) = v0, ∂tv(0) = v1

Then

(1 + t + |x|)
∑

µ+|α|≤M
µ≤µ0

|LµZαv(t, x)| ≤ C
∑

j+µ+|α|≤M+8
µ≤µ0+2, j≤1

∥(⟨x⟩j∂j
t,xL

µZαv)(0, x)∥L2
x

+ C

∫ t

0

∫
R3\K

∑
|α|+µ≤M+7

µ≤µ0+1

|LµZα¤cv(s, y)| dy ds

|y|

次の補題は、命題中の (2)、 (4) を証明する際に使用する。

Lemma 5 (肥田野-横山タイプのソボレフ評価式：) Let ⟨r⟩ =
√

1 + r2,
¤cv = G

v|∂K = 0

v(0) = v0, ∂tv(0) = v1

Then

⟨x⟩1/2⟨ct − |x|⟩
∑

|α|+µ≤M
µ≤µ0

|LµZαv′(t, x)| ≤ C
∑

|α|+µ≤M+2
µ≤µ0+1

∥LµZαv′∥L2(R3\K)

+ C
∑

µ+|α|≤M+1
µ≤µ0

∥(1 + t + |x|)LµZα¤cv∥L2(R3\K) + C(1 + t)
∑
µ≤µ0

∥Lµv′∥L2(R3\K,|x|≤2)
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次の二つの補題は、命題中の (5) を証明する際に使用する。

Lemma 6 (2u の台が光円錐の近傍にある時の各点評価式 :) Let U be a solution

to 
¤cU(t, x) = F (t, x)

U(t, x)|x∈∂K = 0

U(t, ·) = 0 for t ≤ 0.

Assume

supp F ⊂ {(t, x); t ≥ 1 ∨ 6

c
,

ct

10
≤ |x| ≤ 10ct}.

Then for any M ≥ 0 and µ0 ≥ 0

sup
|x|≤ct/2

(1 + t)
∑

µ+|α|≤M
µ≤µ0

|LµZαU(t, x)| ≤ C sup
0≤s≤t

∫
R3\K

∑
|α|+µ≤M+7

µ≤µ0+1

|LµZαF (s, y)|dy

+ C sup
0≤s≤t

(1 + s)
∑

|α|+µ≤M+3
µ≤µ0

∥Lµ∂αF (s, y)∥L2(|y|<4).

Lemma 7 (2u の台が光円錐から離れている時の各点評価式 :) Let
¤cU(t, x) = F (t, x)

U(t, x)|x∈∂K = 0

U(0, x) = f(x), ∂tU(0, x) = g(x).

Assume

supp F ⊂ {(t, x); 0 ≤ t ≤ 2, |x| ≤ 2} ∪ {(t, x); |x| ≤ ct

5
or |x| ≥ 5ct }.

Then for ∀θ > 0, ∃C such that

sup
|x|≤ct/2

(1 + t)
∑

µ+|α|≤M
µ≤µ0

|LµZαU(t, x)| ≤ C
∑

µ+|α|≤M+7
µ≤µ0+1, j≤1

∥(⟨x⟩j∂j
t,x(r∂r)

µZαU)(0, x)∥L2
x

+ C sup
s≥0

y∈R3\K

⟨y⟩2−θ(1 + s + |y|)1+θ
∑

|α|+µ≤M+4
µ≤µ0

|LµZαF (s, y)|.
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