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この話は R. Magnanini（Firenze 大学）との共同研究 [MS3] による。RN (N = 2) の

C2 級の外部領域 Ω において, u = u(x, t) を次の非線形拡散方程式の初期境界値問題の有

界な一意解とする。

ut = ∆φ(u) in Ω × (0,∞), (1)

u = 1 on ∂Ω × (0,∞), (2)

u = 0 on Ω × {0}. (3)

ここで, φ : R → R は C2 級で, φ(0) = 0 および２つの正定数 0 < δ1 5 δ2 について

δ1 5 φ′(s) 5 δ2 (s ∈ R) (4)

を満たすとする。従って, 方程式 (1) は一様放物型の非線形拡散方程式である。最大値の原

理から 0 < u(x, t) < 1 (x ∈ Ω, t > 0) が成り立つ。関数 Φ : (0,∞) → R を

Φ(s) =

∫ s

1

φ′(ξ)

ξ
dξ (s > 0) (5)

によって定める。φ(s) ≡ s のときは, Φ(s) ≡ log s であって, 熱方程式の場合に対応してい

る。境界への距離関数 d(x) = dist (x, ∂Ω) について, 線形方程式の場合の Varadhan [Va]

の結果に対応する非線形の場合の結果は次である。

定理 1 −4tΦ(u(x, t)) → d(x)2 as t → +0 uniformly on every compact set in Ω.

定理 1と Aleksandrov の折り返しの方法（[Sir]）を合わせると, 熱方程式に対する結果

（[MS2], [MS1]) に対応する非線形拡散方程式の結果として, 次の定理を示すことができる。

定理 2 Ω を RN (N = 2) の C2 級の外部領域とし, u を (1)-(3) の有界な一意解とする。

RN の C2 級の外部領域 D が D ⊂ Ω を満たし, ∂D が常に u の等位面であるとする。つ

まり,

u(x, t) = a(t) ((x, t) ∈ ∂D × (0,∞)) (6)

を満たす関数 a : (0,∞) → (0,∞) が存在すると仮定する。このとき, ∂Ω は一つの球面に

限る。
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注意 3 上記の定理 1 および定理 2 と同様な定理がもちろん Ω が有界な C2 級領域の場合

にも成り立つ。また, 初期関数を Ω の補集合の特性関数とする RN 上の Cauchy 問題につ

いても対応する定理が成り立つ。（ [MS3] を参照）

定理 2 の証明は定理 1から ∂Ω と ∂D が平行になることを導き, さらに Aleksandrov の

折り返しの方法（[Sir] 参照）を直接初期境界値問題 (1)-(3) に適用することによって得ら

れる。

ここでは, 定理 1 の証明の概略を述べよう。粘性解の理論（ [CrIL] を参照）を用いて示

すことができる。[FW] や [EI] のように, パラメータ ε > 0 を導入し, 関数

vε(x, t) = −ε2Φ(u(x, ε2t)) (x ∈ Ω, t > 0) (7)

を考える。vε は次を満たす。

vε
t = ε2φ′∆vε − |∇vε|2 in Ω × (0,∞), (8)

vε = 0 on ∂Ω × (0,∞), (9)

vε = +∞ on Ω × {0}. (10)

ここで, φ′ = φ′ (Φ−1 (−ε−2vε)) である。h > 0 について, u(x, t + h) と u(x, t) に比較定理

を用いて

ut > 0 and ∆φ(u) > 0 in Ω × (0,∞). (11)

を得る。w = φ(u) とおくと wt = φ′(u)∆w となり, (4) と (11) より

δ1∆w ≤ wt ≤ δ2∆w in Ω × (0,∞). (12)

そこで, wj (j = 1, 2) を次の熱方程式に対する初期境界値問題の有界な一意解とする。

(wj)t = δj∆(wj) in Ω × (0,∞), (13)

wj = φ(1) on ∂Ω × (0,∞), (14)

wj = 0 on Ω × {0}. (15)

このとき, (12) を考慮すると, 比較定理から次の補題が成り立つ。

補題 4 w1 ≤ w ≤ w2 in Ω × (0,∞).
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さて, 次の事実を観察する。

δ1s ≤ φ(s) ≤ δ2s for s ≥ 0, (16)

−δ1 log s ≤ −Φ(s) ≤ −δ2 log s for 0 < s ≤ 1, (17)

e
s

δ1 ≤ Φ−1(s) ≤ e
s

δ2 for −∞ < s ≤ 0. (18)

wε
j = wε

j(x, t), (j = 1, 2) を次で定める。

wε
j(x, t) = wj(x, ε2t).

(16) と (17) の助けを借りて, 補題 4 より

−ε2δ1 log

(
wε

2

δ1

)
≤ vε ≤ −ε2δ2 log

(
wε

1

δ2

)
in Ω × (0,∞). (19)

Varadhan [Va] の結果より, ε → 0+ のとき, 関数 −ε2δj log wε
j は関数

1
4t

d(x)2 に Ω× (0,∞)

内の任意の compact 集合上一様収束することがわかる。従って, 次の補題が得られる。

補題 5
δ1

δ2

· 1

4t
d(x)2 ≤ lim inf

ε→0+
vε(x, t) ≤ lim sup

ε→0+

vε(x, t) ≤ δ2

δ1

· 1

4t
d(x)2 in Ω × (0,∞).

この補題は次を導く。

補題 6 Ω× (0,∞) 内の任意の compact 集合 K に対して, ε0 > 0, 0 < c1 ≤ c2 < +∞ を

満たす３つの定数 ε0 = ε0(K), c1 = c1(K) と c2 = c2(K) が存在して, もし 0 < ε ≤ ε0 な

らば次が成り立つ。

0 < c1 ≤ vε ≤ c2 in K.

この補題と [LSV] の勾配評価の方法および [Gild] の定理の助けを借りて, Ω × (0,∞) 内の

任意のコンパクト集合 K を与えるとき, 十分小さい ε > 0 に対して, {vε} が K 上一様有

界で同程度連続であることを示すことができる。（[MS3] 参照）従って, lim
n→∞

εn = 0 を満た

すある正数列 {εn} および Ω × (0,∞) 上の連続関数 v = v(x, t) が存在して, 関数列 {vεn}
は Ω × (0,∞) 上 v に広義一様収束する。特に, 補題 5 より

δ1

δ2

· 1

4t
d(x)2 ≤ v(x, t) ≤ δ2

δ1

· 1

4t
d(x)2 in Ω × (0,∞). (20)

(20) および ∂Ω 上 d(x)2 = ∇(d(x)2) = 0 であることを合わせると, RN × (0,∞) 上の連続

関数 V (x, t) を

V (x, t) =

{
v(x, t) if x ∈ Ω,

0 if x 6∈ Ω
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によって定めることができる。このとき, V = V (x, t) は次の Cauchy 問題の粘性解である

ことがわかる。

Vt = −|∇V |2 in RN × (0,∞), (21)

V = 0 on (RN \ Ω) × {0}, (22)

V = +∞ on Ω × {0}. (23)

最後に Strömberg [Str] の初期値問題の粘性解の一意性の結果を用いると

V (x, t) =

(
dist (x, RN \ Ω)

)2

4t
((x, t) ∈ RN × (0,∞))

でなければならないことがわかる。従って,

lim
ε→0

vε(x, t) =
d(x)2

4t
((x, t) ∈ Ω × (0,∞)).

故に, まず t = 1 とおき, 次に ε2 = t とおくと, 定理 1 が得られる。
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