
Compressible and Incompressible two phase problem

including the phase transition

柴田 良弘 ∗

Ωを RN の領域、Ω− ⊂ Ω. Γ = ∂Ω− ⊂ Ω, ∂Ω ∩ Γ = ∅. Ω+ = Ω−Ω−とする. φ : Ω → Ω: ξ 7→ φ(ξ, t)
に対して

Ω±(t) = {x = φ(ξ, t) | ξ ∈ Ω±}, Γ(t) = {x = φ(ξ, t) | ξ ∈ Γ},

∂tφ(ξ, t) = v(x, t) (x = φ(ξ, t)), Ω̇(t) = Ω−(t) ∪ Ω+(t) とおく. Ω̇(t) で定義された関数 v に対して
v± = v|Ω±(t) とおく. このとき the jump of v accross Γ(t) [[v]]を [[v]] = v−|Γ(t) − v+|Γ(t) で定義する. nΓ

を Γ(t)の単位外法線 (向きは Ω− から Ω+), HΓ = −div ΓnΓ を Γ(t)の平均曲率, ρ : Ω̇ → R+ = [0,∞)
を質量場 (mass field), u : Ω̇ → RN を速度場 (velocity field), π : Ω̇ → R を圧力場 (pressure field),
T : Ω̇ → {A ∈ GLN (R) | TA = A}を応力テンソル場 (stress tensor field), D = 1

2 (
T∇u + ∇u) : Ω̇ →

{A ∈ GLN (R) | TA = A}をひずみテンソル場 (strain tensor field), θ : Ω̇ → R+ を温度場 (thermal field),
e : Ω̇ → R+ を内部エネルギィー (internal energy), η : Ω̇ → Rをエントロピィー (entropy), ψ = e − θη
を自由エネルギィー, κv = ∂e

∂θ を比熱, µ, λ を第一、第二粘性係数, q : Ω̇ → RN を熱流速 (heat flux),

f : Ω̇ → RN を外力 (external force) r : Ω̇ → Rを熱供給 (heat supply), ȷを質量流速 (phase flux)として
次の方程式を考える.

∂tρ+ div (ρu) = 0 in Ω̇(t),

ρ(∂tu+ u · ∇u)− divT− ρf in Ω̇(t), (1) eq:1

ρκv(∂tθ + u · ∇θ)− divq

− (2µ|D(u)|2 + (λ− µ)(divu)2) + (π − ρ2
∂e

∂ρ
)divu = ρr in Ω̇(t).

interface condition

• ȷ = 0の場合

[[u]] = 0, [[TnΓ]] = σHΓnΓ,

[[θ]] = 0, [[q · nΓ]] = 0,

VΓ := v · nΓ = u · nΓ.

(2) eq:2

• ȷ ̸= 0 かつ [[ρ]] ̸= 0 の場合

[[TΓu]] = 0, ȷ[[TnΓ]]− [[TnΓ]] = −σHΓnΓ, [[ψ]] + ȷ2[[
1

2ρ2
]]− [[

1

ρ
nΓTnΓ]] = 0,

[[θ]] = 0, ȷ[[θη]]− [[q · nΓ]] = 0,

VΓ := v · nΓ =
[[ρu]] · nΓ

[[ρ]]
.

(3) eq:3

∂Ωでの境界条件は
Tn = 0, q · n = 0 on ∂Ω. (4) eq:4
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nは ∂Ωの単位外法線である. ∂Ωは自由境界でも良い. 初期条件は

(ρ,u, θ)|t=0 = (ρ∗ + ρ0,u0, θ∗ + θ0) in Ω̇ = Ω− ∪ Ω+. (5) eq:5

ただし, ρ∗± = ρ∗|Ω±(t), θ∗± = θ∗|Ω±(t) は正定数とし, それぞれ Ω±の基準質量 (reference mass)と基準温
度 (reference temperature)を表すとする. またベクトル値関数 w = T (w1, . . . , wN )とN ×N 行列値関数
K = (Kij)に対して

divw =

N∑
j=1

∂jwj , divK = T (

N∑
j=1

∂jK1j , . . . ,

K∑
j=1

∂jKNj)

と定義する. ただし, TM は M の転置を表す.
質量保存則より Γ(t) 上 j = ρ+(u+ − v) = ρ−(u− − v) と与えられる. ȷ ̸= 0, [[ρ]] ̸= 0 のときは,

ȷ = [[u·nΓ]]
[[1/ρ]] と求まる.

以下 Ω+は気体 (gas), Ω−に液体 (liquid)が占める場合を考える. 簡単のため, ρ− = ρ∗−と液体の質量
密度は基準密度と同じとする. とくに

∂tρ− + div (ρ−u−) = ρ∗−divu− = 0 in Ω−(t).

また π+ = π|Ω+(t) = P (ρ+, θ+)と与えられているとする. ここで P は (ρ, θ) ∈ (0,∞) × (0,∞)で定義さ
れた実数値の C∞ 関数で ∂P

∂ρ > 0を仮定する. T

T+ = µ+D(u+) + (λ+ − µ+)divu+I− π+I, S− = µ−D(u−)− π−I

で与えられるとする. ただし, I は N × N 単位行列を表す. µ+ = µ(ρ, θ), λ+ = λ+(ρ, θ) は (ρ, θ) ∈
(0,∞)× (0,∞)で定義された正値の C∞ 関数, µ− = µ−(θ)は θ ∈ (0,∞)で定義された正値の C∞ 関数と
する.また

q = −d∇θ

で与えられるとする. ここで d+(ρ, θ) = d|Ω+(t) は (ρ, θ) ∈ (0,∞) × (0,∞)で定義された正値の C∞ 関
数, d−(θ) = d|Ω−(t) は θ ∈ (0,∞) で定義された正値の C∞ 関数とする. κv+ = κv+(ρ, θ) は (ρ, θ) ∈
(0,∞)× (0,∞)で定義された正値のC∞関数, κv− = κv−(θ)は θ ∈ (0,∞)で定義された正値のC∞関数と
する. e+ = e+(ρ, θ), η+ = η+(ρ, θ)は (ρ, θ) ∈ (0,∞)×(0,∞)で定義された実数値のC∞関数, e− = e−(θ),
η− = η−(θ)は θ ∈ (0,∞)で定義された実数値の C∞ 関数とする. π∗∗− は

ψ−(θ∗−)− ψ+(ρ∗+, θ∗+)−
(π∗∗−
ρ∗−

− P (ρ∗+, θ∗+)

ρ∗+

)
= 0

なる定数として, π− = π∗∗− + π′
− として方程式を書き換える. 方程式を flat interface RN

0 = {x =
(x1, . . . , xN ) ∈ RN | xN = 0}の近くで考える. Γ(t)は RN−1 のグラフ

Γ(t) = {x ∈ RN | xN = h(x′, t) for x′ = (x1, . . . , xN−1) ∈ RN−1 and t ≥ 0},
Ω±(t) = {x ∈ RN | ±(xN − h(x′, t)) > 0 for x′ ∈ RN−1 and t ≥ 0}.

で与えられているとする. hは未知関数である. H(x, t)を (1 −∆)H = 0 in RN , H|xN=0 = h(x′, t)の解
とする. H の代わりに必要とあれば十分小なる ϵ > 0に対して H(x′, ϵxN , t)を考えて, 1 + ∂

∂xN
H ≥ 1/2

が非線形問題を解くときにいつも満たされているとしてよい. φ(x, t) = (x′, xN +H(x, t))とおく. Γ(t) =
{y = φ(x′, 0, t) | x′ ∈ RN−1}, Ω±(t) = {y = φ(x, t) | ±xN > 0}である. また,

nΓ = (∇′h,−1)/
√

|∇′h|2 + 1 (∇′h = (∂1h, . . . , ∂N−1h)),

VΓ = ∂tφ · nΓ = −∂tH/
√
|∇′H|2 + 1,

∂

∂t
=

∂

∂t
− H0

1 +HN

∂

∂xN
,

∂

∂yj
=

∂

∂xj
− Hj

1 +HN

∂

∂xN
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where H0 = ∂tH, Hj = ∂jH また div ya = 0 は div a +
∑N

ℓ=1{
∂

∂xℓ
(HNaℓ) − ∂

∂xN
(Hℓaℓ)} = div a +∑N−1

ℓ=1 (HN −Hℓ)
∂aℓ

∂xℓ
= 0 となる. Ω+(t)側の方程式を放物型方程式の範疇で扱うには transport equation:

∂tρ+ + div (ρ+u+) = 0 in Ω+(t)

を消去する必要がある. 以下 RN
± = {x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN | ±xN > 0} とおく.

まず上の変数変換で
∂tρ+ + div (ρ+u+) + ρ+G = 0 in RN

+

となる. ただし,

G =
1

1 +HN
{∂N (

N−1∑
j=1

Hju+j +H0) + (∂NHN )u+N −
N−1∑
j=1

Hj∂ju+j}.

そこで ρ+ を u+, H を用いて表す. u+ を RN
− に Lion’s extension する. 即ち, ũ+ を

ũ+ =

{
u+ x+ > 0,

au+(x
′,−xN , t) + bu+(x

′,−2xN , t) x+ < 0,

で定義する. ここで a, bは a+ b = 1, −a− 2b = 1なる定数である. u+ ∈W 2
q (RN

+ ) ならば ũ+ ∈W 2
q (RN )

が各 tについて成立し, ∥ũ+(·, t)∥W 2
q (RN ) ≤ C∥u+(·, t)∥W 2

q (RN
+ )が成立する. 時間局所解の一意存在を求める

ときの時間 T > 0に対し,
∫ T

0
∥∇ũ+(·, s)∥L∞(RN )ds ≤ ϵ << 1 が常に成立するとして逐次近似するとすれ

ば, ξ 7→ x(ξ, t) は RN 上の１対１上への写像で適当な正則性をもつと仮定してよい. ここで, x は Cauchy
問題

d

dt
x(ξ, t) = ũ+(x, t), x(ξ, 0) = ξ ∈ RN .

の解とする. ρ+ を
∂tρ+ + div (ρ+ũ+) + ρ+G̃ = 0 in RN

なる全空間での方程式の解として構成する. ただし,

G̃ =
1

1 +HN
{∂N (

N−1∑
j=1

Hj ũ+j +H0) + (∂NHN )ũ+N −
N−1∑
j=1

Hj∂j ũ+j}, ũ+ = (ũ+1, . . . , ũ+N )

とおいた. J(ξ, t) := det ∂x
∂ξ とおくと,

∂tJ(ξ, t) = (div ũ+)(x(ξ, t), t)J(ξ, t),

∂t(ρ+(x(ξ, t), t)J(ξ, t)) = (∂tρ+ + div (ρ+ũ+))(x(ξ, t), t)J(ξ, t) = −ρ+(x(ξ, t), t)J(ξ, t)G̃(x(ξ, t), t),

よって
ρ(x(ξ, t), t) = (ρ∗+ + ρ0+(ξ))J(ξ, t)

−1e
∫ t
0
G̃(x(ξ,s).s) ds.

また J(ξ, t) = e
∫ t
0
(div ũ+)(x(ξ,s),s) ds と求まるから, x(ξ, t) = ξ +

∫ t

0
ũ+(x(ξ, s), s) ds の逆像を ξ = ξ(x, t)と

して,

ρ+(x, t) = (ρ∗+ + ρ0+(ξ))e
∫ t
0
(G(x(ξ,s).s)−(div ũ+)(x(ξ,s),s)) ds|ξ=ξ(x,t)

を得る. これを方程式に代入し, 非線形部分を右辺に回して, ȷ ̸= 0の時は次の方程式系を得る.
ρ∗+∂tu+ −DivS+ = f+ in RN

+ × (0, T ),

ρ∗−∂tu− −DivS− = f−, divu− = f0− = div f0− in RN
− × (0, T ),

[[Sn]]− σ(∆′h)n = g, [[u′]] = 0, [[ρ−1n · Sn]] = g0, on RN
0 × (0, T ),

∂th−
( ρ∗−
ρ∗− − ρ∗+

u−N − ρ∗+
ρ∗− − ρ∗+

u+N

)
= gN+1 on RN

0 × (0, T ),

(6) l1


κ∗+∂tθ+ − d∗+∆θ+ = fτ+ in RN

+ × (0, T ),

κ∗−∂tθ− − d∗−∆θ− = fτ− in RN
− × (0, T ),

[[θ]] = 0, [[d∗∂Nθ]] = gτ on RN
0 × (0, T ),

(7) h1

(u±, θ±)|t=0 = (u0±, θ0±) in RN
± , h|t=0 = h0 in RN

0 . (8) h2
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ただし, u′
± = (u±1, . . . , u±N−1), ∆′h =

∑N−1
j=1 ∂2j h, κ∗+ = ρ∗+κv+(ρ∗+, θ∗+), d∗+ = d+(ρ∗+, θ∗+),

κ∗− = ρ∗−κv−(θ∗−), d∗− = d(θ∗−), σは正定数,

S+ = µ+(ρ∗+, θ∗+)D(u+) + (λ+(ρ∗+, θ∗+)− µ+(ρ∗+, θ∗+))divu+I,

S− = µ−(θ∗−)D(u−)− π−I.

また ȷ = 0の時は次を得る.
ρ∗+∂tu+ −DivS+ = f+ in RN

+ × (0, T ),

ρ∗−∂tu− −DivS− = f−, divu− = f0− = div f0− in RN
− × (0, T ),

[[Sn]]− σ(∆′h)n = g, [[u]] = 0, on RN
0 × (0, T ),

∂th− u+N = gN+1 on RN
0 × (0, T ),

(9) l1


κ∗+∂tθ+ − d∗+∆θ+ = fτ+ in RN

+ × (0, T ),

κ∗−∂tθ− − d∗−∆θ− = fτ− in RN
− × (0, T ),

[[θ]] = 0, [[d∗∂Nθ]] = 0 on RN
0 × (0, T ),

(10) h1

(u±, θ±)|t=0 = (u0±, θ0±) in RN
± , h|t=0 = h0 in RN

0 . (11) h2

Theorem 1. The maximal Lp-Lq regularity result for the linearized equations yields that for given time
T there exists a small number ϵ such that initial data satisfy the compatibility condition and smallness
condition:

∥θ0±∥B2(1−1/p)
q (RN

± )
+ ∥u0±∥B2(1−1/p)

p (RN
± )

+ ∥ρ0+∥W 1
q (RN

+ ) + ∥h0∥B3−1/p
q,p (RN−1)

≤ ϵ

then, the local wellposedness holds in the following solution classes:

u±, θ± ∈ Lp((0, T ),W
2
q (RN

± )) ∩W 1
p ((0, T ), Lq(RN

± )),

ρ+ ∈W 1
p ((0, T ), Lq(RN

+ )) ∩ Lp((0, T ),W
1
q (RN

+ )).
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