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1 序

周期的層状領域 Ωにおける圧縮性 Navier-Stokes方程式の初期値境界値問題
∂tρ+ div(ρv) = 0,

ρ(∂tv + (v · ∇)v)− ν∆v − (ν + ν′)∇divv +∇P (ρ) = ρf,

v|xn=ωj(x′) = 0 (t > 0, x′ ∈ Rn−1, j = 1, 2),

(ρ, v)|t=0 = (ρ0, v0)

(1)

を考える. 空間次元は n = 2, 3である. ここで, ρ = ρ(x, t), v = ⊤(v1(x, t), · · · , vn(x, t)),
(t ≥ 0, x ∈ Ω)はそれぞれ密度と速度場を表す無次元化された未知関数であり, Ωは

Ω = {x = (x′, xn);x
′ = (x1, · · · , xn−1) ∈ Rn−1, ω1(x

′) < xn < ω2(x
′)}

で与えられる周期的層状領域である.ただし, ω1, ω2 は定数ではない滑らかな関数で x′ の

Q-周期関数 (Q = Πn−1
j=1 [− π

αj
, π
αj

), α1, · · · , αn−1 は正定数), つまり,

ωj(x
′ +

2π

αi
ei) = ωj(x

′), ei =
⊤(0, · · · ,

i
1, · · · , 0), (i = 1, · · · , n− 1, j = 1, 2)

を満たす. f = f(x)は外力を表す与えられた関数で x′ について Q-周期的である. ν, ν′

は

ν > 0,
2

n
ν + ν′ ≥ 0

を満たす定数で,さらに ν+ν′

ν は
ν + ν′

ν
≤ ν∗

を満たすと仮定する. ここで ν∗ > 0は定数である. P = P (ρ)は圧力を表し, ρの滑らか

な関数で,

γ ≡
√
P ′(1) > 0

を満たすと仮定する.

Ωの基本周期領域を

Ωper = {x = (x′, xn);x
′ ∈ Q, ω1(x

′) < xn < ω2(x
′)}
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とおく.

層状領域における圧縮性 Navier-Stokes方程式の定常解の安定性については境界が平ら

(ωj :定数, j = 1, 2)な場合, [3, 4]において平行流型定常解と呼ばれる特殊な定常解に対

して安定性解析が行われている. 外力が g = ⊤(g1(xn), 0, · · · , 0, gn(xn))で与えられたと

き, (1)は (ρ, v) = (ρs(xn), v
1
s(xn), 0, · · · , 0)という形の定常解を持つ. このような x′ 方

向への一様性を持つ解を平行流型定常解と呼ぶ. [3, 4]ではこの平行流型定常解の安定性

が考察され, レイノルズ数とマッハ数が十分小さい時, 十分小さい初期撹乱に対して平行

流型定常解は漸近安定であり, 平行流型定常解からの摂動は L2 ノルムで O(t−
n−1
4 )で減

衰することが示されており, さらに漸近挙動として空間次元が n ≥ 3の時,摂動は n − 1

次元の線形熱方程式の解のように振る舞い, 空間次元が n = 2 の時, 摂動は 1 次元粘性

Burgers方程式の解のように振る舞うことが示された. [3, 4]の証明では x′ 方向に関する

Fourier 変換を用いた時間周期解周りの線形化作用素のスペクトル解析が行われている.

[3, 4]の解析は平行流型定常解の x′ 方向への一様性という性質に本質的に依存している.

本講演で扱う空間周期解は平行流型定常解のような x′ 方向に関する一様性を持たないた

め, [3, 4]とは異なった解析手法が必要となる.

また, 本講演で扱う周期的層状領域では [5] において (1) の静止定常解の線形化安定性

について解析が行われ, 静止定常解は線形安定であり, 静止定常解周りの線形化問題の解

は L2 ノルムで O(t−
n−1
4 )で減衰し, 漸近的主要部が n-1次元の線形熱方程式の解として

与えられることが示された. [5]では領域の空間周期性に着目し, Fourier変換の代わりに

Bloch変換を用いることによって, 非有界領域である層状領域 Ω上の問題を有界領域であ

る基本周期領域 Ωper 上の問題に帰着させ, 静止定常解周りの線形化作用素のスペクトル

解析を行っている. 本講演でも空間周期性に着目した Bloch変換を利用した線形化作用素

のスペクトル解析を行っていくが, 今回考察する空間周期定常解のような空間非一様な流

れを持つ解の安定性解析については, 方程式の持つ双曲型的側面が強く現れる為, [5]とは

異なる解析手法の導入が必要となる.

2 主結果

本講演では (1)の空間周期定常解の安定性について考察する.

(1)の空間周期定常解は以下のように与えられる.

Proposition. 1 ある定数 ν0 > 0, γ̃0 > 0 が存在し, ν ≥ ν0,
γ2

ν+ν̃ ≥ γ̃0 ならば, (1) の

Q-周期定常解 us(x) =
⊤(ρs(x), vs(x))が存在し,

∥ρs − 1∥H4(Ωper)
+ ∥vs∥H5(Ωper)

≤ C∥f∥H2(Ωper)
.

を満たす.



定常解 us に対する撹乱を u(t) = (ϕ(t), w(t)) = (γ2(ρ(t)− ρs), v(t)− vs) と表すと (1)

は次のように書き換えられる.
∂tϕ+ div(ϕvs) + γ2div(ρsw) = f0,

∂tw − ν
ρs
∆w − ν̃

ρs
∇divw +∇

(
P ′(ρs)
γ2ρs

ϕ
)

+ 1
γ2ρ2

s
(ν∆vs + ν̃∇divvs)ϕ+ vs · ∇w + w · ∇vs = f̃ ,

w|∂Ω = 0, u|t=0 = u0 = ⊤(ϕ0, w0).

(2)

ここで, ν̃ = ν + ν′, f0, f̃ は非線形項である.

(2)の解の時間無限大における漸近挙動について次のことが分かる.

Theorem. 1 ある定数 ν0 > 0, γ̃0 > 0 が存在し, ν ≥ ν0,
γ2

ν+ν̃ ≥ γ̃0 ならば

∥u0∥H2∩L1 ≪ 1と w0 ∈ H1
0 を満たす初期摂動 u0 = (ϕ0, w0) ∈ H2 ∩ L1 に対して, (2)

の時間大域解 u(t) = (ϕ(t), w(t)) ∈ C([0,∞);H2) が一意に存在し, l = 0, 1 に対して,

u(t)は

∥∂l
x′u(t)∥L2 = O(t−

n−1
4 − l

2 ) (t → ∞)

を満たし, さらに以下が成り立つ.

(i) n = 3のとき,

∥u(t)− σ(t)u(0)∥L2 = O(t−
n−1
4 − 1

2 log(1 + t)) (t → ∞).

ここで u(0) = (ϕ(0)(x), w(0)(x))は x′ に関する Q-周期関数で, σ = σ(x′, t)は{
∂tσ −

∑2
j,k=1 a

jk
0 ∂xj∂xk

σ +
∑2

j=1 a
j
1∂xjσ = 0,

σ|t=0 =
∫ ω2

ω1
ϕ0(x

′, x3)dx3

の解である. ここで, aj1, a
jk
0 ∈ Rはある定数で行列 (ajk0 )2j,k=1 は正定値である.

(ii) n = 2のとき,

∥u(t)− σ(t)u(0)∥L2 = O(t−
3
4+ε) ε > 0, (t → ∞).

ここで u(0) = (ϕ(0)(x), w(0)(x))は x1 に関する Q-周期関数で, σ = σ(x1, t)は{
∂tσ − a0∂

2
x1
σ + a1∂x1σ + a2∂x1(σ

2) = 0,

σ|t=0 =
∫ ω2

ω1
ϕ0(x1, x2)dx2

の解である. ここで a0 > 0, a1, a2 ∈ Rはある定数である.
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