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n ≥ 3における, 次の退化移流拡散方程式に対する初期値問題の解の非有界性と球対
称解の質量凝集領域について考える:

∂tρ−∆ρα +∇ · (ρ∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

−∆ψ = ρ, t > 0, x ∈ Rn,

ρ(0, x) = ρ0(x), x ∈ Rn.

(dDD)

ここで, α = 2− 2/nであって, ρ(t, x) : R+ × Rn → R+, ψ(t, x) : R+ × Rn → R は未知
関数である. 初期値問題 (dDD)の解は弱解 (超関数解)として定義される.

定義. T > 0に対して, (ρ, ψ)が初期値問題 (dDD)の弱解であるとは, (ρ, ψ)が次の条
件を満たすときをいう.

1. ほとんど至る (t, x) ∈ [0, T )× Rnについて, ρ(t, x) ≥ 0.

2. ρ ∈ L∞(0, T ;L1(Rn) ∩ Lα(Rn))さらに∇ρα−1/2 ∈ L2(0, T ;L2(Rn)).

3. 任意の試験関数φ ∈ C∞((0, T ) × Rn)で suppφ(t) ⊂⊂ Rn, 0 ≤ t < T となるもの
に対し, 次が成立する:∫

Rn

ρ(t)φ(t) dx−
∫
Rn

ρ0φ(0) dx

=

∫ t

0

∫
Rn

(
ρ(s)∂tφ(s) +∇ρα · ∇φ(s) + ρ(s)∇ψ(s) · ∇φ(s)

)
dxds,

(1)

ただし, ψ = (−∆)−1ρ = 1
n(n−2)ωn

|x|−(n−2) ∗ ρ(t).

初期値問題 (dDD)の解は, 第一式が連続の式であることから, 形式的に質量保存則が
成立し, 実際に解の最大存在時間T ∗に対して, ∥ρ(t)∥1 = ∥ρ0∥1がすべての 0 < t < T ∗

において成り立つ. さらに, (ρ, ψ)が方程式をみたすならば, パラメータ λ > 0に対し
て, ρλ(t, x) = λ2/(2−α)ρ(λ2/(2−α)t, λx), ψλ(t, x) = λ2/(2−α)−2ψ(λ2/(2−α)t, λx) としたとき,

(ρλ, ψλ)も方程式をみたす. 方程式に付随するエントロピー汎関数が定義されかつ, 質
量保存則の成立する空間L1(Rn)を含むL∞(0, T ;L1(Rn) ∩ Lα(Rn))において, 初期値問
題 (dDD)の解の時間大域挙動を考察する.

弱解の存在については, Blanchet-Carrillo-Laurençot [1], Sugiyama-Kunii [4]やSuzuki-

Takahashi [5] などが知られている.
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命題 1 ([1], [4], [5]). n ≥ 3とし, ρ0 ∈ L1(Rn) ∩ Lα(Rn), ρ0 ≥ 0 に対し, あるT > 0と
[0, T )上の初期値問題 (dDD)の弱解 (ρ, ψ) が存在し, 殆ど至る (t, x) ∈ (0, T )× Rnに対
しρ(t, x) ≥ 0 で以下を満たす.

1. ρ ∈ C([0, T );L1(Rn)), ψ ∈ C([0, T ); Ẇ 2,α(Rn)).

2. ∥ρ(t)∥1 = ∥ρ0∥1, 0 < t < T .

3. エントロピー汎関数をH[ρ] := 1
α−1

∥ρ∥αα − 1
2

∫
Rn ρ(−∆)−1ρ dx とするとき, 次が

成立する:

H[ρ(t)] ≤ H[ρ0], 0 ≤ t < T. (2)

4. |x|2ρ0 ∈ L1(Rn)ならば, 次が成立する:∫
Rn

|x|2ρ(t)dx =

∫
Rn

|x|2ρ0dx+ 2(n− 2)

∫ t

0

H[ρ(s)]ds, 0 < t < T. (3)

α = 2 − 2/nの場合, 方程式を保つ尺度変換がL1ノルムを保存する尺度変換と一致
し, 特に時間大域解の存在と非存在を分類する臨界質量m∗の存在が知られている:

命題 2 ([1], [5]). n ≥ 3とし, ρ0 ∈ L1(Rn) ∩ Lα(Rn), ρ0 ≥ 0とする. このとき, ある次
元に依存する正定数m∗が存在して, 次が成立する.

1. ∥ρ0∥1 < m∗ならば, 解は時間大域的に存在し有界となる.

2. ∥ρ0∥1 = m∗かつ |x|2ρ0 ∈ L1(Rn)ならば, 解は時間大域的に存在する.

3. H[ρ0] < 0 かつ |x|2ρ0 ∈ L1(Rn)ならば, 解は有限時間で爆発する. すなわち, あ
るT ∗ ∈ (0,∞)が存在して,

lim sup
t→T ∗

∥ρ(t)∥α = ∞. (4)

注意 : H[ρ0] < 0であるならば, ∥ρ0∥1 > m∗である.

エントロピー汎関数の評価 (2)とHardy-Littlewood-Sobolevの不等式から得られる解
の先験的評価により, 初期値ρ0が∥ρ0∥1 < m∗をみたせば, 解は時間大域的に存在し, 解
の有界性も直ちに従う. さらに, |x|2ρ0 ∈ L1(Rn)であり, H[ρ0] < 0ならば, virial法則
(3)により, 時間大域解の非存在性が知られているが, その証明は virial法則 (3)に依拠
し, 初期値に課す重みの条件が解の時間大域挙動に与える本質的な影響は議論されてい
ない. そこで, 初期値に対する |x|2ρ0 ∈ L1(Rn)の仮定を課さない場合に, 時間大域解の
非存在性を得ることを目標とし, 以下の定理を得た ([3]):



定理 3. n ≥ 3とし, ρ0 ∈ L1(Rn) ∩ Lα(Rn), ρ0 ≥ 0が,

H[ρ0] < 0 (5)

をみたすとする. このとき, 次が成立する.

1. 解は有限時間で爆発するか, 時間大域解が存在すればLα(Rn)で非有界. すなわ
ち, あるT ∗ ∈ (0,∞]が存在して,

lim sup
t→T ∗

∥ρ(t)∥α = ∞. (6)

2. 解ρが球対称ならば, 解は有限時間で爆発する.

さらに, Poisson方程式の球対称に対するLpノルムの減衰評価を用いることで, (dDD)

の球対称解に対して, 保存量である質量の凝集領域と凝集質量の下からの評価を以下の
通りに得た (cf. Tsutsumi [6]):

定理 4. ρを (dDD)の球対称解であるとする. 正値減少関数a(t)は, あるT ∗ ∈ (0,∞)

に対して, a(t) → 0 (t→ T ∗)と次をみたすとする:

(T ∗ − t)1/n

a(t)
→ 0 (t→ T ∗).

解ρ(t)がT ∗において, (6)の意味で爆発すると仮定する. このとき, 次が成立する:

lim inf
t→T ∗

∥ρ(t)∥L1(Ba(t)(0)) ≥ m∗. (7)

さらに, 任意の ε > 0に対して, あるK = K(ε) > 0が存在して

lim inf
t→T

∥ρ(t)∥L1(B
K(T∗−t)1/n

(0)) ≥ (1− ε)m∗

が成立する.
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